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Cambios  en  esta  ediciòn 

Este  libro  presenta  d tema  de  ingenieria  de  vibiaciones  a nivel  de  licenciatura.  Las  reacdones  favoràbles  de  profesores  y 
estudiantes  a la  cuarta  edidòn  me  motìvaron  a pneparar  esta  quinta  ediciòn.  Conservò  d estilo  de  las  ediciones  anteriores 
en  la  presentadòn  de  la  teoria,  los  aspectos  de  calculo  y la  aplicaciòn  de  la  vibraciòn  de  la  manera  mas  sendlla  posible, 
con  especial  enfasis  en  las  tòcnicas  de  anàlisis  por  computadoia.  Se  ofrecen  amplias  explicaciones  de  los  fundamentos  en 
las  que  se  recalca  la  importancia  y la  interprctaciòn  fisica  que  acrecientan  las  experiendas  adquiridas  en  cursos  previos  de 
mecànica  y se  utilizan  numerosos  ejemplos  y problemas  paia  ilustrar  principios  y conceptos. 

En  esta  ediciòn  se  modificaron  algunos  temas  y se  volvieron  a escribir  otios,  se  agiegaron  muchos  mas  y se  introduje- 
ron  nuevas  caracteristicas.  La  mayoria  de  esas  adiciones  y modificaciones  fueron  a sugercncia  de  los  usuarios  y rcvìsorcs 
del  texto.  Entrc  los  cambios  ìmpoitantes  destacan  los  siguientes: 

1.  A1  principio  de  cada  captulo  se  presenta  un  esquema  y los  objetivos  de  aprcndizaje. 

2.  A1  final  de  cada  capftulo  se  ofrece  un  resumen  de  repaso. 

3.  La  presentaciòn  de  algunos  temas  se  ha  modificado  paia  ofrecer  una  mayor  cobertura  y mejor  claridad.  Estos  temas 
incluyen  los  componentes  basicos  de  la  vibradòn:  elementos  de  resorte,  elementos  de  amortiguadòn  y dementos 
de  masa  o inercia,  asi'  como  aislamiento  y control  activo  de  la  vibraciòn. 

4.  Muchos  temas  nuevos  se  presentan  con  detalles  y ejemplos  Uustrativos,  entre  ellos  la  respuesta  de  sistemas  de 
primer  orden  y la  constante  de  tiempo;  repiesentaciòn  grafica  de  las  rafces  y soluciones  caracteristicas;  variaciones 
de  parametros  y la  rcprcsentaciòn  del  lugar  geomòtrico  de  las  rat'ces;  la  estabilidad  de  los  sistemas;  el  mòtodo  de 
fimciòn  de  transfercncia  paia  problemas  de  vibiaciòn  forzada;  el  mòtodo  de  la  transformada  de  Laplace  paia  solu- 
donar  problemas  de  vibradòn  libre  y forzada;  el  mòtodo  dela  fundòn  de  transfercnda  de  frecuencia;  el  diagrama 
de  Bode  para  sistemas  de  un  solo  giado  de  libertad;  la  rcspuesta  gradual  y la  descripciòn  de  la  rcspuesta  transitoria, 
y los  impactos  elàsticos  y no  elàsticos. 

5.  Se  agregaron  128  ejemplos,  160  problemas,  70  preguntas  de  repaso  y 107  ilustradones. 

6.  Se  eliminaron  los  ejemplos  y problemas  basados  en  los  programas  C++  y Forfran,  que  en  la  ediciòn  anterior  se 
prcsentaban  àl  final  de  cada  capftulo. 


Caracterfstlcas  sobresalientes  del  Ilbro 

* Cada  tema  de  este  libro  es  independiente;  todos  los  conceptos  se  explican  perfectamente  y las  derivaciones  se  presentan 
con  todos  sus  detalles. 

• A lo  largo  del  texto  se  recalcan  los  aspectos  de  càlculo  asistidos  por  computadora.  En  la  tiltima  secdòn  decada  capftulo  en- 
contrarà  ejemplos  basados  en  MATLAB,  asf  como  varios  programas  MATLAB  de  uso  general  con  ejemplos  Uustrativos. 

♦ Algunqs  temas  se  presentan  de  una  forma  un  tanto  no  con vendonal;  en  particular  en  los  capftulos  8, 10  y 1 1 . La  ma- 
yoriade  los  libros  de  texto  abordan  los  puntos  de  los  aisladores,  los  absorbedorcs  y el  balanceo  en  capftulos  difercntes. 
Sin  embaigo,  dado  que  uno  de  los  objetivos  prindpales  del  estudio  de  las  vibraciones  es  controlar  la  respuesta  a òstas, 
todos  los  temas  reladonados  con  el  contròl  de  la  vibraciòn  se  presentan  en  el  capftulo  8.  Los  instrumentos  de  mediciòn 
de  vibraciòn,  junto  con  los  exdtadores  de  vibraciòn,  el  procedimiento  de  anàlisis  modal  experimental  y d monitoreo  de 
la  condicìòn  de  màquinas,  estàn  juntos  en  el  capftulo  10  {en  el  sitio  web).  Asimismo,  todos  los  mòtodos  de  integraciòn 
numerica  apiicables  a sistemas  dt  uno  y varios  grados  de  libertad,  al  igual  que  los  sistemas  continuos,  se  encuentran  en 
d capftulo  11  (en  el  sitio  web). 
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Otias  caracterLsticas  sobresàlientes  son  I35  siguientes: 

♦ Mas  de  240  ejemplos  ilustrati  vos  para  complementar  la  mayoria  de  los  temas. 

♦ Mas  de  980  preguntas  de  repaso  para  que  los  estudiantes  revisen  y prueben  su  compiensidn  del  texto.  Estas  pregun- 
tas  son  de  diferentes  tipos:  de  opcidn  mtiltiple,  con  respuestas  breves,  de  verdadeio  o felso;  de  conespondencia  de 
descripciones,  y de  completar  espacios  en  blanco. 

♦ Cada  capitulo  ofrece  un  ext<uiso  conjunto  de  problemas  (mas  de  1 150  en  todo  d libro)  que  resaltan  varias  aplicacio- 
nes  del  material  csxplicado  cn  el  texto.  (Las  respuestas  se  proporcionan  en  el  de  soluciones  para  d profesor). 

♦ A1  final  de  algunos  capftulos  se  piesentan  problemas  del  tipo  proyecto  de  diseno  (mas  de  30  a lo  laigo  del  texto), 
muchos  sin  solucion  unica. 

♦ Mas  de  25  programas  MATLAB  para  ayudar  a los  estudiantes  en  la  implementacion  numerica  de  los  metodos  estu- 
diados  en  el  texto. 

♦ Ihforraacidn  biogiafica  (al  inicio  de  cada  capitulo  y cn  los  apdndices)  de  alrededor  dc  20  cientfficos  e ingenieros  q ue 
oontribuyeion  al  desanollo  de  la  teoria  de  vibraciones. 

Los  programas  MATLAB  y las  rcspuestas  a los  problemas  y alas  prcguntas  de  repaso  que  se  presentan  en  el  texto  se 
encucntran  disponibles  para  los  profesores  cn  el  sitio  web  de  este  lihro  en  www.pearsunediicadOD.Ret/rao. 

E1  Manual  desoluciones  de  todos  los  problcmas  y sugerencias  para  disenarpioyectos  esta  disponiblepara  los  profeso- 
rcs  que  adopten  este  libro  como  texto  en  sus  cursos.  Consulte  a su  rcpresentante  de  Pearson. 

unidades  y notaciòn 

Eri  los  ejemplos  y problemas  de  este  libro  hemos  utilizado  tanto  unidades  dd  Sistema  Intemadonal  (SI)  como  dd  Sistema 
Inglds.  Despuds  de  los  Reconocimientos  aparece  una  lista  de  si'mbolos  junto  con  las  unidades  asodadas  en  estos  siste- 
mas.  En  d Apdndice  E se  analiza  brevemente  la  aplicacidn  de  las  unidades  SI  en  d campo  de  las  vibradones.  Hemos  uti- 
lizado  flechas  sobrc  los  si'mbolos  paia  indicar  los  vectores  de  columna  y pardntesis  rectangularcs  (corchetes)  para  indicar 
las  matrices. 


Organizaciòn  del  material 

Este  libro  csta  organizado  en  8 capi'tulos.  Adidonalmente  en  d sitio  web  encontrara  material  en  espanol  sobre  temas  avan- 
zados  de  vìbradones  mecanicas  (capftulos  9 a 12)  y apendices  (tambien  en  espanol),  asi'  como  un  par  de  capftulos  en  ingles 
(13  y 14).  Se  asume  qued  lector  tieneconodmientos  basìcos  sobreestàtica,  dinamica,  resistendademateriales  y ecuadones 
diferenciales.  Aun  cuando  es  deseable  un  derto  conodmiento  de  la  tecria  de  matrices  y la  transformada  de  Laplace,  en  los 
apdndices  C y D (en  d sitio  web)  se  hace  un  repaso  general  de  estos  temas. 

E1  capftulo  1 inicia  con  una  breve  semblanza  de  la  bistoria  e importancia  de  las  vibraciones,  y aborda  el  moddado  de 
sistemas  pràcticos  para  el  anàlisis  de  la  vìbraddn  junto  con  los  diveisos  pasos  implicados.  Se  describen  las  paites  clementa- 
les  de  un  sistema  sometido  a vibradon,  como  son  rigidez,  amortiguamiento  y masa  (inercia).  Se  presentan  los  conceptos  bà- 
sicos  y la  terminologiaquese  utiliza  en  el  analisis  de  vibraciones.  E1  capitulo  2 aborda  la  vibiacidn  libre  de  sistemas  de  un 
solo  grado  de  libertad  sometidos  a traslacidn  y torsidn  visoosamente  amortiguados  y no  amortiguados.  Se  analiza,  ademàs, 
la  representacion  gràfica  de  las  rafces  caraderisticas  y las  soludones  correspondientes,  las  variadones  de  paràmetro  y las 
rcpresentaciones  del  lugar  geomdtrico  de  las  rai'ces.  Aun  cuando  el  radtodo  del  lugar  geomdtrico  de  las  lai'ces  se  utiliza  en 
sistemas  de  control,  su  uso  en  la  vibradon  se  ilustra  en  este  capftulo.  Tambidn  se  considera  la  respuesta  bajo  amortiguacìdn 
histerdtica  y de  Coulomb.  En  el  capftulo  3 se  estudian  las  respuestas  amortiguada  y no  amortiguada  de  sistemas  de  un  solo 
grado  de  libertad  a excitadones  armonicas.  Se  delinean  los  conceptos  de  fuerza  y transmisibilidades  de  desplazaraiento  y 
su  aplicacion  en  sistemas  pràcticos.  Tambidn  se  presenta  el  metodo  de  funcion  de  tiansferencia,  la  solucion  mediante  la 
transformada  de  Laplace  de  problemas  de  vibracidn  forzada,  la  respuesta  de  frecuencia  y el  diagrama  de  Bode. 

E1  capftulo  4 se  ocupa  de  la  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  bajo  una  funcidn  forzada  geneial.  Los 
roles  de  la  expansidn  de  la  serie  de  Fourier  de  una  funcidn  periddica,  la  integral  de  convolucion,  la  transformada  de  Laplace 
y los  mdtodos  numdricos  se  describen  con  ejemplos  ilustiativos.  Tambidn  se  analiza  laespecfficacidn  de  larcspucstade  un 
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àstema  subamortiguado  cn  funcidn  de  tiempci  pico,  ticmpo  de  elcvacidn  y tiempo  de  asentamiento.  En  el  capftulo  5 se 
considera  la  vibracidn  libre  y forzada  de  sistemas  de  dos  grados  de  libertad.  Se  analiza  la  vibracidn  autoexcitada  y la  estabi- 
lidad  del  sistema.  E1  mdtodo  de  lafuncidn  de  transferencia  y la  soluddn  por  medio  de  la  transformada  de  Laplace  tambidn 
se  presentan  con  ejemplos  ilustrativos.  En  d caprtulo  6 veremos  la  vibracidn  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad  y los 
mdtodos  de  analisis  matridales  que  se  utilizan  para  presentar  la  teoria.  En  este  mismo  capftulo  se  describe  cl  procedimiento 
de  anàlisis  modal  para  la  soluddn  de  problemas  de  vibracion  forzada.  Los  diversos  mdtodos  para  determinar  frecuencias 
naturales  y formas  de  modo  de  sistemas  discretos  se  delinean  en  el  capftulo  7.  Los  mdtodos  de  Dunkerley,  Rayldgh,  Hol- 
zer,  Jacobi  e iteraciones  matridales  se  explican  aportando  ejemplos  numdricos.  E1  capftulo  8 àborda  los  diversos  aspectos 
de  control  de  vibracidn,  entre  ellos  los  problemas  de  eliminadon,  aislamiento  y absorcion.  E1  nomografo  de  vibradon  y los 
criterios  de  vibraddn,  los  cuales  indican  los  nivdes  aceptables  de  vibracidn,  tambidn  se  presentan  aquf.  E1  balanceo  de  ma- 
quinas  rotatorias  y reciprocantes  y la  formacion  de  remolinos  de  flechas  se  consideran.  Tambidn  se  describen  las  tdcnicas 
de  control  activas  para  controlar  la  respuesta  de  sistemas  vibratorios. 

Material  en  espanol  en  d sitio  web 

Mientras  que  las  ecuadones  de  movimiento  de  sistemas  discretos  aparecen  en  la  forma  de  ecuaciones  diferenciales  ordi- 
narias,  las  de  los  sistemas  continuos  y distribuidos  aparecen  en  la  forma  de  ecuaciones  diferenciales  pardales.  E1  analisis 
de  la  vibracion  de  sistemas  continuos,  como  cuerdas,  barras,  flechas,  vigas  y membranas,  se  prcsenta  en  el  capitulo  9.  E1 
mdtodo  de  separacion  de  variables  se  prescnta  para  la  solucidn  de  ecuaciones  diferendales  pardales  asociadas  con  sistemas 
continuos.  Los  mdtodos  de  Rayleigh  y Rayleigh-Ritz  para  encontrar  las  frecuencias  naturales  aproximadas  tambfen  se  des- 
criben  con  ejemplos.  Los  metodos  experimentales  que  se  ulilizan  para  medir  la  respuesta  de  la  vibracion  se  consideran  en 
el  capftulo  10,  y se  describen  tècnicas  de  anàlisis  de  senales  y el  equipo  de  mediddn  de  vibraddn.  Tambièn  se  presentan 
tècnicas  de  monitoreo  y diagndstioo  de  lacondidon  de  màquinas. 

E1  capftulo  1 1 presenta  varias  tecnicas  de  integracidn  numèricas  para  dderminar  la  respuesta  dinàmica  de  sistemas 
discrdos  y continuos.  Se  analizan  e ilustran  los  mètodos  de  difercncia  central,  los  de  Runge-Kutta,  Houbolt,  Wflson  y 
Newmark.  E1  anàlisis  de  dementos  finitos,  con  aplicaciones  que  implican  elementos  unidimensionales,  se  aborda  en  el 
capi'tulo  12.  Se  utflizan  elementos  de  barra,  varilla  y viga  para  el  anàlisis  estàtico  y dinàmico  de  armaduras,  varfllas  some- 
tidas  a torsidn  y vigas.  En  este  cap'tulo  tambièn  se  aborda  d uso  de  matrices  de  masa  concentrada  y de  masa  consistente 
en  el  anàlisis  de  vibradon.  Los  problemas  de  vibracion  no  lineal  regidos  por  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  presentan 
fcnomenos  que  no  aparecen  en  los  problemas  linealizados  correspondientes. 

Los  apèndices  A y R sc  enfocan  en  las  rdadones  matemàticas  y en  la  deflexidn  de  vigas  y placas.  Los  flindamentos 
de  la  teorfc  de  matrices,  la  transfcrmada  de  Laplace  y las  unidades  SI  se  tratan  en  fcs  apdndices  C,  D y E.  Por  ultimq,  el 
apèndice  F ofrece  una  introduccidn  a la  programacidn  con  MATLAB. 

Malerial  en  inglàs  en  el  sitiu  web 

En  el  caprtulo  13  se  proporciona  un  tratamiento  introductorio  de  vibracìdn  no  lineal,  con  un  anàlisìs  de  osdladones  subar- 
mdnicas  y superarmdnicas,  dclos  lr'mite,  sistemas  con  coefidentes  dependientes  del  tiempo  y caos.  La  vibracidn  aleatoria 
desistemas  de  vibracion  lineàl  se  considera  en  d capi'tulo  14.  En  este  capi'tulo  tambièn  se  aplican  los  conceptos  de  proceso 
aleatorio,  proceso  estacfcnario,  densidad  espectral  de  potencia,  asr'  como  autocorrdacìdn  y procesos  de  banda  ancha  y an- 
gosta,  sin  dejar  de  considerar  la  respuesta  de  vibraddn  aleatoria  de  sistemas  de  uno  y varios  grados  de  libertad. 

Temarto  ttpico 

E1  libro  proporciona  opcfcnes  flexibles  paradifCTentes  tipos  de  cursos  sobre  vibraddn.  Los  capftulos  1 a 5,  d capi'tulo  8,  y 
partes  del  6,  constituyen  un  curso  bàsico  de  vibrasion  mecànica.  Puede  darse  diferente  ènfasis  y orientacidn  al  curso  si  se 
hace  una  cobertura  adidonal  de  diferentes  capftulos  como  se  indica  a eontinuacidn; 


* 


# 


H caprtulo  9 para  sistemas  continuos  o distribuidos. 
Los  capi'tulos  7 y 11  para  soludones  numèricas. 

E1  capftulo  12  para  anàlisis  de  elementos  finitos. 
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Què  esperar  de  este  curso 

H material  que  se  presenta  en  el  texto  ayuda  a lograr  algunos  de  los  resultados  especificados  por  la 
ABET  (Accreditation  Board  for  Engineering  and  Technology); 

• Capacidad  de  aplicar  el  conociiuiento  de  matematicas,  ciencia  e ingenieriar 

E1  tenia  de  vibracion,  tal  como  se  presenta  en  el  libro,  aplica  conocimientos  de  matematicas 
(ecuaciones  diferenciales,  àlgebra  matricial,  mdtodos  vectoriales  y numeros  complejos)  y cien- 
cia  (estatìca  y dinàmica)  para  resol  ver  problemas  de  vibraddn  de  ingenieria. 

♦ Capaddad  de  identìficar,  formular  y resolver  problemas  de  ingenieria: 

Numerosos  problemas  ilustralivos,  problemas  de  pràcticay  proyectos  dediseno  ayudan  al  estu- 
diante  a identificar  varios  tipos  de  problemas  de  vibracidn  pràcticos  y a desarrollar,  analizar  y 
rcsolver  modelos  matemaUcos  para  hallar  la  respuesta  e interpretar  los  rcsultados. 

* Capaddad  de  util  izar  las  tdcrùcas , habilìdades  y henaraientas  modemas  necesarias  para  la  pràc- 
tica  de  ingenieria. 

• La  tìltima  seccidn  de  cada  capi'tulo  ilustra  la  aplicacion  del  modemo  software,  MATLAB,  para 
la  solucidn  de  problemas  de  vibracidn.  Los  fundamentos  dc  programacidn  MATLAB  se  resu- 
men  en  el  apdndice  F. 

♦ E1  uso  de  la  modema  tecnìca  de  anàlisis,  el  metodo  del  elemento  finito,  para  la  solucion  de  pro- 
blemas  de  vibracidn  se  aborda  en  un  capftulo  aparte  (capftulo  12).  E1  metodo  de  los  elementos 
finitos  es  una  tdcnica  de  amplio  uso  en  la  industria  del  modelado,  anàlisis  y soluddn  de  sistemas 
vibratorios  complejos. 

♦ Capaddad  de  disenar  y realizar  experimentos,  asf  como  de  analizar  e interprctar  datos: 

Los  mdtodos  experimentales  y el  anàlisis  de  datos  rdadonados  con  la  vibracion  se  presentan 
en  el  capftulo  10.  Tambien  se  analizael  equipo  quese  utUizaen  la  rcalizaddn  de  cxperimentos 
de  vibracidn,  y se  àborda  el  anàlisis  de  senales  e identificacidn  de  los  paràmetros  dd  sistema 
apartir  de  los  datos. 
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CAPITULO  I 

Fundamentos  de  vibracion 


I Este  astrònomq  ìtaliano,  fildsofo  y profesor  de  matematicas  ot  las  universidades  dc 
I Ptsa  y Padua,  fue,  en  1609,  d primer  hombre  que  apuntò  un  telescopio  hacia  el  cielo. 
1 Bi  1590,  escribiò  el  primer  tratado  de  dinàmica  modema.  Sus  obias  respecto  a las 
oscilaciones  de  un  pèndulo  simple  y la  vibradòn  de  las  cuerdas  son  de  importancia 
fiindamental  en  la  teorfa  de  las  vibraciones.  [Corteaa  de  Dirk  J.  Struik,  A Concise 
Wstory  ofMathematics  {2a.  ed.  rev.),  Dover  Publications,  Inc.,  Nueva  York,  1948]. 
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Este  capftulo  presenta  el  tema  de  las  vibraciones  en  una  fonna  relativamente  sencilla.  Empieza 
con  una  breve  hìstorLa  del  tema  y luego  presenta  un  examen  de  la  importancia  de  la  vibracidn. 
Los  conceptos  basicos  de  grados  de  libertad  y de  sistemas  continuos  y discretos  se  ofiecOT  junto 
con  una  dbscripcidn  de  las  partes  elementales  de  los  sistemas  vibratorios.  Se  indican  las  diversas 
dasificadones  de  vibracion,  a saber.  vibradon  libre  y fqrzada;  vibracion  no  amortiguaday  amorti- 
guada;  vibracidn  lineal  y no  lineal,  y vibracidn  determinfstica  y aleatoria.  Se  ddinean  y presentan 
asimismo  las  defmiciones  y los  conceptos  esenciales  de  vibiacidn. 

Se  describe  el  concqito  de  mqvimiento  armonico  y su  repiesentacidn  por  medio  de  vectores  y 
numeros  complejos.  Se  aportan  las  definiciones  y terminologfa  bàsicas  como  ciclo,  amplitud,  perio- 
do,  frecuencia,  àngulo  de  fase  y frecuencia  natuial,  rdacionadas  con  el  movimiento  armonico.  A1 
ftnal  se  describe  d anàlisis  armonico,  que  tiene  que  ver  con  la  representacidn  de  cualquier  funcidn 
periodica  en  tbrminos  de  funciones  armdnicas,  utilizando  la  seiie  de  Fourier.  Asimismo,  se  anali- 
zan  en  detalle  los  conceptos  de  espectro  de  frecuencia,  representaciones  en  d dominio  dd  tiempo 
y frecuenda  de  funciones  periddicas,  asf  como  las  expansiones  de  mediano  intervalo  y el  calculo 
numerico  de  coefldentes  de  Fourier. 


objetivos  de  aprendlzaje 

A1  terminar  este  capftulo,  usted  debeià  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente; 

• Describir  brevemente  la  historia  de  la  vibradon. 

• Indicar  la  importancia  del  estudio  de  la  vibraddn. 

• Proporcionar  varias  clasificaciones  de  la  vibracion. 

• Enundar  los  pasos  implicados  en  el  anàlisis  de  la  vibracion. 

• Calcular  los  valoies  de  constantes  de  resorte,  masas  y constantes  de  amortiguamiento. 

• Deftnir  el  movimiento  armdnioo  y difere  ntes  posibles  representadones  de  movimie  nto  annòni  co. 

• Sumar  y restar  movimientos  armdnicos. 

• Realizar  la  expansiòn  de  la  serie  de  Fourier  de  funciones  periddicas  dadas. 

• Determinar  los  coefidentes  de  Fourier  numericamente,  aplicando  el  programa  MATLAR. 


1.1  Comentarios  preliminares 


E1  tema  de  la  vibraddn  se  presenta  aquf  en  una  fonna  rdativamente  sendlla.  H capftulo  empieza 
con  una  breve  historia  de  la  vibradon  y continfta  con  un  examen  de  su  importanda.  Se  pafilan  los 
diversos  pasos  que  intervienen  en  el  anàlisis  de  la  vibraciòn  de  un  sistema  de  ingenieria  y se  presentan 
las  cfcfinidones  y conceptos  esendales  de  la  vibradon.  Aquf  aprendemos  que  todos  los  sistemas  me- 
cànicos  y estructurales  se  pueden  moddar  como  sistemas  de  masa-resorte-amortiguador.  En  algunos 
sistemas,  como  en  un  automòvil,  la  masa,  d resorte  y d amortiguador  se  pueden  identificar  como 
componentes  separados  (la  masa  en  la  forma  dd  cuerpo,  d rcsorte  en  la  suspensidn  y d amortiguador 
en  la  forma  de  los  amortiguadores).  En  algunos  casos,  la  masa,  d resorte  y el  amortiguador  no  apare- 
cen  como  componentes  distintos,  pues  son  inherentes  e integrales  al  sistema.  Por  ejemplo,  enel  alade 
un  avion,  la  masa  està  distribuida  en  toda  d ala.  Incluso,  debido  a su  dasticidad,  d ala  experimenta 
una  notable  deformacidn  durante  d vudo.de  modo  que  puede  moddarse  como  un  resorte.  Ademàs,  la 
deflexiòn  dd  ala  introduce  un  efecto  de  amartiguamiento  produddo  por  d mo  vimiento  rdativo  entrc 
componentes  como  juntas,  conexicmes  y soportes,  àl  ìguàl  que  la  fticcidn  intema  produdda  por  de- 
fectos  microestructurales  dd  malerial.  En  d capi'tulo  se  describe  d moddado  de  dementos  de  resorte. 
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masay  amortiguaniiento,  sus  caractensticas  y lacombinadòn  de  varios  re-sortes,  masas  o elementos 
de  amortìguamiento  que  apaiecen  en  un  sistema.  Dealli  se  deriva  una  piesentaciòn  del  concepto  de 
aiaiisis  aimònico,  el  cual  puede  utilizarse  para  el  analiàs  de  movimientos  periòdicos  generales.  En 
cste  capi'tulo  no  se  pretende  agotar  los  temas;  los  capftulos  siguientes  desanollaran  con  mas  detalle 
muchas  de  las  ideas. 


1.2  jBreve  historia  del  estudio  de  la  vibraciòn 


origenes  del 
estudio  de  la 
vibraciòn 


H interòs  en  la  vibraciòn  suige  cuando  se  ciean  los  primeros  instrumentos  musicales,  probable- 
mente  silbatos  o tambores.  Desde  entonces,  tanto  mòsicos  como  filòsofos  han  buscado  las  reglas  y 
las  leyes  de  la  producciòn  del  sonido,  las  han  utilizado  para  mejorar  los  instrumentos  musicales, 
y las  han  pasado  de  geneiaciòn  en  generaciòn.  Ya  en  el  ano  4000  a.C.  [1.1],  la  musica  habi'a  alcan- 
zado  un  alto  nivel  de  desairollo  y era  muy  apreciada  por  chinos,  hindues,  japoneses  y,  quiza,  los 
cgipcios.  Estos  pueblos  antiguos  observaron  ciertas  reglas  definidas  quc  dc  alguna  manera  estaban 
ìelacionadas  con  el  arte  de  la  musica,  aunque  su  conocimiento  no  llegò  a nivel  de  dencia. 

Es  probable  que  los  instrumentos  musicales  de  cueida  se  hayan  originado  en  el  arco  del  cazador, 
arma  favorecida  por  los  ejòrcitos  del  antiguo  Egipto.  Uno  de  los  instrumentos  de  cuerda  màs  primi- 
livos,  la  nanga,  se  parece  a un  aipa  de  tres  o cuatro  cuerdas,  y cada  cuerda  produce  sòlo  una  nota;  en 
d Museo  Britanico  se  encuentra  un  ejemplar  que  data  de  1500  anos  a.C.  Ahf  mismo  se  exhibe  un 
arp a de  1 1 cueidas,  decorada  en  oio  y con  caja  de  resonancia  en  forma  de  cabeza  de  toro,  la  cual 
se  encontrò  en  Ur  en  una  tumba  real  que  data  de  aproximadamente  2600  anos  a.C.  En  los  muros 
de  tumbas  egipdas  con  una  antiguedad  de  3000  anos  a.C.  se  hallaion  pinturas  de  instiumentos  de 
cuerda  semejantes  a arpas. 

Nuestio  sistema  musical  actual  liene  sus  bases  en  la  civilizaciòn  griega  antigua.  Se  considera 
que  el  filòsofo  y matematìco  griego  Pitagoras  (582-507  a.C.)  lue  la  primera  persona  que  investìgò 
d sonido  musical  con  unabase  cientffica  (figuia  1.1).  Entre  otras  cosas,  Ptfagoras  realizò  experi- 
mentos  con  una  sola  cuerda  por  medio  de  un  aparato  sendllo  llamado  monocordio.  En  el  ejemplo 
que  se  muestra  en  la  figura  1.2,  los  puentes  de  madera  1 y 3 estan  fijos.  E1  puente  2 es  movìble  en 
tanto  que  la  tensìòn  en  lacuerdase  mantiene  constante  mediante  el  peso  colgante.  Pitàgoras  obser- 
vòquesi  se  someten  a la  misma  tensiòn  dos  cuerdas  similares  de  diferentes  longitudes,  la  mas  corta 
emite  una  nota  mas  alta;  ademas,  si  la  cuerda  mas  corta  es  de  la  mtfad  de  la  longitud  de  la  mas  larga, 
la  mas  corta  emitirà  una  nota  una  octava  arriba  de  la  otra.  Ptfàgoras  no  dejò  ningun  documento  de  su 


Figura  1.1  Pitàgoras.  (Reimpreso  con  permiso  de  I.E.  Navia, 
Ptfàfforas:  An  Annotated  Btblìography,  Garland  Fublishing, 
Inc.,  Nueva  York,  1990). 
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Cuerdav 

1 \ 2 3 


Peso  Flgura  12  Monocordio. 


trabajo  (figura  1.3),  pero  ha  sido  descrito  por  otros.  Aunque  en  d tiernpo  de  Pitagoras  se  desarrolld 
d concepto  de  tono,  la  reladdn  oitre  d tono  y la  frecuencia  no  se  entendio  sino  hasta  el  tierapo  de 
Galileo,  en  el  siglo  xvi. 

Hacia  350  a.C,  Aristdtdes  escribid  tratados  sobre  mùsica  y sonido  e hizo  observaciones  como 
4iLa  voz  es  mas  dulce  que  el  sonido  de  los  instrumentos”,  y "E1  sonido  de  la  flauta  es  mas  dulce 
que  el  de  la  lira”.  En  320  a.C.,  Aristdgenes,  alumno  de  Aristdteles  y mùsico,  escribid  una  obra  en 
tres  volumenes  titulada  Elementos  de  armonta.  Estos  libros  son  quiza  los  mas  antiguos  de  que  se 
disponga  sobre  la  musica  y escritos  por  los  investigadores  mismos.  Alrededor  de  300  a.C.,  en  un 
libro  llamado  Intwducciòn  a ia  armonia,  Euclides  escribio  brevemente  sobre  la  mùsica  pero  sin 
hacer  referencia  alguna  a la  naturaleza  ffsica  dd  sonido.  Los  grìegos  no  lograron  mas  avances  en  el 
conocimiento  cientTùco  del  sonido. 

Pareoe  que  los  romanos  recibieron  todo  su  conocimiento  musical  por  parte  delos  griegos,  excep- 
to  Vitruvio,  famoso  arquitecto  romano  que  escribid  alrededor  del  ano  20  a.C.  sobre  las  propiedades 
acùsticas  de  los  teatros.  Su  tratado  De  Archhectura  Ubri  Decem  (Diez  iibros  sobre  arquhectura), 
estuvo  perdido  durante  muchos  aiios,  y se  habria  de  redescubrir  sdlo  hasta  el  siglo  xv.  A1  parecer, 
durante  casi  16  siglos  no  hubo  despuds  del  trabajo  de  Vitruvio  ningùn  desanollo  en  las  teorias  del 
sonido  y la  vibracidn. 


Ftgura  1.3  Pftùgoras  como  mùsico.  (Reimpreso  con  permiso  de  D.E.  Smith, History  ofMathema- 
tics,  Vol.  I,  Dover Publications,  Inc.,  Nueva  York,  1958). 
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En  la  antiguedad,  China  experimentaba  muchos  sismos.  Zhang  Heng,  quc  se  desempend  como 
historiador  y astrdnomo  en  el  siglo  u,  percibio  la  necesidad  de  desarrollar  un  instrumento  para  medir 
kis  sismos  con  precision.  En  el  ano  132  invento  el  primer  sismdgrafo  del  mundo  [1.3, 1,4],  el  cual 
estaba  hecbo  de  fino  bronce  fundido,  con  un  diametro  de  ocho  chi  (un  chi  equivale  a 0.237  metros) 
y tem'a  la  forma  de  una  jaira  de  vino  <figuia  1 .4).  Dentro  de  la  jarra  habia  un  mecanismo  que  con- 
àstia  en  un  pdndulo  rodeado  por  un  grupo  de  ocho  palancas  que  apuntàban  en  ocho  direcdones.  En 
la  parte  extema  del  sìsmdgrafo  habia  ocho  figuras  de  dragdn,  cada  una  con  una  bola  de  bronce 
cn  I35  fauces.  Debajo  de  cada  dragdn  habia  una  rana  con  la  boca  abierta  hada  arriba.  Un  sismo 
fiierte  en  cualquier  direccidn  inclinaria  d pdndulo  en  esa  direcdon  y activaria  la  palanca  en  la  ca- 
beza  dd  dragon.  Esto  abria  la  boca  del  d ragon  y la  bola  de  bronce  se  soltaba  y cai'a  en  la  boca  de  la 
ona  con  un  sonido  metalico.  Asi',  el  sismdgrafo  permitt'a  al  personal  de  vigilancia  saber  tanto  el 
liempo  como  la  direccidn  de  la  ocurrencia  del  sismo. 


Figura  1 A El  primer  sismògrafo  del mundo  inventado 
en  China  en  el  ario  132  de  nuestra  era.  (Reimpreso  con 
permisode  R.  Taton  (ed.),  fSstory  ofSdence,  Basic 
Rooks,  Inc.,  Nueva  York,  1957). 


De  Galileo  a 
Rayleigh 


Se  considera  que  Galileo  Galild  {1564-1642)  es  d fundador  de  la  ciencia  experimental  modema. 
De  hecho,  a menudo  al  siglo  xvn  se  le  considera  como  el  “siglo  dd  genio”  puesto  que  los  cimientos 
de  la  filosoffa  y la  cienda  modemas  se  sentaron  durante  ese  periodo.  Lo  que  molìvd  a Galileo  a es- 
ludiarel  comportaniiento  de  un  pendulo  simplefuelaobservacidn  de  los  movimientos  de  vaiven  de 
una  làmpara  en  una  iglesia  de  Pisa.  Un  d£a,  mientras  se  abuma  durante  un  sermdn,  Gdileo  miraba 
hada  el  techo  de  la  iglesia.  Una  làmpara  oscilante  captd  su  atencidn.  Comenzd  a medir  el  periodo 
de  los  movimientos  de  pendulo  de  la  lampara  con  su  pulso,  y para  su  sorpresa  se  dio  cuenta  de  que 
d tiempo  era  independiente  de  la  amplitud  de  las  osciladones.  Esto  lo  llevd  a realizar  màs  expe- 
rimentos  con  el  pendulo  simple.  En  su  obra  Dtscorsi  e dimostmzìone  matematiche  in  torno  a due 
move  scienze  {Di&bgos  sobre  dos  nuevas  ciencias),  publicada  en  1638,  Galileo  analizd  los  cuerpos 
vibratorios.  Describid  la  dependencia  de  la  frecuencia  de  la  vibraddn  en  la  longitud  de  un  pdndu- 
lo  simple,  junto  oon  el  fenomeno  de  vibraciones  simpàticas  {resonancia).  Los  escritos  de  Galileo 
tambièn  indican  que  entendia  con  daridad  la  relacidn  entre  la  frecuencia,  la  longitud,  la  tension  y 
la  densidad  de  una  cuerda  vibratoria  tensa  [1.5].  Sin  embargo,  el  primer  informe  correcto  publicado 
de  la  vibracidn  de  cucrdas  lo  proporciond  el  matemàtico  y tedlogo  francès  Mario  Mersenne  (1588- 
1648)  en  su  libro  Harmonie  universelle  {Armonia  universaf),  publicado  cn  1636.  Mersenne  tambièn 
midid,  por  primera  vez,  la  frecuencia  de  vibradon  de  una  cueida  larga  y a partir  de  eUo  pranosticd  la 
frecuenda  de  una  cuerda  màs  corta  de  la  niisma  densidad  y tensidn.  Muchos  consideran  a Mersenne 
oomo  el  padre  la  acustìca.  A menudo  se  le  acredita  d descubriraiento  de  las  leyes  de  las  cuerdas 
vibratorias  porque  publico  los  resultados  en  1636,  dos  arios  antes  que  Galileo.  Sin  embargo,  el 
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credito  le  pertenece  a Galileo,  puesto  que  escribid  las  leyes  raucbos  anos  atias  y su  publicadon  tue 
prohibida  por  dtdenes  del  Inquisidor  de  Roma  hasta  1638. 

Inspiiada  en  el  irabajo  de  Galileo,  en  1657  se  fundo  la  Academia  del  CimOTto  en  Floiencia;  a 
dsta  le  siguieion  las  forraaciones  dc  la  Rcyal  Society  of  London  en  1662,  y La  Paris  Acaderaie  des 
Sciences  en  1666,  Mas  tarde,  Robert  Hooke  (1635-1703)  tarabidn  realizo  experimentos  para 
(ieterrainar  una  reLaddn  entie  el  tono  y La  ftecuencia  de  vibracidn  de  una  cuerda.  Sin  embargo, 
Joseph  Sauveur  (1653-1716)  ìnvestigd  a fondo  estos  experimentos  y acund  la  palàbra  “acustica” 
paia  laciencia  dd  scrnido  [1.6].  Sauveur  en  Franciay  John  Wallis  (1616-1703)  en  Inglaterra  obser- 
vaion,  de  raaneia  independiente,  el  fenòmeno  de  las  fttrmas  de  modo,  y encontiaron  que  una  cuerda 
tensa  que  vibra  puede  no  tener  movimiento  en  ciertos  puntos,  y un  movimiento  violento  en  puntos 
intermedios.  Sauveur  llamd  nodos  alos  primeros  puntos  y budes  a los  segundos.  Se  encontid  que 
tales  vibradones  teni'an  frecuencias  mas  altas  que  la  asociada  con  la  vibraddn  simple  de  la  cuerda 
sin  nodos.  De  hecho,  se  encontro  que  las  altas  frecuencias  son  multiplos  integrales  de  la  frecuencia 
de  vibiacion  simple,  y Sauveur  llamd  armdnicos  a las  altas  frecuencias  y frecuencia  fundamental 
a La  frecuencia  de  una  vibraddn  simple.  Sauveur  tambidn  encontrd  que  una  cuerda  puede  vibrar 
sin  varios  de  sus  armdnicos  presentes  al  mismo  tiempo.  Ademàs,  observd  el  fendmeno  del  pulso 
cuando  dos  tubos  de  drgano  de  tonos  levemente  difeientes  se  hacen  sonar  juntos.  En  1700,  Sauveur 
calculo,  mediante  un  nfetodo  un  tanto  dudoso,  la  fiecuenda  de  una  cuerda  tensada  a partir  de  la 
comba  medidade  su  punto  medio. 

Sìr  Isaac  Newton  (1642-1727)  publico  en  1686  su  obra  monumental  PhUosophìae  Naturalis 
Prìncipia  Mathematica  (Prìncipìos  matemdticos  de  filosofia  naturaf),  que  describe  la  ley  de  la 
gravitacidn  universal,  asi  como  las  tres  leyes  del  movimiento  y otios  descubrimientos.  La  segunda 
ley  dd  movimiento  de  Newton  es  un  lugar  ooratìn  en  libros  sobre  vibradones  paia  derivar  las  ecua- 
dones  de  movimicnto  de  un  cuerpo  que  vibra.  Biook  Taylor  (1685-1731),  matematico  inglds,  hallo 
en  1713  la  soludon  tedrica  (dinamica)  del  problema  de  la  cueida  vibratoria,  y a su  vez  presentd  el 
femoso  teorema  de  Taylor  sobre  una  serie  infmita.  La  frecuenda  natuial  de  La  vibracidn  obtenida 
con  la  ecuacidn  de  movimiento  derivada  por  Taylor  concuerda  con  los  valores  experimentales  ob- 
seivados  por  Galileo  y Mersenne.  E1  procedimiento  adoptado  por  Taylor  fue  perfecdonado  con  la 
introducddn  de  derivadas  pardales  en  las  ecuaciones  de  movimiento  por  Danid  Bemoulli  (1700- 
1782),  Jean  D’Alembeit(  1717-1783)  y Leonaid  Eufer  (1707-1783). 

I^a  posibilidad  de  que  una  cuerda  vibre  con  varios  de  sus  armonicos  presentes  al  mismo  tiempo 
(si  el  desplazamiento  de  cualquier  punto  en  cualquier  ìnstante  es  igual  a la  suma  algebraica  de  los 
desplazamientos  de  cadaannonico)  se  compiobd  con  las  ecuadones  dinamicas  de  Daniel  Bemoulli 
en  sus  memorias,  publicadas  por  la  Academia  Berlinesaen  1755  [1.7].  Estacaiacferisticase  conoce 
como  d principio  de  la  coexistencia  de  pequenas  oscilaciones  lo  cual,  en  terminologi'a  actual,  es  el 
principio  de  superposfeidn.  Se  comprobd  que  este  principio  es  mas  valioso  en  d desanollo  de  la 
feon'a  de  vibiaciones  y condujo  a la  posibilidad  de  expresar  cualquier  funcidn  aibitraria  (es  decìr, 
cualquier  forma  inicial  de  la  cuerda)  utilizando  una  serie  infmita  db  senos  y cosenos.  Debido  a esta 
implicacion,  D’Afembeit  y Euler  dudaron  de  la  valìdez  de  este  prindpio.  Sin  embargo,  J.  B.  J. 
Fourier  (1768-1830)  en  su  obra Maiyticai  Theory  of  Heatc n 1 822  comprobò  la  validez de  este  tipo 
de  expansion. 

Joseph  Lagrange  (1736-1 8 13)  presentd  la  soludon  anali'tfea  de  la  cuerda  vibratoria  en  sus  me- 
morias  publicadas  por  la  AcademiadeTurih  en  1759.  En  su  estudio.Lagrange  supuso  que  la  cuerda 
se  componia  de  una  infinidad  de  paitfculas  de  masa  iddntica  equidistantes,  y establecid  la  existencia 
de  varias  frecuencias  independientes  iguales  a la  cantidad  de  partfculas  de  masa.  Cuando  se  per- 
milio  que  la  cantidad  de  parti'culas  fuera  infinita  se  encontrd  que  las  frccuencias  resultantes  eran 
las  mismas  que  las  frecuencias  armdnfeas  de  la  cuerda  tensa.  E1  metodo  de  establecer  la  ecuacidn 
diferencial  del  movimiento  de  una  cuerda  (llamada  ecuacidn  de  onda),  presentado  en  la  mayoria 
de  los  libros  actuales  sobre  teoria  de  la  vibraddn,  lo  desarrolld  por  primera  vez  D’ Alembert  en  sus 
memorias  publicadas  por  la  Academia  de  Berlfn  en  1750.  La  vibracidn  de  vigas  delgadas  apoyadas 
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y sujetas  de  diferentes  maner&s  fue  un  estudio  hecho  por  primera  vez  por  Euler  en  !744  y Daniel 
Bemoulli  en  1751.  Su  metodo  se  conoce  como  teorfa  de  vigas  delgadas  o de  Euler-Bemoulli. 

Qiarles  Coulomb  realizd  estudios  tunto  tedricos  corao  experimentales  en  J784sobre  las  oscila- 
dones  torsionales  de  un  cilindro  de  metal  suspendido  de  un  cable  (figuia  1.5).  A1  suponer  que  el  par 
de  torsidn  resistente  dd  alarabre  torcido  es  proporcional  al  àngulo  detorsion,  dedujo  la  ecuacion  de 
movimiento  paia  la  vibradon  torsionai  del  ciiindro  suspendido.  Ihtegrando  la  ecuacidn  de  mo- 
vimiento,  encontrd  que  el  periodo  de  osdlacidn  es  independiente  dd  àngulo  de  torsion. 

Hay  un  interesante  relato  en  cuanto  al  desairollo  de  la  teorfa  de  vibiacidn  de  placas  [1.8].  En 
1802,  el  cientffico  aieman  E.  F.  F.  Chladni  (1756-1824)  desarrollo  el  metodo  de  colocar  arena  so- 
bre  una  placa  vibiatoria  para  hallar  sus  formas  de  modo  y observd  la  belleza  y complejidad  de  los 
pationes  modales  de  las  placas  vibratorias.  En  1 809  la  Acaderaia  Franccsa  invitd  a Chladni  a que 
hiciera  una  demostiacion  de  estos  experimentos.  Napoledn  Bonapaite,  quien  asistid  a la  reunidn, 
se  impresiono  muchfsimo  y dono  3000  fiancos  a la  academia  paia  que  se  otorgaran  a la  primera 
peisona  que  elaboiara  una  teon'a  matematica  satisfactoria  de  la  vibraridn  de  placas.  Cerca  de  la  fecha 
Kmite  de  la  competenria,  en  octubre  de  1811 , solo  un  candidato,  Sophie  Germain,  habia  entiado  al 
concurso.  Fcro  Lagiange,  que  era  uno  de  los  jueces,  descubrid  un  enor  en  la  derivacion  de  su  ecua- 
ridn  diferenrial  de  movimiento.  La  academia  abrid  de  nuevo  la  competencia,  con  una  nueva  fecha 
Kmite  para  octubre  de  1813.  Sophie  Germain  entro  de  nuevo  al  concurso  y presentd  la  forraa  co- 
necta  de  la  ecuacidn  diferencial.  Sin  embargo,  la  academia  no  le  otorgd  el  piemio  porque  d juez 
deseaba  una  justificaridn  fisica  de  las  suposiciones  hechas  en  su  derivaridn.  La  competenria  se  àbrio 
una  vez  mas.  En  1815,  en  su  teicer  intcnto,  Sophie  Germain  obtuvo  por  fin  el  preraio  aun  cuando 
bs  jueces  no  se  sintieian  del  todo  satisfechos  con  su  teoria.  De  hecho,  mas  taide  se  encontid  que  la 
ecuaridn  diferenrial  era  correcta  pero  las  condiriones  Ifmiteeian  eirdneas.  En  1850,  G.  R.  Kiichhoff 
(1 824-1887)  dio  las  condiciones  li'mite  coirectas  parala  vibiaridn  delas  placas. 

Mentras  tanto,  d problema  de  vibracidn  de  una  membrana  flexìblc  rectangular,  lo  cual  es  ira- 
portante  para  entender  el  sonido  emitido  por  tambores,  fue  resudto  por  primeia  vez  por  Simeon 
Fbisson  (1781-1840).  La  vibracidn  de  una  membiana  circular  fue  estudiada  en  1862  por  R,  F.  A. 
Qebsch  (1833-1872).  Despuès  de  esto,  se  realizaron  estudios  de  vibrarion  en  varios  sistemas 


Flgura  1.5  Dispositivo de  Coulomb  para  pruebas  de  vibra- 
ddn  torsiorial.  (Reimpreso  con  permiso  de  S.P  Timoshenko, 
Hìstory  ofStrengtk  ofMateriats,  McCraw-Hìll  Book  Com- 
pany,  Inc.,  NuevaYork,  1953). 
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raecànicos  y estracturales  piàcticos.  En  1877  Lord  Baron  Rayldgh  publìcd  su  libro  sobie  la  teoria 
del  sonido  [1 .9],  obra  considerada  un  clàsìco  en  raateria  de  sonido  y vibradon  incluso  en  la  actua- 
lidad.  Notable  entre  las  muchas  contribuciones  de  Rayleigh  es  d metodo  de  encontiar  la  frecuencia 
de  vibiacidn  fundamental  de  un  sisteraa  conscrvador  al  aplicar  d principio  de  conservacidn  de  la 
energia,  ahora  conoddo  corao  mdtodo  de  Rayleigh.  Este  mdtodo  rcsultd  ser  una  tdcnica  util  para 
la  soluddn  de  probleraas  de  vibracion  diffciles.  Una  extensidn  del  mdtodo,  la  cual  puede  utilizarse 
paia  descubrir  multiples  frecuendas  naturales,  se  conoce  como  mdtodo  de  Rayldgh-Ritz. 


^,2.3  En  1902, Frahm in vestigd  la  impoitancia del estudio de la vibraddn toisional en el  disetk)  de  fle- 

chas  de  hòlice  de  buques  de  vapor.  H absorbedor  de  vibracidn  dinàmica,  d cuàl  implica  la  adicidn 
Contribuciones  de  un  sistema  de  resorte  y masa  secundario  para  eliiuinar  las  vibiaciones  de  un  sistema  prindpal, 
recientes  tambien  fue  propuesto  por  Fiahm  en  1909.  Entre  los  contribuyOTtes  modemos  a la  teorfa  de  vì- 

braciones,  los  nombres  de  Stodola,  De  Laval,  Timoshenko  y Mindlin  son  notables.  Aurd  Stodola 
<1859-1943)  contribuyd  al  estudio  de  vibradon  de  vigas,  placas  y membranas.  Desarrolld  un  md- 
todo  para  analizar  vigas  vibratorias  que  tambidn  es  aplicable  a aspas  de  turbina.  Dàndose  cuenta  de 
que  todos  los  propulsores  prindpales  producen  pioblemas  de  vibiacion,  C.  G.  P.  De  Laval  <1845- 
1913)  presento  una  solucidn  pràctica  al  pioblema  de  la  vibiacidn  de  un  disco  rotatorio  desbalan- 
ceado.  Despuds  de  observar  las  fallas  de  las  flechas  de  aceio  en  turbinas  de  alta  velocidad  utilizd 
una  cana  de  pescar  de  bambfi  como  flecha  para  montar  el  rotor.  Observtì  que  este  sistema  no  solo 
diminaba  la  vibiacidn  del  rotor  desbalanceado  stno  que  tambien  sobrevivi'a  a velocidades  hasta 
de  100000  rpm  [1.10]. 

Stepben  Timoshenko  <1878-1972),  al  considerar  los  efectos  de  la  deformacion  producida  por 
inercia  y cortante  rotatorios,  presentd  una  teoria  mejoiada  de  vibiacidn  de  vigas,  la  cual  se  conoce 
como  teoria  de  Timosheriko,  o de  vigas  gmesas.  R D.  Mindlin  presentd  una  teoria  parecida  para 
analizar  la  vibracidn  de  placas  gruesas,  incluidos  los  efectos  de  deformacidn  por  inercia  y cortante 
iotatorios. 

Se  sabe  desde  hace  mucho  tiempo  que  los  problemas  bàsicos  de  mecànica,  entre  ellos  los 
de  las  vibraciones,  son  no  lineales.  Aun  cuando  los  tratamientos  lineales  adoptados  son  bastante 
satisfactorios  en  la  mayoria  de  los  casos,  no  son  adecuados  en  todos.  En  sistemas  no  lineales  pueden 
ocurrir  fendmenos  que  son  tedricamente  imposibles  en  sistemas  linealcs.  La  teoria  matemàtica  de 
vibraciones  no  lineales  comenzo  a desanollarse  en  los  trabajos  de  Poìncard  y Lyapunov  a fincs 
del  siglo  xix.  Poincard  desarrolld  el  mdtodo  de  pertuibadtìn  en  1892  en  relacidn  con  la  solucidn 
aproximada  deproblemas  de  mecànicacelestial  no  lineales.  En  I892,Lyapunov  sento  los  dmientos 
de  la  teoria  de  estabilidad  modema,  1a  cual  es  aplicable  a todos  los  tipos  de  sistemas  dinàmicos. 
Despuds  de  1920,  los  estudios  emprendidos  por  Duffing  y van  der  Pol  piesentaron  las  primeras 
soluciones  definidas  a la  teoria  de  vibiaciones  no  lineales  y sefialaron  su  importancia  en  d campo 
de  la  ingenieria.  En  los  ultimos  40  anos,  autoies  como  Minorsky  y Stoker  se  han  esforzado  por 
icunir  en  monogiafìas  los  resultados  màs  imporiantes  en  relacidn  con  las  vibraciones  no  lineales. 
I-a  mayoria  de  las  aplicadones  pràcticas  de  la  vibracidn  no  lineal  implicaban  el  uso  de  algun  tipo 
de  mdtodo  de  teoria  de  la  pertuibaddn.  Nayfdi  investigd  los  metodos  modemos  de  la  teoria  de  la 
pertuibaddn  [I.ll]. 

En  divetsos  fendmenos  como  sismos,  vientos,  transporte  de  mercandas  sobre  vehiculos  de  rue- 
das  y d ruido  produddo  por  cohetes  y motores  de  reacddn,  se  presentan  caracteristicas  àleatorias.  Se 
hizo  necesario  idear  conceptos  y mdtodos  de  anàlisis  de  vibraddn  de  estos  efectos  deatorios.  Aunque 
en  1905  Einstdn  considerd  el  movimiento  browniano,  un  tipo  particular  de  vibraddn  aleatoria,  nin- 
guna  aplicaddn  se  investigd  sino  hasta  1930.  La  introducddn  de  la  funddn  de  corrdaddn  por  Taylor 
en  1920,  y la  densidad  espectral  por  Wienw  y Khinchin  a prindpios  de  la  decada  de  1930,  permi- 
tieron  d avance  de  esta  teoria.  Aiti'culos  de  Un  y Rice,  publìcados  entre  1943  y 1945,  allanaron  el 
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Flgura  1.6  IdealLzadòn  del  elemento  finito  de  lacarroceria  deun  autobds.  (Reimpresa  con  permiso  de  © 1974  Sodety 
cf  Àutomotive  Engineers,  lnc.). 


camino  paia  la  aplicaciòn  de  vibraciones  aleatorias  a problemas  pràcticos  de  ingenieria.  Las  mo- 
nografias  de  Crandall  y Mark,  asi  como  de  Robson,  sistematizaron  d oonodmiento  existente  de  la 
teorfade  vibraciones  aleatorias  [1.12, 1.13]. 

Hasta  hace  aproximadamente  40  anos,  los  estudios  de  vibracion,  incluso  los  que  tienen  que  ver 
con  sistemas  de  ingenierfa  complejos,  se  realizaron  utilizando  modelos  brutos,  con  sòlo  unos  cuantos 
grados  de  libertad.  Sin  embargo,  el  advenimìento  de  computadoras  dealta  veloddad  en  la  decada  de 
1950  hideron  posible  Iralar  sistemas  modeiadamente  complejos  y generar  soludones  aproximadas 
ai  forma  semidefinida,  con  metodos  de  soludòn  clàsicos  y la  evaluaciòn  numerica  de  dertos  ter- 
nrinos  que  pueden  expresarse  en  forma  cenada.  El  desanoilo  simultaneo  del  metodo  del  elemento 
finito  permitiò  a los  ingenieros  utilizar  computadoras  digitales  para  realizar  ei  anàiisis  de  vibradòn 
numdicamente  detallado  de  sistemas  mecànicos,  vehiculares  y estructurales  que  despliegan  miles 
de  grados  de  libertad  [1.14].  Aun  cuando  el  mòtodo  del  elemento  finito  no  fue  nombrado  asi  hasta 
hace  poco,  el  concepto  se  ha  utilizado  desde  hace  siglos.  For  ejemplo,  los  matemàticos  antiguos 
enoontraron  la  circunferenda  de  un  cfrculo  aproximàndolo  como  un  polfgono,  dande  cada  lado  de 
òste,  en  notaciòn  actual,  puede  llamarse  elemento  finìto.  E1  mòtodo  del  elemento  finito  tal  como  se 
le  conoce  en  la  actualidad  fue  presentado  por  Turner,  Clough,  Martin  y Topp  en  conexiòn  con  el 
anàlisis  de  estructuras  de  aviòn  [1.15].  La  figura  1.6  muestra  la  idealizaciòn  del  elemento  finito  de 
la  carroceria  de  un  autobtìs  [1.16]. 


3 importancia  del  estudio  de  la  vibracion 


La  mayoria  de  las  actividades  humanas  implican  vibiaciòn  en  una  u otra  forma.  Por  ejemplo,  ofmos 
porque  nuestros  tfmpanos  vibran  y vemos  porque  las  ondas  luminosas  vibran.  La  respiratiòn  esta 
asociada  con  la  vibratiòn  de  los  pulmones  y el  caminar  implica  el  movimiento  oscilatorio  (periòdico) 
de  piemas  y manos.  E1  habla  humana  requiere  ti  movimiento  osciiatorio  de  la  laringe  (y  la  lengua) 
[1.17].  Los  eruditos  antiguos  en  ti  campo  de  la  vibraciòn  concentraron  sus  esfuerzos  en  la  compren- 
àòn  de  los  fenòmenos  naturales  y d desarrollo  delas  teorias  matemàticas  paradescribir  la  vibraciòn 
de  sistemas  fisicos.  En  afios  recientes,  muchas  aplicaciones  de  la  vibraciòn  en  el  campo  de  la  inge- 
nierfa  han  motivado  a los  investigadores,  entre  tilas  ti  diseno  de  màquinas,  timientos,  estructuras, 
motores,  turbinas  y sistemas  de  control. 
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La  mayoria  de  los  propulsores  principales  experimentan  problemas  vibratorios  debido  ai  des- 
equilibrio  inherente  en  los  motores.  E1  desequilibrio  puede  deberse  àl  diseno  defectuoso  o a una 
tabricaciòn  deficiente.  E1  desequilibrio  en  motores  diesel,  por  ejemplo,  puede  prqvocar  ondas  te- 
irestres  suficientemente  poderosas  como  para  provocar  molestìas  en  areas  urbanas.  Las  ruedas  de 
algunas  locomotoras  pueden  alzarse  mas  de  un  centfmetro  de  la  vi'a  a altas  velocidades  debido  al 
desequibbrìo.  En  turbinas,  las  vibradones  provocan  fallas  mecanicas  espectaculaies.  Los  ingenie- 
ros  atìn  no  han  sido  capaces  de  evitar  las  fàllas  a consecuencia  de  las  vibraciones  de  aspas  y discos 
en  turbinas.  Naturalmente,  las  estructuras  disenadas  paia  soportar  maquinas  centrifugas  pesadas 
como  motores  y turbinas,  o maquinas  lecipiocantes  como  motores  de  vapor  y de  gasolina,  tambiòn 
se  ven  sometidas  a vibradòn.  En  todas  estas  situadones,  el  componente  de  la  estmctura  o maquina 
sometìdo  a vibradòn  puede  fàUar  debido  a fatiga  del  material  produdda  por  la  varìaciòn  dclica 
del  esfuerzo  inducido.  Ademas,  la  vibradòn  piovoca  un  desgaste  raas  ràpido  de  las  partes  de  la 
màquina  como  cojinetes  y engranes  e incluso  produce  mido  excesivo.  En  maquinas,  la  vibiaciòn 
puede  aflojar  los  sujetadores,  coma  las  tuercas.  En  piocesos  de  corte  de  metal,  la  vibracion  puede 
provocar  rcchinidos,  lo  cual  conduce  a un  acabado  deficiente  de  la  superficie. 

Siempre  que  la  frecuencia  naturàl  de  la  vibraciòn  de  una  màquina  o de  una  estructura  coincide 
con  la  frecuenda  de  la  exdtadòn  extema  se  presenta  un  fenòmeno  conocido  como  lesonancia,  el 
cual  conduce  a deflexiones  y fallas  excesivas.  La  literatuia  abunda  en  relatos  de  fellas  de  sistemas 
provocadas  por  resonanda  y vìbradòn  excesiva  de  los  componentes  y sìsteraas  fvea  la  figura  1 .7). 
Debido  a los  devastadores  efectos  que  las  vibraciones  pueden  tener  en  maquinas  y estructuras,  las 
pruebas  de  vibraciòn  [1.18]  se  volvieron  un  procedimiento  estandar  en  el  disdio  y desanollo  de  la 
mayoria  de  los  sistemas  de  ingenierià  (vea  la  figura  1.8). 

En  muchos  sistemas  de  ingenieria,  un  ser  humano  actua  como  una  parte  integral  del  siste- 
ma.  La  transmisiòn  de  vibraciones  a los  seres  humanos  provoca  molestias  y pddida  de  efidencia. 


Figura  1.7  El  puente  Tacoma  Narrows  durante  la  vibraciòn  induddapor  el  viento.  El  puente  se  inauguro 
el  1 de  julio  de  1940  y colapso  el  7 de  noviembre  del  mismo  ano.  (Potograffa  de  Farquharson,  de  1a  Histo- 
rical  Photography  Collection,  University  of  Washington  Libraries). 
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ttgwa  1.8  Prueba  de  vibraddn  del  transbordador  espadal  Ertterprise. 

(Cortesla  de  la  NASA). 

La  vibradòn  y ©1  ruido  generados  por  motores  molestan  a las  personas,  y en  ocasiones  producen  da- 
fios  a las  propiedades.  La  vibraciòn  de  los  tableros  de  instrumentos  puede  provocar  su  mal  funcio- 
naniiento o dificultad paraleer los  medidores  [1.19]. Por lo  tanto.uno  de ios propòsitos  importantes 
del  estudio  de  la  vibradòn  es  reducirla  mediante  el  diseno  apropiado  de  maquinas  y sus  montajes. 
En  este  sentido,  el  ingeniero  mecànìco  tiata  de  disenar  el  motor  o maquina  de  modo  que  se  reduzca 
d desequilibrio,  mientras  que  el  ingeniero  estmctural  trata  de  disenar  la  estmctura  de  soporte  de 
modo  que  el  efecto  del  desequilibrio  no  sea  danino  [1.20]. 

A pesar  de  los  efectos  perjudicìàies,  la  vibradòn  puede  utìlizarse  oon  provecho  en  varias  apli- 
caciones  industriales  y comerciales.  De  hecho,  las  aplicaciones  de  equipo  vibratorio  se  han  incre- 
mentado  considerablemente  en  ahos  recientes  [1.21].  Por  ejemplo,  la  vibraciòn  se  pone  a trabajar  en 
Iransportadoras  vibratorias,  tolvas,  tamices,  compactadoras,  lavadoras,  cepillos  de  dientes  elòctricos, 
taladros  de  dentista,  relojes  y unidades  de  masaje  electricas.  La  vibraciòn  tambien  se  utiliza  en  el 
hincado  de  pilotes,  pruebas  vibratorias  de  materiales,  proceso  de  acabado  vibratorio  y circuitos  elec- 
trònicos  para  fìltrar  las  frecuendas  indeseables  {vea  la  figura  1.9).  Se  ha  visto  que  la  vihradòn  mejora 
la  efidencia  de  dertos  procesos  de  maquinado,  fundidòn,  forja  y soldadura.  Se  emplea  parasimular 
àsmos  en  la  investigadòn  geològica  y tambidn  para  estudiar  d diseiio  de  reactores  nudeares. 


Figura  1.9  Proceso  de  acabado  vibratorio.  (Reimpreso  por  cortesta  de  Manufacturing  Engineers,  © 1964 
The  Tool  and  Manufacturing  Engineer). 
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1.4  | conceptos  bàsicos  de  la  vibraciòn 


vibraciòn 


CualquÌCT  raoviniiaito  que  se  repite  despuds  de  un  intervalo  de  tiempo  se  llaraa  vibraciòn  u osci- 
laciàn.  E1  vaivdn  de  un  pàidulo  y el  mo  vimiento  de  una  cuerda  pulsada  son  ejemplos  oomunes  de 
vibraddn.  La  teon'a  de  la  vibiacion  tiene  que  ver  con  d estudio  de  los  raoviraientos  oscilatorios 
de  los  cuerpos  y las  fuerzas  asociadas  con  ellos. 


Partes 
eiementales 
de  sistemas 
vibratorios 


Pbr  lo  comun  un  sistema  vibratorio  incluye  un  medio  para  alraacenar  energi'a  potendal  (resorte  o 
dastiddad),  un  medio  para  conservar  energia  cindtica  {masa  o inercia)  y un  raedio  por  el  cual  la 
energia  se  pierde  gradualmente  {amortiguador). 

La  vibracion  de  un  sistema  implica  la  transformaddn  de  su  energia  potencial  en  energi'a  cine- 
tica  y de  dsta  en  energfa  potencial,  de  manera  alteraa.  Si  el  sistema  se  amqrtigua,  una  parte  de  su 
energia  se  disipa  en  cada  cido  de  vibracidn  y se  le  debe  reemplazar  por  una  fuente  extema  para  que 
se  mantenga  un  estado  de  vibiacidn  estable. 

Como  un  ejemplo,  consideremos  la  vibradon  del  pdndulo  simple  que  se  muestra  en  La  figura 
1.10.  Soltemos  la  lenteja  de  masa  m despuds  de  desplazarla  un  angulo  8.  En  la  posidon  1 la  vdoci- 
dad  de  la  lenteja  y por  consiguiente  su  energia  dn^tica  es  cero.  Pero  tiene  una  energia  potencial  de 
magnitud  mgi(l  — cos  8)  con  respecto  a la  posicion  de  referenda  2.  Como  la  fuerza  de  la  gravedad 
mg  induce  un  par  de  torsion  mgi  sen  8 con  respecto  al  punto  O,  la  lenteja  coraienza  a osdlar  hacia 
la  izquierda  de  la  posicidn  1.  Esto  imparte  a la  lenteja  una  cierta  aceleracidn  angular  en  el  sentido 
de  las  manedllas  del  reloj  y en  el  raomento  en  que  llega  a la  posicidn  2 toda  su  energi'a  potendal  se 
convierte  en  energfa  cinetica  De  ahf  que  la  lenteja  no  se  detenga  en  la  posiddn  2 sino  que  continuara 
oscilando  a la  posicidn  3.  Sin  embargo,  al  pasar  por la  posidon  media 2,  unparde  torsion  en  sentido 
contiario  al  de  las  manedllas  del  reloj  debido  a la  gravedad  que  adua  en  la  lenteja  la  desacelera.  La 
veloddad  de  la  lenteja  se  reduce  a cero  en  la  posicidn  extrema  izquierda.  En  este  momento,  toda 
la  energr'a  dnetica  de  la  lenteja  se  convierte  en  energfa  potendal.  De  nueva  cuenta,  debido  al  par 
de  torsidn  produddo  por  la  gravedad,  la  lenteja  adquieie  veloddad  en  sentido  contrario  al  de  las 
raanecillas  dd  rdoj.  Por  consìguiente,  la  lenteja  comienza  a osdlar  de  regreso  con  una  velocidad  pro- 
gresivamente  creciente  y de  nuevo  pasa  por  la  posicidn  media.  Este  proceso  continua  repitìdndose, 
d pdndulo  tendra  movimiento  oscilatorio.  Sin  embargo,  en  la  practica,  la  magnitud  de  la  osdlacidn 
(8)  se  reduce  gradualmente  y por  fin  el  pèndulo  se  detiene  debido  a la  resistencia  {amortìguamiento) 
ofredda  por  d medio  circundante  {aire).  Esto  quiere  decir  que  una  parte  de  la  energia  se  disipa  en 
cada  ddo  de  vibiadon  debido  a la  accidn  de  amortìguamiento  del  aire. 


o 


Figura  1.10  Uh  pendulo  simple. 
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Cantidad 
de  grados  de 
libertad 


H nu'nimo  de  coordenadas  independientes  requerido  para  determinar  por  completo  todas  las  partes 
de  un  sistema  en  cualquier  instante  de  tiempo  define  la  cantìdad  de  grados  de  iibertad  del  sistc- 
ma.  E1  pdndulo  simple  que  se  muestra  en  la  figura  1.10,  asi'  como  cada  uno  de  los  sistemas  de 
la  figura  1.11,  representa  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad.  Por  ejemplo,  el  movimiento 
del  pdndulo  simple  (figura  1.10)  se  puede  formular  o en  funcidn  del  angulo  & o en  funcion  de  las 
coordenadas  cartesianas  x y y.  Si  se  utilizan  las  coordenadas  xyy  para  describir  el  movimiento, 
debe  reconocerse  que  estas  coordenadas  no  son  independientes.  Estan  reladonadas  entre  sf  me- 
dante  la  reladdn  x2  -i -y2  = I2,  donde  fes  la  longitud  constante  del  pdndulo.  Por  lo  tanto  cualquier 
ooordenada  puede  describir  d movimiento  dd  pdndulo.  En  este  caso  vemos  que  la  seleccidn  de  & 
como  coordenada  independientesera  mas  eonveniente  que  la  seleccion  de  xo  dey.  Paralacorrede- 
ia que  se mucstra en  la  figura  t.il(a)  puede  usarse  tanto  la coordenada angular  tìcomo  la coorde- 
nada  x para  describir  el  movimicnto.  En  la  figura  1 . 1 l(b)  se  puede  usar  ia  coordenada  lineal  x para 
especificar  d moviraiento.  Para  el  sistema  torsional  (bana  larga  con  un  pesado  disco  en  d extremo) 
qne se muestra en  la figura  t . tl(c), se puede  utìlizar la coordenada & para describir el  movimiento. 

Algunos  ejemplos  de  sistemas  de  dos  y tres  grados  de  libertad  se  muestran  en  la  figuras  1.12 
y 1.13, respectivamente.  La figura  I.I2(a)  muestra un  sistema  de dos  masas  y dos  resortes  descrito 
por  las  dos  coordenadas  lineales  X\  y x2.  La  figura  1.12(b)  indica  un  sistema  de  dos  rotores  cuyo 
movimiento  puede  especificarse  en  funcion  de  dv  y &2.  E1  movimiento  dd  sistema  que  se  muestra 
en  la  figura  1.12(c)  puede  describirse  por  completo  con  X o &,  o con  x,  y y X.  En  el  segundo  caso, 
xyy estan  restringidas  como x?  + y2  = f donde  t es  una constante. 

Ftìra  los  sistemas  que  se  muestran  en  ias  figuras  1 . 13(a)  y 1.13(c),  se  pueden  utìlizar  las  coor- 
denadas  x,(ì  = 1 , 2, 3)  y (t  = 1,2, 3),  respectìvamente,  para  describir  el  movimiento.  En  el  caso 
del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  1. 13(b),  &JÌ  = 1,2,3)  espedfica  las  posiciones  de  las  masas 


(a)  Mecanismo  de  tnanivela 
eorredizayresorte 


Flgufa  1.1 1 Sistemas  de  un  grado  de  llbertad. 


Flgura  1.12  Sistema  de  dos  grados  de  libertad. 
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Flgura  1.13  Sistema  de  tres  grados  de  libertad. 


nij  (Ì  = 1, 2, 3).  Un  mètodo  alterno  de  describir  este  àstema  es  en  funcidn  de  xt  y y,  (i  = 1 , 2, 3); 
pero  en  este  caso  se  tienen  que  considerar  las  restricciones  xf  + yj  = if  <i  = 1,2, 3). 

Las  coordenadas  necesarias  para  describir  el  movimiento  de  un  sistema  constituyen  un  con- 
junto  de  cQordenadas  generalhadas.  Èstas  se  suelen  indicar  como  q\,  <fc,...  y pueden  repiesentarse 
como  cooidenadas  cartesianas  y/o  no  cartesianas. 


sistemas 
discretos 
y continuos 


Por  medio  de  una  cantidad  finila  de  giados  de  libertad  se  puedb  describir  un  buen  ntìmero  de  sis- 
temas  piacticos,  como  los  sistemas  simples  quc  se  muestran  en  las  figuras  Ì.IO  a t.13.  Algunos 
sistemas,  sobro  todo  los  queimplican  miembros  dasticos  continuos,  tienen  unainfinitud  de  grados  de 
libertad.  Como  un  ejemplo  simple,  consideremos  la  viga  en  voladizo  de  la  figura  1.14.  Como  la 
viga  tiene  una  infinitud  de  puntos  de  masa,  necesitamos  una  infinitud  de  coordenadas  para  especi- 
ficar  su  configuracion  de  defiexiòn.  La  infinitud  de  coordenadas  define  la  curva  de  deflexiòn.  Asi 
entonces,  la  viga  en  voladizo  tiene  una  infinitud  de  grados  de  libertad.  La  mayoria  de  los  sistemas 
de  estiucturas  y maquinas  tienen  miembros  deformables  (elasticos)  y por  consiguiente  tienen  una 
infinitud  de  grados  de  libertad. 

Los  sistemas  con  una  cantidad  finita  degrados  de  libertad  seconoccn  oomo  sistemas  dìscretos 
o de  paràmetro  concentrado,  y los  que  cuentan  con  una  infinitud  de  grados  de  iibertad  se  conocen 
como  sistemas  continuos  o dstribuidos. 

La  mayor  parte  del  tiempo,  los  sistemas  continuos  se  repiesentan  de  forma  aproximada  como 
sistemas  discretos  y las  soluciones  se  obtienen  de  una  manera  simple.  Aun  cuando  el  tiatamiento  de 


Fìgura  1.14  Una  viga  en  voladizo  (sistema  de  una  infinitud 
de  grados  de  libertad). 
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un  sistema  oomo  oonlinuo  da  resultados  exactos,  el  metodo  anali'tico  disponible  para  ocuparse  de 
los  sistemas  continuos  se  limita  a una  escasa  seleccion  de  pioblemas  como  vigas  uniformes,  va- 
riables  esbeltas  y placas  delgadas.  De  ahf  que  la  mayoria  de  los  sistemas  practicos  se  estudian 
tratandolos  como  masas  concentradas  finitas,  resortes  y amoitiguadores.  For  lo  comun  se  obtienen 
lesultados  mas  precisos  aumentando  la  cantidad  de  masas,  resoites  y amortiguadores,  es  decir, 
aimentando  la  cantìdad  de  giados  de  libertad. 


1.5  ; Clasificaciòn  de  la  vibraciòn 


La  vibracidn  se  puede  dasificar  de  varias  maneras.  Algunas  de  las  clasificadones  impoitantes  son 
las  siguientes. 

1.5.1  Vibradon libre,  Si  se  deja que un sistema  vibre por sf  mismo despuds  de una perturbacidn  inicial, 

la  vibracion  resultante  se  conoce  como  vibracwn  Ubre.  Ninguna  fiieiza  extema  adua  en  d sistema. 

Vì braciòn  I i bre  La  oscilacion  de  un  pdndulo  simpie  es  un  ejempio  de  vibiacidn  libre. 

y forzada 

Vìbraciòn  forzada.  Sì  un  sistema  se  somete  a una  fueiza  extema  (a  menudo,  una  fiierza  repetitiva), 
la  vibracion  lesultante  se  conoce  como  xibraciòn  forzada.  La  osciladon  que  apareoe  en  maquinas 
como  motores  diesd  es  un  ejempio  de  vibiadon  forzada. 

Si  la  frecuenda  de  la  fiierza  extema  coincide  con  una  de  las  frecuencias  natuiales  del  sistema, 
ocurre  una  condicidn  conocida  como  resonancia,  y el  sistema  sufre  oscilaciones  peligrosamente 
grandes.  Las  fallas  de  estmcturas  corao  edificios,  puentes,  turbinas  y alas  de  avidn  se  han  asodado 
ala  ocurrenda  de  resonancia. 


vibraciòn  no 
amortiguada 
y amortiguada 


Sinose  pierde  o dlsipa  energfa  por  friccidn  u otra  resistenda  durante  la  oscilacidn,  la  vibracidn  se 
oonoce  como  vibraciòn  no  amottiguada.  Sin  embargo,  si  se  pierde  energfa  se  llama  vibraciòn 
amortiguada.  En  muchos  sistemas  fTsicos,  la  cantidad  deamortiguamiento  es  tan  pequenaquepue- 
de  ser  ignoiada  en  la  mayoria  de  las  aplicadones  de  ingenieria.  Sin  embargo,  la  consideraddn  del 
amortiguamiento  se  vuelve  extremadamente  importante  al  analizar  sistemas  vibratorios  prdximos 
ala  resonancia. 


vibraciòn 
lineal 
y no  lineal 


S todos  las  componentes  basìcos  de  un  sistema  vibratorio,  el  resoite,  la  masa  y el  amortiguador,  se 
comportan  lìnealmente,  la  vibracidn  resultante  se  conooe  como  vibradòn  Uneai.  Pero  si  cualquiera 
de  los  componentes  bàsicos  se  compoita  de  manerano  lineal,  lavibracìon  se  conoce  como  xibra- 
dòn  no  iineai.  Las  ecuadones  diferendales  que  rigen  el  compoitamiento  de  sistemas  vibratorios 
Kneales  o no  lineales  son  asiraismo  lineales  o no  lìneales,  respectivamente.  Sì  la  vibradon  es  lineal 
d piindpio  de  superposidon  es  vàlido  y las  tecnicas  matematicas  de  analisis  estàn  bien  desanolla- 
dbs.  Para  vibiacidn  no  lineal,  el  principio  de  superposìcidn  no  es  vàlido  y las  tecnicas  de  anàlisis 
son  menos  conocidas.  Como  los  sistemas  vLbratorios  tienden  a compoitaise  no  linealmente  con 
amplitud  de  osdladdn  creciente,  es  deseable  un  conocimiento  de  la  vibradon  no  lineal  cuando  se 
Irate  con  sistemas  vibratorios. 


vibraciòn 
deterministica 
y aleatoria 


Si  d valor  o magnitud  de  la  excitacion  (fuerza  o mo  vimiento)  que  actua  eu  un  sistema  vibiatorio  se 
conoce  en  cualquier  tiempo  dado,  la  exdtaddn  se  llama  deterministka.  La  vibiacion  resultante 
se  conoce  como  xibraciòn  deterministica. 

En  algunos  casos  la  excitadon  es  no  determintstka  o aieatoria;  d valor  de  la  exdtaddn  en  un 
momento  dado  no  se  puede  pronosticar.  En  estos  casos,  una  recopiladdn  de  registros  de  la  exdta- 
cidn  puede  presentar  derta  regularidad  estadfstica.  Es  posible  estimar  promedios  como  los  valores 
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Fuerza 


Fuerza, 


lAAAAi  -VWA 


(a)  Excitacidn  determinfetica  (periòdica) 
Figura  1.15  Eicdtadones  determinfstica  y aleatoria. 


(b)  Exdmdtìn  aleatoria 


medios  o medios  al  cuadrado  de  la  excìtacion.  Ejemplos  de  excitadones  aleatorias  son  la  velocidad 
del  viento,  la  aspereza  del  camino  y d movimiento  de  tierra  duiante  sismos.  Si  la  exdtadtìn  es 
aleatoria,  la  vibracitìn  resultante  se  llaraa  vìbraciòn  akatoria.  En  este  caso  la  respuesta  vibiatoria 
del  sistema  tambidn  es  aleatoria;  se  puede  describir  stìlo  en  fundtìn  de  cantidades  estacKslicas.  La 
figura  1.15  muestra  ejemplos  de  excilaciones  deterministicas  y aleatorias. 


1.6  Procedimiento  del  anàlisls  de  la  vibraclòn 


Un  sistema  vibratorio  es  dinamico  si  variàbles  comq  las  excitaciones  (entradas)  y respuestas  (sali- 
das)  dependen  dd  tiempo.  La  respuesta  de  un  sistema  vibiatorio  suele  dependertanto  delas  condi- 
dones  iniciales  comq  de  las  excitaciones  extemas.  La  mayoria  de  los  sistemas  vibratorios  pràcticos 
son  muy  complejos,  y es  imposible  consideiar  todos  los  detalles  para  un  analisis  matematico.  En  el 
anàlisis  stìlo  se  consideran  los  detalles  màs  importantes  para  predecir  d comportamiento  del  sìste- 
ma  en  condidones  de  entrada  especfficas.  A menudo  se  puede  determinar  el  compoitamiento  total 
del  sistema  por  medio  de  un  modelo  simple  del  sistema  fìsioo  complejo.  Por  lo  que  d anàlisis  de  un 
sLstema  vibiatorio  suele  implicar  d modelado  matemàtico,  laderivacitìn  de  las  ecuaciones  rectoras, 
la  solucion  de  las  ecuaciones  y la  interpretacitìn  de  los  resultados. 

Paso  1:  Modelado  matemàtico.  E1  pioposito  del  moddado  materaàtico  es  representar  todos  los 
detalles  importantes  del  sistema  con  d objeto  de  derivar  las  ecuadones  matematicas  (o  anali'ticas) 
que  rigen  el  compoitamiento  dd  sistema.  E1  modelo  matemàtico  puede  ser  lineal  o no  lineal,  se- 
gun  el  comportamiento  de  los  componentes  del  sistema.  Los  moddos  lineales  permiten  soluciones 
làpidas  y son  sencillos  de  manejar,  sin  embaigo,  los  moddos  no  lineales  a veces  revelan  ciertas 
caiacteristicas  del  sistema  que  no  puedoi  ser  pronostìcadas  siguiendo  modelos  lineales.  Por  lo 
tanto  se  requiere  un  gmn  criterio  de  ingenieria  para  producir  un  moddo  matemàtìco  adecuado  de 
un  sistcma  vibiatoiio. 

A veces  el  modelo  matemàtico  se  mejora  giadualmente  paia  obtener  resultados  màs  precisos. 
En  este  mtìtodo  primeio  se  utìliza  un  modelo  muy  rustìco  o elemental  paia  tener  una  idea  dd  com- 
portamiento  total  del  sistema.  Luego  se  refina  el  modelo  oon  la  inclusion  de  màs  componentes  o 
detalles,  de  modo  que  se  pueda  observar  màs  de  ceica  d comportamiento  del  sistema.  Para  ilustrar 
el  piocedimiento  de  refinamiento  utilizado  cn  el  modelado  matemàtìco,  consideremos  el  martìllo 
de  forja  de  la  figura  1.16{a).  Se  compone  de  un  raarco,  un  peso  que  cae,  conocido  como  mazo,  un 
yunque  y un  bloque  de  cimentacitìn.  H yunque  es  un  bloque  de  acero  macizo  sobre  el  cual  se  foija 
d material  a la  forraa  deseada  por  medio  de  los  repetìdos  golpes  del  mazo.  Por  lo  oomun  el  yunque 
se  monta  sobre  una  almohadilla  elàstìca  paia  reducir  la  transmisitìn  de  la  vibracitìn  àl  bloque  de 
cimentacitìn  y raaroo  [1.22].  Para  una  primeia  aproxìmacitìn,  el  maico,  d yunque,  la  almohadi- 
lla  elàstìca,  el  bloque  de  cimentacitìn  y el  sudo,  se  modelan  como  un  sistema  de  un  solo  grado 
de  libertad  como  se  muestra  en  la  figura  i,16(b).  Para  una  aproximadtìn  refinada,  los  pesos  del 
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inarco,  yunque  y bloque  de  cimentadòn  se  representan  por  separado  con  un  mqdelo  de  dos  gmdos 
de  libertad,  como  se  muestia  en  la  figura  1 . 1 6(c).  E1  modelo  se  puede  refinar  aun  mas  considerando 
los  impactos  excdntrioos  del  mazo,  los  cuales  hacen  que  cada  una  de  las  masas  que  se  presentan  en 
la  figura  I.16(c)  asuman  moviraientos  tanto  verticales  corao  de baraboleo  (rotaciones)  en  el  plano 
del  papel. 


Mazo 


Maico 


Yunque 

Almohadilla  dàstica 

Bloque  de  cimcntacitìn 

Suclo 


Maao 


i 

t 


(c) 

Figura  1*16  Modelado  de  un  martillo  de  forja. 


1.6  Procedimiento  del  anilisis  de  Ea  vibraciòn 


19 


Ejemplo  1.1 


Paso  2:  Deiivaciòn  de  las  ecuaciones  reetoras,  Una  vez  que  el  moddo  matematico  esta  dispo- 
nìble,  utilizamos  el  principio  de  dinamica  y obtenemos  las  ecuadones  que  describen  la  vibiacion 
del  sistema.  Las  ecuaciones  de  movimiento  se  pueden  derivar  de  una  forma  adecuada  trazando 
los  diagramas  de  cuerpo  libre  de  todas  las  masas  que  intervìenen.  El  diagrama  de  cuerpo  libre  de 
una  masa  se  obtiene  aislandola  e indicando  todas  las  fuerzas  extemamente  aplicadas,  las  fuerzas 
reactivas  y las  fuerzas  de  ineicia.  Las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  vibratorio  suelen 
ser  un  conjunto  de  ecuadones  diferenciales  comunes  para  un  sistema  dìscreto  y de  ecuaciones  dì- 
feiendales  pardales  para  un  sistema  continuo.  Las  ecuaciones  pueden  ser  lineales  o no  lineales 
segun  d comporianiienta  delos  componentes  del  sistema.  Por  lo  comun  seutilizan  varios  mdtodos 
paia  derivar  las  ecuaciones  rectoras.  Ebtre  ellos  estan  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton,  el 
principio  de  D'Alembert  y d principio  deconseivadòn  de  la  energfa. 

Paso  3;  Soluddu  de  las  ecuarfones  rerforas,  Las  ecuaciones  de  movimiento  deben  tesolverse 
paia  ballar  la  lespuesta  dd  sistema  vibratorio.  Dependiendo  de  la  naturaleza  del  pioblcma,  po- 
demos  utilizar  una  de  las  siguientes  tecnicas  para  determinar  la  solucitìn:  metodos  estandar  de 
solucidn  de  ecuadones  difeiendales,  mdodos  de  transtermada  de  Laplace,  metodos  matriciales1  y 
mdodos  numdricos.  Si  las  ecuaciones  rectoras  son  no  lineales,  iara  vez  pueden  resolveise  en  for- 
ma  ceirada.  Ademas,  la  solucion  de  ecuaciones  difeiendales  parciales  es  mucho  mas  complicada 
que  la  de  ecuacianes  diferendales  ordinarias.  Se  pueden  utilizar  mrfodos  numdricos  que  implican 
computadoras  para  resolver  las  ecuaciones.  Sin  embargo,  es  difTcil  sacar  condusiones  generales 
sobre  el  comportamiento  del  sistema  con  resultados  obtenidos  con  computadora. 

Paso  4:  InterpretacWn  de  los  resultados.  La  soluciòn  de  las  ecuaciones  rectoras  proporciona  los 
desplazamientos,  velocidades  y acderacioncs  de  las  diversas  masas  del  sistema.  Estos  resultados  de- 
ben  inteipretarse  con  una  ciara  vìsidn  dd  objetivo  dd  anàlisis  y de  las  posìbles  implicadoncs 
de  diseno  de  los  resultados. 


Modelo  matemàtico  de  una  motocicleta 


La  figuia  U7(a)  una  motocideta  con  un  motocicli$ta.  Desarrolle  una  secuencia  de  tre$  moddoa  mate- 

màticos  del  sistema  para  ioveatìgar  la  vibiacidn  la  direccidn  vertìcal.  Considere  la  elastìcidad  de  las  llantas 
y el  amortìguamiento  de  los  amortìguadores  (en  direocidn  vertìcal),  las  masas  de  las  ruedas  y la  elasticidad, 
amortìguamiento  y masa  del  motociclista. 

Soluciòn ; Game  nzamoà  con  el  modelo  mas  simple  y lo  refinamos  gradualmente.  Cuando  $e  utìlizan  los  valo- 
res  equivaJentes  de  la  masa,  rigidez  y amortìguamiento  del  sistema,  obtenemos  un  modelo  de  un  solo  giado  de 
libertad  de  la  motoeicleta  con  un  motociclista  como  se  indica  en  la  figma  1 . 17(b).  En  este  modelo,  la  rigidez 
equivalente  (k^)  incluye  la  rigidez  de  las  Uantas,  amortìguadores  y motociclista,  La  constante  de  amortì- 
guamiento  equivalente  (c^  incluye  el  amortìguamieuto  de  los  amoitìguadores  y el  motociclista.  La  masa 
equivalente  incluye  las  masas  de  las  ruedas,  el  cuerpo  del  vehfculo  y al  motodclista.  Este  modelo  $e  puede 
refinar  represeutando  las  masas  de  las  ruedas,  la  elastìcidad  de  las  llantas  y La  elastìcidad  y amortiguamiento 
de  los  amortìguadoies  por  sepaiado , como  se  muestr  a en  la  figum  1 . 1 7(c).  En  este  modelo , la  masa  del  cnerpo  del 
vehfculo  (mv)  y la  masa  del  motociclista  (mr)  se  muestmn  como  una  sola  masa  mv  + mr.  Cuando  se  consideia 
la  elastìcidad  (como  constante  de  resorte  kr)  y el  amortìguamiento  (como  constante  de  amortiguamiento  cr)  del 
motociclista,  $e  obtìene  el  modelo  iefinado  que  se  muestia  en  la  figura  1 . 17(d). 


1 Las  defìnidfìtics  y operaciones  b&ioas  de  1a  tcoria  do  matriccs  pucde  cnoontiarlas  cn  los  apÈndiccs  dc  cstc  libro,  cn  d 
sUiowcbn 
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Observe  que  los  modelos  de  las  figuras  1. 17(b)  a (d)  no  son  unicos.  Por  ejetnplo,  si  se  combinan  las  cons- 
tantes  de  resorte  de  ambas  Uantas,  las  masas  de  las  dos  ruedas  y las  constantes  de  resorte  y amortiguamiento 
de  Los  dos  amortiguadores  como  cantidades  unicas,  se  obtiene  el  modelo  qne  se  muestra  en  la  fignm  1 . 17(e) 
m lugai  del  de  la  figuia  1 . 1 7(c). 


(d)  (e) 


Figura  1.17  Motodcleta  con  motociclisfci,  locual  comprende  un  sistema 
fisico  y un  modelo  matemàtico. 
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Elementos  de  resorte 


IJn  nesorte  es  un  tipo  de  eslabon  mecanico,  el  cual  en  la  mayorfa  de  las  aplicacione-s  se  supone  que 
tiene  masay  amqrtiguamiento  insignificantes.  E1  tipo  de  resorte  mas  comun  es  el  resortehelicoidal 
utilizado  en  lapiceros  y plumas  retractilcs,  engrapadoras  y suspensiones  de  camiones  de  carga  y 
otxos  vehfculos.  Se  pueden  identificar  varios  otros  tipos  en  aplicadones  de  ingenieria.  De  hechq, 
cualquier  cuerpo  o miembro  deformable,  càble,  barra,  viga,  flecha  o placa,  puede  considerarse 
como  un  resorte.  Un  resorte  se  sude  representar  como  se  muestra  en  la  figura  1.1 8(a).  Si  la  lon- 
gitud  del  resorte,  sin  que  acttìc  ninguna  fuerza,  se  indica  con  /,  cuando  se  aplica  una  fuerza  axial 
cambia  la  longitud.  Por  ejemplo,  cuando  se  aplica  una  fuerza  db  tension  Fen  su  extremo  libre  2, 
el  resorte  experimenta  un  àlargamiento  x como  se  muestra  en  la  figura  1.18(b),  mienlras  que  una 
fuerza  de  compresion  F aplicada  en  d extremo  libre  2 reduce  la  longitud  x como  se  muestra  en  la 
figura  1.1 8(c). 

Se  dice  que  un  resorte  es  lineal  si  el  alargamiento  o acortamiento  de  longitud  xesta  relacionado 
con  la  fuerza  aplicada  como 


F = kx  (U) 

donde  k es  una  constante,  conodda  como  la  comtante  de  resorte,  rigidez  de  resorte  o tasa  de 
resorte.  La  constante  de  resorte  Asiempre  es  positiva  e indica  la  fuerza  (positiva  o negativa)  reque- 
rida  para  producir  una  deflexidn  unitaria  (alargamiento  o reduccìon  de  la  longitud)  en  el  resorte. 
Cuando  cl  resorte  se  alarga  (o  comprime)  con  una  fucrza  de  tensidn  (o  compresidn),  de  acuerdo 
con  la  tercera  ley  del  movimiento  de  Newton,  se  desarrolla  una  fuerza  de  restauracidn  de  magnitud 
- F (o  + F)  opuesta  a la  fuerza  aplicada.  Esta  fuerza  de  restauracidn  trata  de  regresar  el  resorte 
alargado  (o  comprimido)  a su  longitud  original  no  alargada  o libre  como  se  muestra  en  la  figura 
1.1 8(b)  (o  1 . 18(c)).  Si  trazamos  la  gràfica  entre  F y x, el  resultado  es  una  Ifnea  recta  de  acuerdo  con 
la  ecuacion  (1.1).  E1  trahajo  realizado  (U)  al  deformar  un  resorte  se  almacena  como  deformacidn  o 
energfa  potencial  en  el  resorte,  y esta  dado  por 


(1.2) 


(a) 


2' 


'f 

+F 

(b)  (c)  Figura  1.18  Deformaciòn  de  un  resorte. 
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Resortes  no 
iìneales 


La  mayorfa  de-  los  resortes  que  se  utilizan  en  sistemas  pràctìcos  presentan  una  reiacion  fuerza- 
deflexidn  no  lineal,  en  particular  cuando  las  deflexiones  son  grandes.  Si  un  resorte  no  lineal  ex- 
perimenta  deflesiones  pequenas  puede  ser  reemplazado  por  un  resorte  lineal  con  el  procedimiento 
cxplicado  en  la  seccidn  1.7.2.  En  d analisis  de  vibracidn,  oomunmente  se  utilizan  resortes  no  linea- 
les  cuyas  relaciones  de  fuerza-deflexidn  estan  dadas  por 

F — ax  + bx \ a > 0 (1.3) 

En  la  ecuacidn  <1.3),  a indica  la  constante  asociada  con  La  parte  lineal  y b indica  la  constante  aso- 
dada  con  la  de  no  linealidad  <ctìbica).  Se  dice  que  el  resorte  es  duro  si  b > 0,  lineal  si  b = 0,  y 
suave  si  b < 0.  En  la  flgura  1.19  se  muestran  las  relaciones  de  fuerza-ddlexidn  conespondientes  a 
wios  valoies  de  b. 


Fueraa  (J7) 


*2 


v / y / V v y / y / s/  v 

hcsH 

(a) 
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Algunos  sistemas,  con  dos  o mas  resortes,  pueden  piesentar  una  reladon  fuerza-desplazamiento 
no  lineal  aunque  los  resortes  individuales  sean  lineales.  Algunos  ejemplos  de  dichos  sistemas  se 
muestran  en  las  figuras  1 .20  y 1 .2 1 . En  Ja figura  i .20{a), el  peso  {o  fiierza)  W se  desplaza  libremente  a 
travds  de  bs  espacios  libres  cty  c2del  sistema.  Una  vez  que  d peso  se  pone  en  contacto  con  un  resor- 
te  particular  despuds  de  pasar  por  el  espacio  libre  conespondiente,  la  fiierza  de  resorte  se  incrementa 
en  proporcidn  a la  constante  dd  resorte  particular  {vea  la  figura  1.20{b)).  Se  puede  ver  que  la  relacidn 
iesultante  de  fiierza-desplazamiento,  aunque  es  lineal  partepor  parte,  indica  una  relacidn  no  lineal. 

En  la  figura  i.21{a),  los  dos  resortes,  rigideces  Jfc|  y k2,  tienen  difeentes  longitudes.  Observe 
que,  por  sencillez,  d resorte  con  rigidez  kx  se  muestra  en  la  forma  de  dos  resortes  paialdos,  cada  uno 
con  una  rigidez de k\tl.  Los  moddos  de  sistemas  de  resortes  de este  tipo  se pueden  utilizar  en  el  ana- 
lisis  de  vibradon  de  paquetes  y suspensiones  que  se  utilizan  en  los  trenes  de  atenizaje  de  aviones. 

Cuando  el  resorte  kt  se  deforma  en  una  cantidad  x = c,  el  segundo  resorte  entra  en  accion  y 
proporciona  rigidez  adicional  ft2al  sistema.  Larelacidn  fiierza-desplazamiento  no  lineal  se  muestra 
en  lafigura  1.21(b). 


P Barra  rtgida 

siii  peso  Fuerza  de  resorte  (J) 


r 


i 


2 


* i 
2 


^777777777^7777777777777777777777777? 

x = 0 coirespo  nde  a la  posicidii 
de  la  barra  sin  f ue  rza 

(a) 


Figura  1.21  Reladòn  fuerza-desplazamiento  de  un  resorte  no  lineal. 


Linealizaciòn 
de  un  resorte 
no  lineal 


Los  resortes  reales  son  no  lineales  y obedecen  la  ecuacidn  (1.1)  sdlo  hasta  detemoinada  deforma- 
cidn.  Mas  alla  de  un  derto  valor  de deformaddn  {despuds  del  punto  A en  la  figura  1 .22), el  esfiierzo 
excede  d punto  cedente  o de  deformaddn  del  material  y La  relacidn  entre  fuerza  y deformacidn  se 
hace  no  lineal  [1.23, 1.24].  En  muchas  aplicaciones  practicas  suponemos  que  las  deflexiones  son 
pequefias  y utilizamos  la  ielacidn  lineal  de  la  ecuacidn  (1.1).  Inclusive,  à la  relacidn  de  fuerza- 
deflexidn  de  un  resorte  es  no  lineal,  como  se  muestra  en  la  figura  1.23,  a menudo  la  aproximamos 
como  lineal  por  medio  de  un  proceso  de  linealizadon  [1.24, 1.25].  Ffira  ilustrar  el  proceso  de  li- 
nealizacidn,  sea  F la  carga  estàtica  que  actfia  en  el  resorte  y que  provoca  una  deflexidn  de  x*.  Si  se 
agiega  una  fuerza  incrcmental  AF  a F,  el  rcsorte  se  deforma  en  una  cantidad  adicional  Ax.  La  nueva 
fuerza  de  resorte  F + ÀF  se  expresa  mediante  la  expansidn  de  la  serie  de  Taylor  oon  respecto  a la 
posicidn  de  equilihrio  estatico  x*  como 


F + AF  = F(x*  + Ajf) 


(Ajc)  + 


1 d2F 


2!  dx 2 


(Ax)2  + 


(1.4) 
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Esfueizo 


*2 


o — w — « 

X = Xi~X2 


Flgura  1*32  Lfmite  de  no  linealidad  mas  allà  del  Ifmife  de  propordonalidad. 


Fuerzafi7) 


Figura  1*23  Proceso  de  linealLzadòn. 


Para  valones  pequenos  de  Ax>  las  derivadas  de  mayor  orden  se  ignoran  para  obtener 


F + ÀF  = F(x*)  + 


(A*) 


Dado  que  F = F(x*),  podemos  expresar  ÀFcomo 

AF  = kAx 

donde  ites  la  constante  de  resorte  linealizado  en  x*  dada  por 


(1.5) 


0.6) 


(t.7) 


Podemos  ulilizar  la  ecuaciòn  (t.6)  por  simplicidad,  pero  en  ocasiones  el  error  implìcado  en  la 
aproximaciòn  puedeser  muy  grande. 
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Ejemplo  1.2 


Constante  de 
resorte  de 
elementos 
elàstlcos 


Ejemplo  1.3 


constante  de  resorte  llnealizado  equlvalente 

A una  fresadora  que  pesa  1000  lb  la  soporta  nn  apoyo  de  montaje  de  candio.  La  reladdn  fuerza-deflexitìn  del 
apoyo  de  montaje  de  caucho  està  dada  por 

F = 2000jc  + 200 jc'  (E.l) 

donde  la  fuerza  (F)y  la  deflexìdn  (jc)estàn  medidas  en  libias  y pulgadas,  respectivamente.  Determine  la  cons- 
tante  de  resoite  linealizado  equi  valente  del  apoyo  de  montaje  de  caucbo  en  su  posicidn  de  equitibrio  estatico. 


Soluciò  n ; La  posicidn  de  equitibrio  estdtico  del  apoyo  de  montaje  de  caucho  (**),  bajo  el  peso  de  la  fresadora, 
se  determina  poi  la  ecuacidn  (E.  1): 

1000  = 2000**  + ÌOO^jt*)3 


o bien 


2QO(x*'p  + 2000**  - 1000  = 0 


<E.2) 


Las  mfces  de  la  ecnadtìn  cubica  (Bj2)  se  pueden  hallar  (poi  ejemplo,  utilizando  las  iafces  de  funddn  en 
MATLAB)  como 

jc*  =0.4884,  -0.2442  + 3.1904/  y -0.2442  - 3.1904/ 


La  rafz  de  la  ecuaddn  (E.2)  jc*  = 0.4884  pulg  piopoidona  la  posiddn  de  equitibiio  estatico  del  apoyo  de 
montaje  de  caucho.  La  CQnstante  de  iesorte  lineal  equivalente  dd  apoyo  de  montaje  de  caucbo  en  su  posiddn 
de  equilibrio  estàtico  se  determina  apticando  la  ecuacidn  (1.7): 


^ dx 


= 2000  + 600 = 2000  + 600(Q4gS42)  = 2143.1207  Ih/pulg. 


Nofa:  La  con&tante  de  iesorte  lineal  equivalente,  = 2143.1207  1b/pu1ga  piedice  la  deflexidu  e$tàtiea  de  la 
fxesadom  como 


x 


F_  = 1000 

~ 2143.1207 


— 0.4666  pulg. 


lo  cual  e$  algo  difeiente  del  valoi  veidadero  de  0.4884  pulg,  E1  erroi  se  debe  al  tnmcamiento  de  las  derivadas 
de  mayoi  oiden  en  la  ecuaddn  (1.4). 


Como  ya  antes  se  expiestì,  cualquier  miembro  (o  elemento)  elàstioo  o deformable  puede  consi- 
deiarse  como  un  resorte.  Las  constantes  de  resortes  equivalentes  de  miembros  elàsticos  simples 
como  varillas,  vigas  y flechas  huecas  se  encuentian  en  la  parte  intema  de  la  portada  dd  libro.  EI 
procedimiento  de  deteiminar  la  oonstante  de  resoite  equivalente  de  miembros  elàsticos  se  ilustra 
con  los  siguientes  ejemplos. 


constante  de  resorte  de  una  varllla 


Eucuentre  la  constaute  de  resorte  equ  i valente  de  una  varilla  uuifomie  de  lougitud  àrea  de  seccidn  transversal 
A y mòdulo  de  Young  E sujeto  a una  fuerza  de  tensiòn  (o  compresidu)  axial  F como  se  muestia  eu  la  figma 
1.24(a). 
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Ejemplo  1.4 


r~~!  — ► F 

i *HH 

<a) 


.OCGCOGOCOOOGGCO/ 

AE 

(b) 


k = 


Figtira  1*24  Còns tante  de  resorte  de  una  varilla. 


Soluciòn:  E1  alargainiento  (o  acortaitiiemo)  S de  la  varilla  sometida  a nna  fuerza  de  tensidn  (o  compresidn) 
axial  Fpuede  expresarse  como 


S=S-l  = el  = ?.,  = IL 

l E AE 


(E.l) 


cambio  delongitud  5 jUerza  F 

tbnde  e = ; — - — ~ — — = ~ es  la  deformaoidn  unitaria  y cr  = = — es  el  esfuerzo  indncido 

hngitud  ongmal  l drea  A 

en  la  varilla,  Siguiendo  la  definicitìn  de  la  constante  de  iesorte  k , a partii  de  la  ecuacitìn  (E.  1)  obtenemos; 


fuerza  aplicada  _ F _ AE 
defiextòn  resuhante  S i 


(E.2) 


la  importancia  de  la  constante  de  iesorte  equivalente  de  la  varilla  se  muestia  en  la  figuia  1 ,24{b). 


constante  de  resorte  de  una  viga  en  voladizo 


Encuentie  la  constante  de  resoite  equivalente  de  una  viga  en  voladizo  sometida  a una  carga  concentiada  F en 
su  extremo  como  se  muestra  en  la  figura  1 .25{a). 


Soluciòn;  Suponemos,  por  simplicidad,  que  el  peso  (o  masa)  de  la  viga  es  insignifìcante  y que  la  carga  con- 
oentiada  F se  debe  al  peso  de  la  masa  puntual  {W  = Por  la  iesistencia  de  materiales  [1.26]  sabemos  que 
la  deflexitìn  del  extremo  de  la  viga  debido  auna  cnrga  concentrada  F = IVestì  dada  por 


5 — r — “ 
3£/ 


(E.l) 


(fcnde  E es  d mddulo  de  Young  e /es  el  momento  de  inercia de  la  seccidn  transversal  de  la  viga  con  respecto 
àl  eje  de  flexidn  o z (es  decdr,  el  eje  perpendicular  a la  pdgina).  Pt»r  eonsiguiente,  la  constante  de  resorte  de  la 
viga  es  (figma  1 ,25(b)): 


W_  _ 3E/ 
5 ” p 


(E-2) 
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(a)  Viga  en  voladiaw  con  una  fuena  aplicada  en  el  eattiemq  {b)  Resone  equivalente 

Figura  I*2S  Constante  de  resorte  de  una  vi^  en  voladko. 


Notas: 


1*  E&  posible  que  una  viga  en  voladizo  $e  someta  a cargas  concentmdas  en  do$  direo:ione$  en  $u  extremo, 
una  en  la  diieccitìn  y (Fy\  y la  otra  en  la  direccion  z (Fz\  como  se  muestra  en  la  figuia  1 .2tì(a).  Cuando  $e 
aplica  la  caiga  a lo  laigo  de  la  diieccitìny,  la  viga  se  flexiona  con  iespecto  al  eje  z {figma  1.2tì(b»  y poi 
consiguiente  la  constante  de  resorte  equivalente  seri  igual  a 


(c) 


Figura  1*26  Constantes  de  resorte  de  una  viga  en  dos 
dìrecciones. 
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Cqando  la  carga  $e  aplica  a lo  largo  de  la  direocidn  z,  la  viga  $e  flexiona  con  iespecto  àl  eje  y (figma 
l,2tì(c))  y por  consiguiente  la  constante  de  resorte  equivalente  serà  igual  a 


k = 


ÌEIyy 

~T~ 


(E.4) 


ì Lasconstantes  deresorte  de  viga  con  condidones  diferentesen  su  extremq  se  pueden  encontrar  de  la  misma 
manem,  utilimndo  los  iesultados  obtenidos  a partìr  de  la  iesistenciade  materiales.  Las  ftìrmulas  iepiesenta- 
tivasdadasen  el  apendiceB  (en  el  sitio  web)sepueden  usar  pamhallar  lasconstantesdeiesortede  las  vigasy 
placas  indicadas.  Por  ejemplo,  pam  encontmr  la  oonstante  de  resorte  de  una  viga  fija  sometida  a una  fuern 
concentmda  P en  x = a (Cà&o  3 en  el  aptìndice  B),  primero  expresamos  la  deflexitìn  de  la  viga  el  punto 

donde  se  aplica  la  carga  (x  = a\  utilizando  b = t-  a*  como 


y = 


P(t  - a)2a2 

6EU2 


[3 at  - Sa2  - o(/  - o}] 


Pa2(t  - a)2(at  - a2) 

3EU2 


<R5) 


y loegO  detentiinamQ$  La  eonstante  de  restnte  (k)  como 

_ P 3 ElP 

y a2(l  - a)2(at  - a2) 


<R6) 


donde  I = Ia. 

3.  E1  efecto  del  peso  en  $f  (o  ma$a)  de  la  viga  tambidn  pnede  inclnirse  al  ballar  la  constante  de  resorte  de  la 
viga  (vea  el  ejemplo  2.9  en  el  capftulo  2). 


Combinaciòn 
de  resortes 


En  rauchas  aplicaciones  pràcticas  se  utiiizan  varios  resortes  lineales  combinados.  Estos  resortes 
pueden  corabinarse  en  un  solo  resorte  equivalente  como  se  indica  a continuaciòn. 

Caso  1:  Resortes  en  paralelo.  Para  derivar  una  expresiòn  para  la  constante  equivalente  de  los 
tesortes  conectados  en  paraldo,  considere  los  dos  resortes  que  se  rauestran  en  la  figura  1.27{a). 
Qiando  se  apiica  una  carga  W,  el  sìsteraa  experiraenta  una  deflexiòn  estatica  corao  se  muestra 
en  la  figura  1.27(b).  Entonces  el  diagraraa  de  cuerpo  libre,  mostrado  en  la  figura  1.27{c),  propor- 
dona  la  ecuaciòn  de  equilibrio 

W = kìSst  + (1.8) 


tv 


(b) 


W 


(c) 


<a) 


Flgiira  1.27  Resortesen  paralelo. 
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Si  Jfc, jq  indica  la  constante  de  resorte-  equivalente  de  la  combinadon  de  los  dos  resortes,  entonces  para 
1a  misma  deflexion  estatica  Su,  tencmos 


W = keqSsl 


(1.9) 


Las  ecuaciones  (1.8)  y(1.9)  producen 


o.io) 


Por  lo  comtin,  si  tenemos  n xesortes  en  paralelo  con  constantes  A:t>  k> entonoes  la  constante 

de  resorte  equivalcnte  k^  se  obtiene  como 

Ìeq  = Ì)  + ^2  + ' ' ‘ + kn  (1.11) 


Caso  2;  Resortes  en  serie.  A continuacidn  derivamos  unaexpresidn  para  laconstanteequìvalente 
de  resortes  conectados  en  serie  considerando  los  dos  resortes  mostmdos  en  la  figura  1 .28  (a).  Bajo  la 
accion  de  una  carga  W,  los  resortes  1 y 2 experimentan  los  alargamientos  y S2,  respectivamente, 
como  se  muestra  en  lafigura  1 .28(b).  E1  alaigaraiento  total  (o  deflexidn  estatica)  del  sistema,  es 

Sst  = S,  +52  (1.12) 


Como  ambos  resortes  estan  sometidos  a la  misma  fuerza  W,  tenemos  el  equilibrio  que  se  muestra 
en  lafigura  1.28(c): 

= JfcjSj 

W = k2S2  (1.13) 


Si  Jfc^  indica  la  constante  de  resorte  equivalente,  entonces  para  la  misma  deflexidn  estatica, 


W = ÌeqSjt 


(U4) 


(a) 


Flgttra  1.28  Resortes  en  serie. 
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Ejemplo  1.5 


Las  ecuaciones  (1.13)  y (1.14)  dan  por  resultado 

£]£]  = k2&2  = ^e^st 


obien 


= ”*T 


y 


(1.15) 


Sustituyendo  estos  valores  de  fit  y fi2en  laecuacidn  (1.12),  obteneraos 


j tj  + 


^eqS5t 

&2 


es  decir. 


J_  = J _ + J_ 

Aj 


(1.16) 


La  ecuacidn  { 1 . 16)  se  puede  generalizar  al  caso  de  n resortes  en  serie: 


1 1 


+ 


<1-17) 


En  dertas  aplicaciones  se  conectan  resories  a componentes  rigidos  como  poleas.  palancas  y engra- 
nes.  Es  esos  casos  se  puedehailar  una  constante  de  resorie  equivalente  utilizando  una  equivalencia 
de  energi'a.  como  se  ilustra  en  los  ejemplos  1.8  y 1.9. 


k equivalente  de  un  slstema  de  suspensiòn 

la  figuia  1.29  mueStici  el  sistema  de  sospensiòn  de  un  carro  de  ferrocarril  de  carga  con  un  sistema  de  rcsortes 
ai  paralelo,  Encuentre  la  constante  de  iesorie  eqnivalente  de  la  snspensidn  si  los  tres  resories  hdicoidales  son 
de  acero  con  un  mòdulo  de  COrtante  G = 80  X 1(P  N/m!  y cuentacon  cinco  vudtas  efectivas,  didmetro  medio  de 
1a  espiial  D = 20  cm  y diametro  dd  alambie  d = 2 cm. 

Soluciòn:  La  rigidez  de  cada  lesorie  helicoidal  resulta  de 


d4G  _ (0.02)4(80  X 109) 
8D3«  8(0.2)3(5) 


40,000.0  N/m 


(Vea  la  fdrmula  en  la  parie  intema  de  la  portada  de  este  libro). 

Ya  que  los  tres  resortes  son  identicos  y pamldos,  la  constante  de  resorte  equivalente  del  sistema  de  sus- 
pensidn  es 


= 3Jt  = 3(40,000.0)  = 120,000.0  N/m 
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EJemplo  1.6 


Flgura  1.29  Sìstema  de  resortes  en  paralelo  en  un  carro de  ferrocarril  de  carga.  (Cortesia  de 
Buckeye  Steel  Castings  Company). 


constante  de  resorte  torsional  de  una  flecha  de  hèlice 


Determine  la  COflStante  de  reSorte  torsional  de  la  flecha  de  hèlice  de  acero  que  se  rnuestm  en  la  figura  1 .30. 


Figura  UO  Flecha  de  hèJice. 


Solucièn:  Tenemos  que  COnsiderar  los  Segmentos  12  y 23  de  la  flecha  como  ieSOrteS  en  combinacion.  De 
acneido  con  la  figura  1 .30,  el  pai  de  toraidn  inducido  en  cnalqnier  seccièn  transversal  de  la  flecha  (como  AA 
o BB)  puede  veise  qne  es  igual  al  par  de  torsièn  r aplicado  en  la  hèlice.  E^r  consigniente,  las  elasticidades 
(lesoites)  coirespondientes  a Jos  dos  segmentos  12  y 23  se  tienen  que  considemr  como  resortes  en  serie. 
La$  constantes  de  resorte  de  los  segmentos  12  y 23  de  la  flecha  (&t!2  y k^)  resultan  de 


GJ 12  G*(Dn  ~ J12)  (80  X K>V(0.34  “ 0.24) 

k'a~  h2  ~ 32 ta  ~ 32(2) 

= 25.5255  X 106N-m/rad 

G723  Gn(p%  ~ 43)  (80  X lOV^O.iS4  “ 0.154) 

**  = “feT  = 32^  " 

= a9012  X 1G6  N-m/rad 


32(3) 
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Ejemplo  1.7 


Cbmo  lo$  re$Orte$  e$tìn  en  $erie,  la  eCuariòn  (1. 16)  da  por  reSultado 


^S2  + ^'23 


(25.5255  X 106)(8.9012  X 106) 

= 65997  X 106N^n/rad 

(25.5255  X 106  + a9012  X iOf’) 


jrequlvalente  de  un  polipasto 

Un  poliposto,  que  funciona  con  u n cable  de  acero,  està  montado  en  el  extremo  de  ima  vip  en  voladizo  como 
se  muestra  en  figuia  1 .3  l(a).  Deteimiae  la  constante  de  resorte  equivalente  del  sistema  cuando  la  longitud 
suspendida  del  cable  es  /.  Suponga  que  el  diàmetro  de  la  seocidn  tiansversal  neta  del  cable  es  dy  que  el  mddulo 
de  Young  de  la  viga  y el  cable  e$  Et 

Solucidn:  La  constante  de  iesorte  de  la  viga  en  voladizo  està  dada  poi 

3 EI  3 e(  1 Eat3 

“ = T = = W <E1) 


La  rigidez  dri  cable  sotnetìdo  a una  caTga  axial  e$ 

t AE  vd2E 

' = l U 


(E.2) 


Cbmo  tanto  d cable  como  la  viga  en  voladizo  experimentan  la  miama  carga  W,  como  se  muestm  en  la  figura 
1.3 l(b),  $e  modrian  como  resortes  en  serie,  como  $e  ve  en  la  figura  1.31(c).  La  constante  de  resorte  equiva- 
lente  e$tì  dada  por 

_L  - i,  + 1 - *&.  + 41 

K .q  kr  Eat 3 ‘ird2E 


obien 


(E.3) 


Figuia  1.31  Polipasto. 
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EJemplo  1.8 


i 

i 


IV 


Vìga 


1 


Cable 


T 

IV 

(b) 

Fìgwr*  1*31  Polipasto  (continuaciòn). 


k equivalente  de  una  grua 


La  pluma  ÀB  dc  la  gnia  que  sc  maestra  en  la  figum  1 .32{a)  e$  una  barra  dc  accro  uniforme  de  10  m de  longi  tud 
y 2,500  mm2  de  seccitìn  tmnsveisal.  Un  peso  iVcuelga  mientras  la  grua  esti  estacionaria.  El  cable  CDEBF  e$ 
de  acero  y $u  seccidn  tran$vei$aJ  e$de  100  mm2.  Ignore  el  efecto  del  cable  CDEB  y encuentre  la  constante  de 
resorfe  equivalente  en  la  diieccidn  vertical. 

SoIucWa;  La  constante  de  resorte  equivaJente  $e  determina  por  medio  de  la  equivalencia  de  energfas  poten* 
ciale$  de  lo$  do$  $i$tema$.  Como  la  ba$e  de  la  grua  e$  rigida,  $e  considem  que  el  cable  y la  pluma  e$tàn  fijo$  en 
lo$  puntos  F y A,  re$pectivamente.  Adetnàs,  el  efecto  del  cable  CDEB  e$  insignificante;  por  consiguiente,  se 
puede  suponer  que  el  peso  Wactua  a tmves  del  punto  B como  se  muestm  en  la  figum  1 .32{b). 

Un  desplazamiento  vertical  del  punto  B haià  que  el  iesoite  (pluma)  y el  iesoite  {cable)  $e  defoimen  una 
cieita  cantidad.  La  longitud  del  cable  FB,  /j5  e$tà  dada  poi  la  figum  1 .32(b): 

/?  = 33  + 102  - 2(3) (10}  cos  135°  = 151.426,  h = 12.3055m 
El  ingulo  0 sntisface  la  rdacitìn 


tì  + 32  - 2(^)(3)  cosfl  = 101,  cos  0 = 0.8184,  0 = 35.073tìa 


La  eneigia  potencial  total  (U)  almaoenada  en  lo$  ie$oite$  k\  y $e  e*pie$a  utilizando  la  ecuacitìn  (1 ,2)  cotno 
U = ~ki  [jc cos (90°  - <9)]2  + ^k2[x cos (90fl  - 45fl)]2  (E,  1) 
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Cb>  (c) 

Figura  1.32  Crùa  izando  una  carga. 
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Ejemplo  1.9 


Arequivalente  de  una  barra  rigida  conectada  por  resortes 

Una  barra  rxgida  de  longitud  / acoplada  a nna  bisagra  esti  oonectada  por  dos  resortes  de  rigideoes  kA  y k^  y 
somedda  a nna  fuem  F como  se  mnestm  en  la  figum  1 .33(a).  Suponiendo  que  el  desplazamiento  angular 
de  la  bana  (0)  sea  peqnefio^  encuentie  la  constante  de  resorie  equivalente  del  sistema  que  ielaciona  la  fuerza 
aplicada  F con  el  desplazamiento  resultante  x. 


Flgura  1.33  Barra  rigida  conectada  por  resortes. 


Solucifin:  Ram  un  dcsplammiento  angular  pequefio  de  la  bana  rigida  (tì1),  los  puntos  de  fijacidn  de  los  resortes  kv 
y k^  {A  y B)y  el  punto  de  ^licacidn  (C)de la  fuerza  F experimentan  los desplammientos  lineales u borizoutales 
/j  sen  8,  /j  sen  8 y / sen  8 , iespectivamente  Como  8 es  pequefio,  los  desplazamientos  horizontales  de  los  puntos 
A,  B y C se  pueden  aproximar  como  x^  = /jtì,  x7  = y x = 18,  respectivamente.  Las  reacciones  de  los  resortes, 
k& i y koJfo  serin  las  indicadas  en  la  figum  1 .33(b).  La  constante  de  resorte  equivalotte  del  sistema  (A^)  referida 
al  punto  de  aplicacitìn  de  la  fueiza  F se  deteimina  considemndo  el  equilibrio  de  momentos  de  las  fueizas  cou 
lespecto  al  punto  conectado  a la  bisagm  Q\ 


o 


k\X\(l\)  + - F(0 

'-ifM*) 


<E.l) 


A1  expresar  F tomo  la  eCuacitìa  { E.  1 ) se  e$cribe  como 

F = k^x  = + k2  (^) 


(E.2) 


UtilLzando  x\  = Ì\6,  Xì  = y x = 19,  la  ecuacidn  (E2)  da  el  re$ultado  deseado: 


(E.3) 
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A bm$: 


Si  la  fiierza  F se  aplica  en  otro  punto  D de  la  barra  rfgida  como  se  mnestra  en  la  figurn  1 .33(0),  se  puede 
encontrar  la  constante  de  re&orte  equivalente  referida  al  punto  D como 


Afq  — 


(E.4) 


2.  La  constantc  de  resorte  eqnivalente,  k^,  del  sistema  tambidn  $e  pnede  deterniinar  por  medio  de  la  reladdn; 
Trabajo  realizado  por la  fnerza aplicada F = Energia de  deformacidn  almacenada en  los iesortes *|  y k?  (E.5) 


Ram  el  sistema  qne  se  mnestra  en  la  figura  1.33(a),  la  ecuaddn  (E.5)  da  por  resnltado 

“ fjr  = “ iiijc?  + - k7x%  (E.6) 

a partir  de  la  coal  es  fScdl  obtener  la  ecuacidn  (E.3). 

3.  Annque  los  dos  resortes  paiecen  estar  conedados  a la  barra  rigida  en  paratelo,  no  se  puede  seguir  la 
formula  de  los  iesortes  en  paralelo  (ecnaddn  1,12)  debido  a que  los  desplazamientos  de  los  iesortes  no 
son  los  mismos. 


1,7.5 En algunas aplicaciones  se desarrolla  una  fiierza o momento de restauiacidn producido  por la gra- 

vedad  cuando  una  masa  experimenta  un  desplazamiento.  En  esos  casos  se  puede  asociar  una  cons- 
Con  stante  tente  resorte  equivalente  con  la  fuerza  o momento  de  restaumcidn  de  la  gravedad.  E1  àguiente 

de  resorte  gemplo  ilustra  el  procedimiento. 

asociada  con 
la  fuerza  de 
restauraciòn 
producida  por 
la  gravedad 


Ejemplo  1.10  constante  de  resorte  asociada  con  una  fuerza  de  restauraciòn  produclda 
por  la  gravedad 

La  figum  1.34  mucstm  un  pòndulo  simpte  de  longitud  / con  una  tenteja  de  masa  m.  Considerando  un  des- 
ptazamtento  angular  6 dd  pendulo,  determine  la  constante  de  resorte  asodada  con  la  fuerza  (o  momento)  de 
lestaumcidn. 

Soluckiii:  Cuando  el  jtendulo  se  somete  a un  desplazamtento  angular  6,  la  masa  m se  mueve  a una  distancia 
/ sen  6 a lo  largo  de  la  direcciòn  horizontal  (x).  El  momento  o par  de  restaumciòn  (T)  cieado  por  el  peso  de  la 
masa  (mg)  con  respecto  al  pivote  Oestl  dado  por 


T — mg(l  $en  ff) 


(E.l) 
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Rara  desplazumientos  angulares  pequenos  <9,  $en  8 Se  puede  aproximar  como  $en  8 sa  8 y la  ecuacion  (E.  1)  se 
escribe  como 


T=  mglB 


Si  expresamos  la  ecuacion  (E,2)  como 


T = kfl 


(E2) 

(E3) 


la  constante  de  iesorte  torsional  equivalente  deseada  k,  se  puede  identificar  como 

k,  = mgl  (E4-) 


[*— isenfl— j Figura  L34  Pendulo  simple. 


1.8  | Elementos  de  masa  o inercia 


Se  supone  que  el  elemento  de  masa  o inerria  es  un  cuerpo  rigido  que  puede  ganar  o perder  ener- 
gfa  cindtica  siempre  que  cambia  su  velocidad.  De  acuerdo  con  la  segunda  ley  del  movimiento  de 
Newton,  d producto  de  la  masa  y su  aceleraridn  son  iguales  a la  fuerza  aplicada  a ia  masa.  E1  tra- 
bajo  es  igual  a la  fuerza  multiplicada  por  el  desplazamiento  en  la  direccion  de  la  fuerza,  y ri  tiabajo 
realizado  cn  una  masa  se  almacena  como  energia  rindtica. 

En  la  mayoria  de  los  casos  se  tiene  que  utilizar  un  modelo  matematico  para  representar  el  sis- 
tema  vibiatorio  ieal,  y a menudo  bay  varios  modrios  posibles.  E1  propdsito  del  analisis  suele  deter- 
minar  cuàl  modelo  matematico  es  el  adecuado.  Una  vez  sdecrionado  d raodelo,  los  elementos  de 
masa  o ineicia  dd  sistema  son  faciles  de  identificar.  Por  ejemplo,  consideremos  de  nuevo  la  viga  en 
voladizo  oon  una  masa  en  el  extremo  de  la  figura  I.25(a).  Para  un  rapido  y razonablemente  preciso 
analisls,  se  desechan  la  masa  y el  amortiguamiento  de  la  viga;  el  sistema  se  puede  modelar  como  un 
sistema  de  resorte  y masa,  corao  se  muestra  en  la  figura  i .25(b).  La  masa  m representa  el  elemento 
de  masa,  y la  riasticidad  de  la  viga  indica  la  rigidez  del  resorte.  Luego  oonsideramos  un  edificio  de 
varios  pisos  sometido  a un  sismo.  Suponiendo  que  la  masa  de  la  estructura  es  insignificante  com- 
paiada  con  las  de  las  masas  de  los  pisos,  ri  edifirio  se  modda  como  un  sistema  de  varios  grados  de 
libeitad,  como  se  muestra  en  la  figura  1.35.  Las  masas  en  los  dìversos  pisos  representan  los  elemen- 
tos  de  masa,  y las  riasticidades  de  los  miembios  verticales  indican  los  riementos  de  resorte. 
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Combinacion 
de  masas 


En  muchas  apllcaciones  practicas  aparecen  varias  masas  en  combinaciòn.  Para  un  analisis  simple 
podemos  reemplazaxias  por  una  sola  masa  equivalente,  como  se  indica  a continuadon  [1.27]. 


Caso  1,  Masas  trasladonales  conectadas  por  una  barra  rigida,  Cbnsideremos  las  masas  fijas 
m una  barra  rigida  pivotada  en  un  extremo,  como  se  muestra  en  la  figura  1 .36(a).  Se  puede  suponer 
que  la  masa  equivalente  esta  localizada  en  cualquier  punto  a lo  largo  de  la  bana.  Para  ser  especf- 
ficos,  supongamos  que  la  ubicacion  de  la  masa  equivalente  es  la  de  la  masa  t»f  Las  vclocidades 
de  las  masas  m2 (x2)  y se  pueden  expresar  en  iuncidn  de  la  velocidad  de  ia  masa  mt  (.i:, ), 

suponiendo  pequenos  desplazamientos  angulaies  de  la  barra,  como 


(1.18) 


y 


(1-19) 


Igualando  la  energia  cindtica  del  sistema  de  tres  masas  con  la  del  sistema  de  masa  equivalente 
obtenemos 


1 1 1 1 
+ -m2x$  + ~myxi  = 


(1.20) 


Figura  U5  Idealizacibn  de  un  edificio  de  varios  pisos 
como  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad. 


ii  Xt  x3  xeq  = xt 


Flgura  1.36  Masas  trasiadonales  conectadas  por  una  barra  rigìda. 
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Esta  ecuadòn  da  por  resultado,  considerando  las  ecuaciones  (1.18)  y (1.19): 


««.  ■ «i  + r I "2  + 7 J "3 


<1-21) 


Se  ve  que  la  masa  equivalente  de  un  sistema  compuesto  de  varias  masas  (cada  una  moviendose  a 
una  diferente  velocidad)  puede  considerarse  como  la  masa  imaginaria,  ia  cual,  cuando  se  mueva 
auna  velocidad  especffica  v,  tendra  la  misma  energia  cinetica  que  la  dd  sìstema. 

Caso  2:  Masas  trasladonales  y rotacionales  acopladas.  Sea  una  masa  m que  rota  a una  veloci- 
dad  x acoplada  a otra  masa  (de  momento  de  inercia  de  masa,  Jq)  que  rota  a una  velotidad  6,  como 
en  el  sistema  de  cremalla'a  y pifitìn  que  se  muestra  en  la  figura  1 .37. 


Estas  dos  masas  se  pueden  combinar  para  obtener  o ( I)  una  sola  masa  traslacional  equivalente 
o (2)  una  sola  masa  rotacional  equivalente  J^,  como  se  muestra  a continuacion. 


1.  Masa  traslacìoml  equhaiente.  La  energfa  tinetica  de  las  dos  masas  esta  dada  por 

1 .5  1 -2 

T = 2mX  + 


(1.22) 


y la  energfa  cin^tica  de  la  masa  equivalente  se  expresa  como 


Tèq  — ^ JTJgqÌeq 


(1.23) 


Dado  que  xea  = x y 6 = xlR,  la  equivalencia  de  T y T da 


1 -2  1 

lV  - 2mr  + 2J»U 


es  decir. 


mea  = m + — =■ 


(1-24) 


2,  Masa  rotacionai  equhaiente.  En  este  caso  = 9 y x = 6R,y  la  equivalencia  de  Ty  con- 


ducea 


= \m(9R)2  + 


Jhj  = Jq  + 


(1.25) 


PiAdn*  momenlo  de  inercm  de  masa, 

ì ■ è j 

T|7“'ir "T 


Cremallera,  masa  m 


Figxifa  U7  Masas  traslacionales 
y rotadonales  en  un  sistema  de 
cremallera  y pinòn. 
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Ejemplo  1.11 


Masa  equlvalente  de  un  sistema 

Bicnentre  la  itiasa equivalente  del  sistema qne Se  mnestra  en  fa  figura  1 .38,  donde  el  eslabon  ngido  1 estì  fijo 
oi  la  polea  y gira  con  eJla. 


Snluctfn:  Siì poniendo  desplazamientos  pequenos,  la  masa  equivalente  (m^)  se  detennina  ntilizando  la  equi- 
valencia  de  las  energfas  cineticas  de  los  dos  sistemas.  Cnaudo  la  masa  m $e  desplaza  una  distancia  x,  fa  polea 
y el  eslabòn  rìgido  1 giran  en  nn  dngnlo  6p  = 6\  — xjr^  EstO  hace  que  el  eslabtìn  rìgido  2 y el  cilindro  Se 
desplacen  una  distancia x2  = = xl\  jrp,  Como  el cilindro  rueda $in deslizaise,  gira en  un  àngulo  0t  = Xijrc 

- x /j  /iyc.  La  energfa  cinètica  del  sistema  (T)  se  expresa  (para  desplazamientos  pequefios)  como: 

T = ~i nx1  + -Jpf^  + + jm2X2  + (E.l) 


d)n<te  Jpì  J | y Jc  iiKiican  los  tnpmeotos  de  inercia  de  tnasa  de  las  poleas,  el  eslabtìn  1 (con  respecto  a O),  y el 
dlindru,  re^pectìvamente,  &pì  y indican  las  veJocidades  angulaies  de  la  polea,  el  vinculo  1 (con  respecto 
a Q\  y el  cilindro,  respectìvamente,  y x y x2  representan  las  velocidades  lineales  de  1a  masa  my el  eslabdn  2, 
lespectivamente.  Obseivando  qne  Jc  = y = m,  ^ /3,  la  ecnacidn  (E.  1)  se  vuelve  a esciibii  cgmo 


T = - mx2  + 
2 


K=fi(i)'*Mf)' 


Si  ignalamos  la  ccuadtìn  (E.2)  a la  energfe  dnètica  del  sistema  equivalente 

1 -2 

T = 2m^ 


(E.2) 


(E.3) 
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Ejemplo  1.12 


obtenemo$  la  masa  equivalente  del  sistema  como 


jp  1 trtiii 
«.  + - + --r 

P P 


m2lì 


+ 2 


1 mJl 


iì 


(E.4) 


Mecanismo  seguldor  de  leva 


Un  meCiUtismo  $eguidor  de  leva  (figum  1 39)  $e  utìlm  pam  convertìr  el  mo  vimiento  rotatorio  de  nn  ciguefial  en 
el  movimiento  osdlante  o ieciprocante  de  ima  v^lvqla.  E1  sistema  segnidor  se  compone  de  una  varilla  de  empuje 
de  masa  mpì  un  balanciri  de  masa  un  momento  de  ineitia  de  masa  Jr  con  respecto  a su  C.Gia  una  vilvula  de 
masa  m^y  un  iesorte  de  vSlvula  de  masa  insignificante  [1.28-1 ,30].  Encuentre  la  masa  equivalente  (m^)  de  este 
sistema  seguidor  de  leva  suponieaido  la  ubicacidn  de  rn^  como  (i)  punto  A e (ii)  punto  Ct 

Soluddn;  la  masa  equivalente  del  sistema  seguidor  de  leva  se  determina  por  medio  de  la  equivalencia  de  las 
energias  ctndtìcas  de  los  dos  sistemas.  Debido  a un  desplazamiento  vertical  x de  la  varilla  de  empuje,  el  balan- 
dri  gùa uu  àngulo  8r  = jc//j  abededor  del pivote,  la  vdlvula desciende una distancia xv  = 0/ 2 = xh/h  y el CG, 
del  balancm  desciende  una  distanda  *r  = = xh!h . La  energia  dnetìca  del  sistema  (?)$e  expresa  oomo2 


T - ~zmoxo  + r 
2 p p 2 


2 + + \tn/xZr 


(E.l) 


Figtira  1 .39  Mecankmo 
seguidor  de  leva. 


i&i  la  masa  dd  fesorte  de  la  viUvuJa  cs  cntonces  su  masa  equivaJente  sed  | mf  (vea  eJ  ejemplo  23)+  Por  lo  tanto,  su 
energiadndticaserd 
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dbnde  kp,  x^,  iv  son  las  velocidades  lineales  de  la  vaiilla  de  empnje,  el  C,G.  del  balancùi  y la  vàlvula,  respec- 
dvamente,  y tìres  la  velocidad  angnlar  del  balancm. 

(f)  Si  indica  la  tnasa  equivalente  colocada  en  el  punto  A,  con  = k,  la  energfa  cindtica  del  sistema 
db  ma$a  equivalente  e$ 

?eq  = — (E.2) 


Igitakndo  T y y observando  que 


obtenemos 


meq  = mp 


(E.3) 


(/i)  Asimismo,  si  la  masa  equivalente  se  localira  en  el  punto  C,  = iv  y 

1 I ., 


(E.4) 


Igualando  (E.4)  y (E.  1)  se  obtiene 


meq 


(E.5) 


9 Elementos  de  amortiguamiento 


En  rnuchos  sLstcnias  practicos,  la  energfa  vibratoria  se  convierte  gradualmente  en  calor  0 sonido. 
Debido  a la  reduccidn  de  energfa,  la  respuesta,  como  el  desplazamiento  del  sistema,  sc  reduce 
gradualmente.  E1  mecanismo  mediante  el  cual  la  energi'a  vibratoria  se  convime  gradualmente  en 
calor  0 sonido  se  conoce  como  amortiguamiento.  Aun  cuando  la  cantidad  de  energfa  convertida 
en  calor  0 en  sonido  es  relativamente  pequena,  la  consideracion  del  amqrtiguamiento  Uega  a ser 
importante  para  predecir  con  exactitud  la  respuesta  a la  vibracidn  de  un  sistema.  Se  supone  que  un 
amortiguador  no  Uene  masa  ni  elasticidad,  y que  la  fuerza  de  amortiguarmento  existe  sdlo  si  hay 
una  velocidadrelaUva  entre  los  dos  extremos  del  amortiguador.  Es  diffcil  determinar  las  causas  del 
amortiguamiento  en  sistemas  pracUcos.  Por  consiguiente,  el  amortiguamiento  se  modda  como  uno 
mas  de  los  siguientes  tìpos. 

Amortiguamiento  viscoso.  B amortiguamiento  viscoso  es  el  mecanismo  de  amortìguamiento  de 
mayor  uso  en  d analisis  de  vibracidn.  Cuando  un  sistema  mecanico  vibra  en  un  medio  fluido  corao 
àre,  gas,  aguao  aceite,  laresistencia  ofreddaporel  fluido  en  d cuerpo  en  movimiento  hace  que  se 
dsipe  la  energfa.  En  este  caso,  la  cantidad  de  energfa  disipada  depende  de  muchos  factores,  como  el 
tamafia  y formadel  cuerpo  vìbratorio,  la  viscosidad  del  fluido,  la  frecuencia  de  vibracion  e incluso 
la  velocidad  del  cuerpo  vibratoriq.  En  d amortiguamiento  viscoso,  la  fuerza  de  amortiguamiento  es 
proporcional  a la  velocidad  del  cuerpo  vibratono.  Entre  los  ejemplas  U'picos  de  amortìguamiento 
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viscoso  estàn:  (1)  la  pelfcula  de  fluido  entie  superficìes  deslizantes;  {2)  el  flujo  de  fluido  alrededor 
de  un  piston  en  un  eilindro;  <3)  el  flujo  de  fluido  a travds  de  un  orificio,  y (4)  la  pelfcula  de  fluido 
alrededor  de  un  mufidn  en  una  chumacera. 

Amortigua mien lo  de  Coulomb  o de  fricddn  en  seco.  Aqrn'  la  fuerza  de  amortiguamiento  es  de 
magnitud  constante  pero  de  direccion  opuestaa  ladel  movimiento  del  cuerpo  vibratorio.  Es  resulta- 
do  de  la  friccidn  entre  superfides  que  al  fiotarse  estan  secas  o no  tienen  una  lubricadon  suficiente. 

Amortìguamlento  debido  a nn  niaterial  o sdlido  o histeretico.  Qiando  un  material  se  defor- 
ma,  absorbe  o disipa  energi'a  [1.31].  E1  efecto  se  debe  a la  fticcidn  entre  los  planos  intemos,  los 
cuales  se  resbalan  o deslizan  a medida  que  ocunen  las  deformadones.  Cuando  un  cuerpo  que 
experimenta  amortiguamiento  pioducido  por  el  material  se  somete  a vibiacion,  d diagrama  de 
csfuerzo-deformadon  muestra  un  bucle  de  histdresis  como  se  indica  en  la  figura  1.40<a).  E1  area 
de  este  bude  indica  la  pdrdida  de  eneigfa  por  unidad  de  volumen  del  cuerpo  por  dclo  debido  al 
amortiguamiento  ? 


construcciòn 
de  amortigua- 
dores  viscosos 


Los  amortiguadores  viscosos  se  construyen  de  varias  maneras.  Por  ejemplo,  cuando  una  placa  se 
mueve  con  nespecto  a otia  placa  paralela  con  un  fluido  viscoso  entie  ellas,  se  obtiene  un  amoitigua- 
miento  viscoso.  Los  ejempios  siguientes  ilustran  los  varios  mdodos  de  oonstruir  amortiguadores 
viscosos  ulilizados  en  difeientes  aplicaciones. 


Esfueizo  (fuerza) 


Esfuerzo  (&) 


Figura  UO  Bncie  de  histèresis  para  materìales  elàsdcos. 


^Ciando  Ja  carga  apficada.  a yn  cticrpo  clisttco  sc  mcicmcnta,  d csfucrzo  (cr)  y 1a  dcformacidii  (e)  cn  d cucrpo  tambiàn  sc 
kcicmcntaii*  El  drca  bajo  la  curva  cr-e,  dada  por 


u 


indica  la  cncrgfa  consumida  (trabajo  rcalizado)  pcr  unidad  dc  volumcn  dd  cucrpo,  Cuando  la  carga  quc  actua  cn  el  cucrpo 
sc  rcducc,  Ja  cncrgfa  sc  rccupcm,  Cuando  1a  traycctoria  dc  dcscarga  cs  difcrcntc  a la  de  1a  carga,  d drca  ABC  cn  1a  fìgum 
ì >40(b)s  cs  dcdr,  cl  àrca  dcl  budc  dc  kìstdcsìs  en  la  figura  ì ,40(a ),  ìndica  1a  cncrgia  pcrdida  por  unidad  dc  volumcn  dcl 
cucrpOK 
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Ejemplo  1.13 


Ejemplo  1.14 


Constante  de  amortlguamlento  de  placas  paralelas 
separadas  por  un  fluldo  vlscoso 


Cbnsidere  do$  placa$  pmalda$  $eparada$  uaa  diatancia  h,cùn  un  fkùdo  de  viscosidad  fi  entre  dla$k  Derive  una 
espresitìn  para  la  constante  de  amortìguamiento  cuando  una  placa  se  mueve  con  una  vdocidad  v con  respecto 
alaotracomo  semuestmen  lafìgura  1.41. 


Solucitìn:  Sean  una  placa  fija  y la  otm  mdvil  con  una  vdoddad  ven  $u  propio  plano.  La$  capas  de  fluido  en 
contacto  con  la  placa  mò  vil  $e  mueven  con  una  veloddad  v,  en  tanto  que  la$  que  e$ttìn  en  contacto  con  la  placa 
fija  no  se  mueven.  Se  supone  que  las  vdocidades  de  las  capas  de  fluido  intennedias  varian  linealmente  entie 
Oy  v,  como  se  muestm  en  la  figum  1.41 . De  acuerdo  con  la  ley  de  flujo  viscoso  de  Newton,  d esfueizo  cortante 
(t)  desarrollado  en  la  capa  de  fluido  a una  distancia  y de  la  placa  fija  està  dado  por 


T 


<E1) 


donde  du  /dy  = v/k  es  d gmdiente  de  velocidad.  La  fuerza  cortante  o iesistente  ( F ) desarrollada  en  la  super- 
firie  inferior  de  la  placa  mtìvil  es 


F = tA  = 


fiAv 

~h~ 


<E2) 


dbnde  A es  el  àiea  de  la  placa  mtìvil.  Expresando  F como 

F = cv 

la  constante  c de  amortìguamiento  $e  encuentm  como 

_ ju  A 


<R3) 


(E.4) 


Àiea  de  la  placa  = A 


Figtira  1A1  Hacas  paralelas  con  un  fluido  viscoso  entre  ellas. 


Holgura  en  un  cojinete 


Un  cojinete,  el  cual  se  puede  repiesentar  de  forma  aprosimada  como  dos  placas  sepamdas  por  una  delgada 
pdfcula  de  lubricante  (figum  1.42),  ofiece  una  resistenria  de  400  N crnndo  $e  utiliza  aceite  SAE  30  como 
lubricante  y la  veloridad  lelativa  entre  las  placas  es  de  10  mys.  Si  d àiea  de  las  placas  es  de  0. 1 m2,  determine 
la  holgum  entie  las  placas.  Suponga  que  la  viscosidad  absoluta  dd  aceite  SÀE  30  e$  50  ^uieyn  o 0.3445  Pa-$. 
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EJemplo  1.15 


Figtira  U2  H acas  planas  separadas  por  una  delgada 
pelfojla  de  lubrieante. 


Saluddii;  Como  la  fuem  resistente  $e  expresa  como  F = cv5  donde  cesla  constante  de  amortìgnamiento  y 
v es  la  velocidad,  tenemos 


c = 


F_ 

v 


400 

10 


40  N-s/m 


(Rl) 


Si  el  cojinete  se  modela  como  nn  amortìguador  de  placas  planas,  la  ecuacidn  (E.4)  del  ejemplo  1.13  da  la 
constante  de  amortìguamiento: 


c = 


~h 


(E.2) 


Utilizando  los  datos,  la  ecuacidn  (E  2)  da  por  resultado 

(0.3445){0.i) 

c = 40  = - — - qt  h = 086125  mm  (E,3) 


constante  de  amortlguamiento  de  una  chumacera 

Se  utiliza  una  cbumaceia  como  soporte  lateral  de  una  flecha  rotatoria  como  se  muestra  en  la  figurn  1 .43.  Si  el 
radio  de  la  flecha  es  R,  su  velocidad  angular  es  la  holgum  mdial  entie  la  flecha  y el  cojinete  esd5la  visco- 
sidad  del  fluido  (lubricante)  es  fi,  y la  longitud  del  cojinete  es  /5  obtenga  una  expiesidn  pam  la  constante  de 
amortìguamiento  rotacional  de  la  chumacem.  Suponga  que  la  fuga  de  fluido  es  insignificante. 

Solutidit:  la  constante  de  amortìguamiento  de  la  cbumacem  se  determina  aplicando  la  ecuacidn  del  esfuerzo 
cortante  en  un  fluido  viscoso.  H fluido  en  contacto  con  la  flecha  rotatoria  tenditì  una  veloddad  lineal  (en  la 
direccidn  tangenrial)  de  v = Rto,  en  tanto  que  el  fluido  en  contacto  con  el  cojinete  estarionario  tendri  una 
veloridad  ceio.  Suponiendo  que  la  velocidad  del  fluido  en  la  direccidu  mdial  varia  linealmente,  tenemos 


rRto 

~d~ 


(Rl) 
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Figura  L43  Chumacera. 


H pmducto  del  gradiente  de  veloddad  radial  y la  viscosidad  dd  lubricante  pmpordonan  d csfuerzo  coitante 
(r)  en  d lubricante: 


T 


fiRto 

~d~ 


(E.2) 


la  fuerza  requerida  para  cortar  la  pelfcula  de  fluido  es  iguai  al  esfuerzo  por  d àrea.  E1  par  de  torsion  en  la 
flecha  (r)ea  igual  a la  fiierza  por  el  brazo  de  palanca,  de  modo  que 


T = (tA)R 


(E.3) 


tbnde  A = 2-nRl es  d drea  de  la  flecha  expuesta  al  lubricante,  Por  lo  tanto  la  ecuaddn  (E.3)  se  reescribe  como 

<R4) 


T = (t^jr  2-nfiR^la) 


K d )(2 *m)R  = A 


De  acuerdo  con  la  deflniddn  de  la  constante  de  amortiguamiento  mtadonal  dd  cojinete  (c,): 


c,  = - 


(E.5) 
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Ejemplo  1.16 


obtenemos  la  expresitìn  deseada  para  la  consiante  de  amortiguamiento  rotacional  como 


cf  = 


d 


<E.6) 


Nota\  La  ecuatiòn  (E.4)  $e  conoce  como  ley  de  Petroff  y orìginalmente  $e  pnblictì  en  1883.  E$ta  ecuaritìn  $e 
ntiliza  ampliamente  en  el  diseflo  de  chumaceras  [1 .43] . 


Amortiguador  hldràullco  de  plstòn-clllndro 


Desanolle  una  expresitìn  para  la  constante  de  amortiguamiento  del  amortiguador  hidràulico  de  la  figum 
lt44(a). 

Solucitìn:  La  constante  de  amoitiguamiento  del  rilindio  se  determina  aplicando  la  ecuacion  del  esfuerzo 
oortante  de  un  fiuido  vi$coso  y la  ecuacitìn  de  velocidad  de  flujo  del  fluido.  Como  se  muestia  en  la  figura 
1.44{a)5  el  amortiguador  hidràulico  $e  compone  de  un  pisttìn  de  diàmetro  D y longitud  L que  se  mueve  con  una 
veloridad  v0en  un  cilindro  lleno  de  tfquido  de  viscosidad  [1.24,  1,32],  Sea  d la  holgum  entre  el  pisttìn  y la 
paied  del  cilindro.  A una  distancia  y de  la  superfirie  en  movimiento,  sean  v la  velocidad  y r el  esfiierzo  cor- 
tante,  y a una  distanria  (y  + dy\  sean  (v  - dv)  y (r  + dr)  la  veloridad  y el  esfueizo  cortante  respectivamente 
(vea  la  figum  1 .44{b)).  E1  signo  negativo  pam  dv  indica  que  la  veloridad  se  ieduce  a medida  que  se  acerca  a la 
pared  del  cilindro.  La  fuerza  viscosa  en  este  anillo  es  igual  a 

dr 

F = 'ttDI  dr  = rrDl  —dy  (Rl) 

dy 


Pero  el  esfuerzo  cortante  està  dado  por 


(E.2) 


i 


Figura  1.44  Amortiguador  hidrtìulico. 
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dbnde  el  signo  negativo  e$  con$i$tente  oon  nn  gmdiente  de  velocidad  decreciente  [1 .33].  Utilizando  la  ecua- 
ddn  (E.2)  en  1a  ecnacidn  (El),  obtenemqs 


F = 


-nM  dyfi 

<*y 


(E.3) 


la  fuerza en  el  pistdn  prùduce una  diferencia  de  presidn  en  lo$  extremos  del  elemento,  dada  por 


P = 


4P 
t tD2 


Rjr  lo  tanto,  la  presidn  en  el  extremo  del  elemento  e$ 

4P 

p(vD  dy)  = —dy 


(E.4) 


(E.5) 


dbnde  (vD  dy ) indica  el  Irea  anular  entre  y y (y  + dy).  Si  $uponemo$  una  velocidad  media  unifomte  en  la 
direccion  del  movimiento  del  fluido,  la  fuerza  dada  en  las  ecuaciones  (E.3)  y (E.5)  debe  $er  igual.  Por  lo  tanto, 
obtenemos 


-irDt  dyp. 

dy 


d\ 


4P 


dy2  'nErtjx 


(E.6) 


Ihtegrando  esta  ecuacidn  dos  veces  y utilizando  las  condidones  lùnite  v = -v0  eny  = 0 y v = 0 eny  = d, 
obtenemos 


v = -%-(yd  - y2) 
-nDtjx 


"4  "9 


(E.7) 


La  veloddad  de  flujo  a travds  de  la  holgura  $e  obtiene  integrando  Ja  veloddad  de  flujo  a traves  de  un  elememo 
aitre  lo$  lfmitesy  = 0 y y = ek 


Q = 


vttD  dy  = ttD 


2Pd^ 

6rrD2tfi 


(E.8) 


H volumen  del  Ifquido  que  fluye  a travds  de  1a  holgura  por  segundo  debe  $er  igual  al  volumen  por  segundo 
dbsplazado  por  el  pisttìn.  Pqr  consiguiente  $u  velocidad  serà  igual  a esta  veloddad  de  flujo  dividida  entre  el 
àrea  del  pistdn.  Esto  da 


(E.9) 


Vq  = 
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Las  ecnaciones  (E9)  y (E.8)  oonducen  a 


P = 


(E.10) 


Eseribiendo  la  fuerza  P = cvq.  la  constante  de  amortìgnamiento  c se  determina  como 


yirD^lt 

_ -w3  ' 

( WJ 

(E.ll) 


Linealizaciòn 
de  un 

amortiguador 
no  lineal 


Sì  la  relacidn  fuerza  (f>velocidad  (v)  de  un  amortìguador  es  no  lineali 

F = F{v)  (1.26) 

se  puede  utilizar  un  proceso  de  linealizacidn  alrededor  de  la  velocidad  de  operacidn  (v*)  como  en 
el  caso  de  un  resorte  no  lineal.  E1  proceso  de  linealizadon  proporciona  la  constante  de  amortigua- 
miento  equivalente  como 


c 


(1.27) 


Combinaciòn 
de  amortigua- 
dores 


En  algunos  sistemas  dinamicos  se  utilizan  varios  amortiguadores.  En  esos  casos,  todos  los  amorti- 
guadores  sereemplazan  con  un  amortiguadorunico  equivalente.  Cuando  los  amortiguadores  apare- 
cen  combinados,  podemos  utilizar  procedimientos  semejantes  alos  que  utilizamos  para  determinar 
la  oonstante  de  resorte  equivalente  de  varios  resortes  con  el  objetivo  de  determinar  un  amortigua- 
dor  unico  equivalente.  Por  ejemplo,  cuando  dos  amortiguadores  traslacionales,  con  constantes  de 
amortìguamiento  ct  y c2  aparecen  combinados,  la  constante  de  amortiguamiento  equivalente  (ceq) 
se  puede  hallar  como  (vea  el  ptoblcma  1.55): 


Amortìguadores  en  paralelo:  ceq  = C\  + c2 


(1.28) 


Amortìguadores  en  serie:  — = — + — 

Ceq  C\  C2 


(1.29) 


Ejemplo  1.17  constantes  de  resorte  y amortiguamiento  equivalentes 
de  un  soporte  de  màquina  herramienta 


Una  miquiiia  fxesadora  de  predsidn  montada  sobre  cnatro  soportes  antivibratorios,  como  se  muestrn  en  la 

figura  1 .45(a).  La  elastiddad  y amortiguamiento  de  cada  soporte  antivibmtorio  se  modela  como  un  iesorte  y 
un  amortìguador  viscoso,  cemo  se  muestm  en  la  figum  1 .4 5<b).  Encuentre  la  constante  de  resorte  equivalente, 
y la  constante  de  amortìguamiento  equivalente,  deJ  soporte  de  la  màquina  heimmienta  en  fimddn  de 
las  constantes  de  iesorte  (k;)  y las  constantes  de  amortìguamiento  (C|)  de  los  soportes  de  montaje. 
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Cd> 


Figura  L45  FVesadora  horizontal . 


Soluciiin;  En  la  figuia  1 .45(c)  se  muestian  los  diagraums  de  cuerpo  libre  de  los  cuatro  iesortes  y los  cuatro 
amortiguadores.  Suponiendo  que  el  centro  de  masa,  G,  estd  localizado  simètricamente  con  respecto  a los 
Cuatro  resorteS  y amortiguadores,  observamos  qne  lo$  resortes  experiiuentaràn  el  mismo  desplazamiento,  jr, 
y que  los  amortiguadores  tendràn  ia misma  velocidad  relati va  x, donde xy  x indican  el desplazamiento  y la 
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velocidad,  respectivamente,  del  centrq  de  masa,  G.  Pbr  consiggiente,  las  fuerzas  qoe  actuan  en  lo$  re$orte$ 
(Fu)  y los  amordgoadores  (F#)  se  expresan  como 

Fà  = V;  * = 4 2>  3,  4 

Fjj  = c;x\  i = 4 2,3,4  ^ 

Sean  Ff  y F^  la$  fuerzas  totales  que  actiian  en  todo$  lo$  resortes  y todos  los  amortiguadores,  respectivamente 
(vea  la  figura  1 .45(d)).  Por  lo  tanto,  la$  ecuaciones  de  equilibrio  de  fuerzas  se  expresan  como 

F,  = Fa  +Fa+  Fi3  + FsA 

Fj  = Fd  i + Fdl  + Fdl  + Fd4  (E.2) 

donde  Ff  + Fd=  IV,  con  IV  que  indica  la  fuerza  vertical  total  (incluida  la  fuerza  de  inercia)  que  actua  en  la 
fresadora,  De  acuerdo  COn  la  eCuaddn  1 A5(d),  tenemos 

F,  = k^x 

Fj  = c^x  (E.3) 

La  ecuaciòn  (E.2),  junto  COn  la$  ecuaciones  (E.  1)  y (E.3)  da  por  re$ultado 

Jfcfq  = ki  + ffy  + k$  + £4  = 

Cbq  = C\  + C2  + C3  + C4  = (E.4) 


donde  ki  = kyq  = cparai  = 1*2,  3,  4« 

Nota;  Si  d centro  de  ma$a  G no  està  simètricamente  locnlizado  con  iespecto  a los  caatro  iesortes  y amorti- 
guadores,  el  resorte  iesimo  experimenta  un  desplazamiento  de  x^  y el  amortiguador  ìèsìmo  experimenta  una 
veloddad  de  xtl  doude  X;  y x^  pueden  relaciouarse  cou  el  desplazamiento  x y la  veloeidad  x del  centro  de  masa 
G de  la  fiesadoia.  En  ese  caso,  las  ecuaciones  (E.  1)  y (EA ) tienen  que  modificarse  de  una  maneia  apropiada. 


1.10  | M ovimient o armònico 


E1  movimiento  oscilatorìo  puederepetirse  con  regularidad.como  en  el  caso  dc  un  pòndulo  simple,  o 
desplegar  una  irregularidad  considerable,  como  en  el  easo  del  movimiento  de  la  tieira  en  un  sis- 
mo.  Si  el  movimiento  se  iepite  despuòs  de  intervalos  de  tiempo  iguales,  se  llama  movtmiento  pe- 
rìòdico.  E1  Upo  mas  simple  de  movimiento  periddico  es  el  movimiento  armònico.  E1  movimiento 
impariido  a la  masa  m por  el  mecanismo  de  yugo  escoces  que  se  muestra  en  la  figura  1 .46  es  un 
ejemplo  de  movimiento  armdnico  simple  [1.24, 1.34, 1.35].  En  este  sistema,  una  manivela  de  radio 
A gira  alrededor  del  punto  O.  E1  otro  extremo  de  la  manivela,  P,  se  desliza  en  una  barra  ranurada, 
la  cual  se  mueve  oon  un  movimiento  de  vaivdn  en  la  guia  vatical  R.  Cuando  la  manivela  gira  a una 
velocidad  angular  a>,  el  extremo  S del  eslabon  ranurado  y por  consiguiente  la  masa  m dd  sistema 
de  resoite  y masa,  se  desplazan  de  sus  posiciones  medias  una  distancia  x (en  d Uempo  0 dada  por 

x = A sen  9 = A sentuf  (1.30) 

Este  movimiento  se  muestra  por  medio  de  la  curva  senoidal  en  la  figura  1.46.  La  velocidad  de  la 
masa  m en  el  instante  flada 


dx 

= (ùA  COS  ùìt 

dt 


(1.31) 
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Figura  146  Mecanismo  de  yugo  escoces. 


ylaaoeleiaciòn 


— ^ = —ù?A  senùjf  = —à?x 

dr 


(1.32) 


Se  ve  que  la  aoeleradon  es  directamente  proporcional  al  desplazamiento.  Una  vibracidn  como 
esa,  con  la  acderadon  propordonal  al  desplazamiento  y dirigida  hada  la  posidon  media,  se  conoce 
oomo  movtmiemo  armònico  simple.  El  movimiento  dado  por  x = A cos  aw  es  otro  gemplo  de  mo- 
vimiento  armonioo  simple.  La  figura  1.46  muestra  oon  claridad  la  semejanza  entre  el  movimiento 
(armdnico)  cfclico  y el  movimiento  senoidal. 


1.10.1  Ei  movimiento  armdnico  se  puede  representar  de  una  manera  mas  piacùca  por  medio  de  un  vector 

OP  de  magnitud  A que  gira  a una  velocidad  angular  constante  a>.  En  la  figura  t.4-7,  la  proyeccidn 
Representa-  de  la  punia  del  vector  X = OP  sobre  el  eje  vertical  esta  dada  por 

ciòn  vectorial 
del  movìmien- 
to  armònico 


y = A sen  ùir 


(1.33) 
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y su  proyecdòn  sobns  el  eje  horizqntal  por 


X = A OOS  <ùt 


{1.34) 


Representa- 
ciòn  por  medio 
de  numeros 
complejos  del 
movimiento 
armònico 


Como  se  vio  antes.elmetodo  vectorial  de  representarel  movimicnto  aimònico  requiere  ladescripciòn 
de  los  componentes  horizontales  y de  los  verticales.  Es  màs  pmctìco  repiesentar  el  movimiento  ar- 
mònioo  por  medio  de  ntìraeros  complejos.  Cualquier  vector  X en  el  plano  xy  se  puede  representar 
como  un  nùmero  complejo: 

X = a + ib  {1.35) 


donde  ì = V-I  ,y  ay  b indican  los  componentes  x y y de  X,  respectivamente  (vea  la  figura 
1.48).  Los  componentes  a y b tambidn  se  conocen  como  partes  real  e ìmagtnaria  del  vector  X. 
Si  A indica  el  mòdulo  o valor  absoluto  del  vector  X , y 6 representa  el  argumento  o àngulo  entre  el 
vector  y d eje  x,  entonces  X tambiòn  puede  expresarse  como 


54 


Capftulo  1 Fundamentos  de  vibraciòn 


X = A oos  6 + M sen  8 


(1.36) 


con 


A = (a2  + b2)1/2 


<1-37) 


-i* 

6 = tan  — 


(1.38) 


Observando  que  P = — i , i3  = — i,  j4  = 1 , ....  cos  6 e i sen  6 se  pueden  expgndir  en  una  serie  comg 

B2  6*  (iB)2  (iB)4 

cose  = i__  + _ 1+1_  + 1_  + ...  (1.39) 


i sen  B = i 


B5 

V.  + 5! 


(iBf  ( iB f 

-"  + ^ + ^ + 


(1.40) 


Las  ecuaciones  (1.39)  y (1.40)  dan  por  resultado 


(iB)z  (iBf 

(cos  B + i sentì)  = 1 + iB  + ' + ■ ■ ■ = e'6 


(1.41) 


(iB)2  (iBf 

(cos  6 - i sen  B)  =1  - iB  + — — + 


= e"ifl 


(1-42) 


Fbr  lo  tanto,  la  ecuaciòn  (l  .36)  se  expresa  como 


X = A(cos  6 + i sen  tì)  = 


(1.43) 


y (iraaginario) 


x (real)  Figura  1.48  Representadòn  de  un  ntìmero 
oomplejo. 
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r 

Àlgebra 

compleja 


A veces  los  numeros  complejos  se  representan  sin  utilizar  alguna  notaciòn  vectorial  como 


Z = a + ib 


(1. 44) 


donde  a y b simbolizan  las  partes  real  e imaginaria  de  z.  La  suma,  resta,  multipUcacion  y divisidn 
de  numeros  complejos  se  realizan  siguiendo  las  reglas  usuales  del  algebra.  Sean 


Z\  = ù\  + ib\  = A\j°l  (1-45) 

Z2  = a 2 + ibi  = A2è^  (1-46) 


donde 


A}  = Vaj  + bf,  j = 1,2 


(1.47) 


(1.48) 


La  suma  y diferencia  de  Z\  y z-i  se  pueden  encontrar  como 


Zì+  Z2  = A\eid'  + A^e^2 * *  = {<3]  + ib\)  + {<32  + ibz) 

= (a\  + a2)  + i(b\  + h ) (1.49) 

Z\-  Z2  = A\j6'  - A2e^2  = {(3]  + ib\)  - {(32  + ibj) 

= (a\  - a2)  + i(b\  - k)  (1.50) 


1,10.4  Utilizando  larepresentacion  de  nùmero  complejo,el  vectorrotatorio  X de  lafigura  1.47  se  escribe 

como 

operaciones 

con  funciones  x = (lJi) 

armònicas 

donde  windica  la  frccuenda  drcular  (rad/s)  de  rotadon  del  vector  X en  sentìdo  contiario  al  de  las 
manedllas  del  rdoj.  La  difercndaddn  del  movimÌOTto  armdnico  dado  por  la  ecuaddn  (1.51)  con 
rcspecto  al  tiempo  resulta 


~ = ~(Aeiù*)  = iù>AeiuU  = mX  (1.52) 

dt  dt 

2 

- = — (tù)Aelù,r)  = —a?Ae‘ù>t  = —a?X 

dt2  dt  K 


(1.53) 
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Fbr  lo  tanto,  el  desplazamiento,  la  veloddad  y la  acderacion  se  expresan  como4 


desplazamiento  = R^[Ae!ù>!] 

= À COS  a)t 

(1.54) 

vdoddad  = Re[ìo*Aetotf] 

= -ìùà  sen  iùt 

= tì>À  cos  (tì>t  + 9Ùtì) 

(1.55) 

aceleraddn  = Re[  -aP'Ae?**] 

= —a)2À  COS  tì)t 

= a)2À  COS  + 180°) 

(1.56) 

donde  Re  ìndica  la  parte  real.  Estas  cantidades  se  muestian  como  vectores  rotatorios  en  la  figura 
1.49.  Se  ve  que  el  vector  de  acderacidn  se  adelanta  90°  al  vector  de  vdocidad,  y que  dste  se  ade- 
lanta  90°  al  vector  de  despiazamiento. 

Las  funciones  armdnicas  sejjueden  sumar  vectorialmente,  como  se  muestra  en  la  figura  1.50. 
Si  Re(  Jf))  = A]  cos  ùìt  y Re{  X2)  = A2  cos{<ur  + 6),  entonces  la  magnitud  del  vector  X iesul- 
lantees 

A = + A2  cos  Q)2  + (A2  sentì)2  {1-57) 


yel  angulo  flf  es 


A2  sen  $ 

+ A2  cos  8 


(1.58) 


Im 


Fìgura  1.49  Desplazamiento,  velocidad  y aceleradones  como  vectores  rotatorios. 


<Sì  d desplaiamicmo arinOoico  se  da originalnientc como  j(/)  = A scti  co/, entonces loncmos 

dcsplazamicnto  - tmfA^1"']  = A sen  oa 

velocidad  - tm[ì(uA^“]  - a>A  scti (<u/  + 90°) 

acelcraciòn  = Dn[-tu2A^“']  = ar  A scn  (<u/  + 180®) 


donde  Lm  indica  ta  partc  ìmagì  narìa, 
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EJemplo  1.8 


y 


Flgura  1.50  Suma  vectorìal 
de  fundones  armònicas. 


Como  las  fiinciones  originales  se  dan  oomo  componentes  reales,  la  suma  X\  + X2  se  expresa 
como  Re(X  ) — À cos(a>/  + <*).. 


suma  de  movlmlentos  armònlcos 

Encueutie  Ja  suma  de  lo$  do$  movimientos  armdnicos  jtj  </>  = 10  cos  y x2(t)  = 15  co$  (tnr  + 2). 

Soluddn;  Mèrodo  L Vtìtìzando  retacivnes  trigonomètrica$\  Como  la  ftecuencia  circuiar  e$  la  mi$ma  tanto 
para  jtj  (t)  como  para  jr2(/)3  expresamos  la  $uma  como 

J c(0  = >Uos(ù>f  + a)  = xi(0  + JCa(0  (E.l) 


Esdecir, 


A(eos  ùH  cos  a — sen  ti>/  sen  a)  = 10  oosù>;  + 15  cos(*>f  + 2) 

= 10  CQSù>f  + 15(cosù>f  cosl  - senù>/  sen  2)  (E.2) 


O bien, 


cos  ò>f(A  cos  a ) — sen  ùjf (A  sen  cr)  = cosùj/(10  + !5cos2)  — sen  w/(l5sen  2)  (E.3) 


Igualando  lo$  coeficientes  correspondientes  de  co$  toty  $en  ufenambos  lados,  obtenemos 

A cqs  (1=10  + 1 5 cos  2 
A senor  = I5$en2 

A=  V(10  + 15cos2}2  + (I5sen2)2 
= U.1477 


y 


15  sgn2 
10  + 15cos2 


) 


= 74.5963° 


<E.4) 


<R5> 
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Mèiodo  2;  Utilizando  vectores;  Con  nn  vfllor  arbitrario  de  «/,  los  movimientOS  armtìnicos  X\(t)  y x^t)  Se  in- 
dican  gràfìcumente  como  se  muestra  en  la  figum  1 .5 1.  Sumundolos  vectorialmente,  el  vector  resultunte  jr{t)es 

x(t)  = 14-1477  cos(£nr  + 74.5963")  <E.6) 

Mètodo  3:  Utiliztmdo  la  representacidn  de  nàmero  complejo:  Los  do$  movimientos  armdnicos  se  seftalan  en 
tuncidn  de  numeros  complejos  como; 

jri(r)  = RefA!^']  - Re[10e**] 

jr2(r)  = Re[A2<J<‘“+2>]  - Re[l5ef<“,+2>]  <E7) 

la  suma  de  *|(0  y jr2(f)  sc  expresa  oomo 

x{t)  = Re[Ae;<IJ+o)]  <E.8) 

dbnde  A y a se  determinan  utilizando  las  ecuadones  (1.47)  y <1.48)  como  A = 14.1477  ya=  74.5963*. 


Defìnicionesy 

terminologia 


Las  siguientes  definidones  y terminologfa  son  utiles  cuando  tralamos  con  movimientos  anndnicos 
yotras  funciones  peiiodicas. 

Qdo.  A1  movimiento  de  un  cuerpo  vibratorio  desdesu  posicion  no  perturbada  o de  equilibrio  has- 
1a  su  posiddn  en  una  direcdon,  y luego  de  vuelta  a la  posicidn  de  equilibrio,  y luego  a su  posicidn 
cxtiema  en  la  otra  diiecdon,  y de  vudta  a la  posicidn  de  equilibrio  se  le  llama  cicio  de  vibmdòn. 
Una  revoludon  (es  decir,  un  desplazamiento  angular  de  2 tt  radianes)  del  pasador  Fenla  figura  1 .46 
o una  revoluddn  del  vector  OP  en  la  figura  1 .47  constituyen  un  ciclo. 


Amplitud.  A1  desplazamiento  maximo  de  un  cuerpo  vibratorio  a partir  de  su  posidon  de  equilibrio 
se  le  llama  ampiitud  de  vibracion.  En  las  figuras  1.46  y 1.47  la  amplitud  de  vibracion  es  igual  a A. 


Periodo  de  oscilacidn.  H tiempo  requerido  para  completar  un  ciclo  de  movimiento  se  conoce 
oomo  perìodo  de  oscilaciàn  o perìodo  de  tìempo  y esta  simbolizado  por  t.  Es  igual  al  tiempo  reque- 
rido  para  que  el  vector  OP  de  la  figura  1 .47  gire  en  un  àngulo  de  2jr  y por  consiguientc 


<1.59) 


donde  m se  llama  frecuencia  drcular. 
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Frecuenda  de  osciiadòn,  La  cantidad  de  cidos  por  unidad  de  tiempo  se  llama  jrecuencia  de  os- 
cìlaciòn  o simplemente  frecuencia  y esta  indicada  por / Por  lo  tanto 


ù) 

2n 


(1.60) 


Aqui  a (i)  se  le  llama  frecuencia  circular  para  distinguiila  de  la  frecuencia  lineal/  = <o!2n.  La  varia- 
ble  ù)  simboliza  la  veloddad  angular  del  mo  vimiento  dclìco;/se  mide  en  ciclos  por  segundo  (hertz) 
en  tanto  que  <u  se  mide  en  radianes  por  segundo. 


Angulo  de  fase.  Consideremos  dos  movimientos  vibratorios  indicados  por  <f> 


X\  = At  sen  ù)t  (1.61) 

x2  = A2aen(ù)t  + <ft)  (1.62) 

Los  dos  movimientos  armtìnicos  dados  por  las  ecuaciones  (1.61)  y (1.62)  se  Uaman  sincrànicos 
porque  tienen  la  misma  frecuencia  o velocidad  angular,  <u.  No  es  nccesario  que  dos  osciladones 
sincronicas  tengan  la  misma  amplitud,  ni  que  alcancen  sus  valores  maximos  al  mismo  tiempo.  Los 
movimientos  dados  por  las  ecuadones  (1.61)y(l  .62)  se  representan  graficamente  como  se  muestra 
en  la figura  1 .52.  En  esta  figura,  el  segundo  vector  OP2  se addanta un  angulo  ^.conoddo  como  òn- 
gufa  defase,  al  primero  OP^.  Esto  significa  que  el  maximo  del  segundo  vector  ocurriria  d>  radianes 
antes  que  d primero.  Observemos  que  en  lugar  de  los  maximos,  pueden  considerarse  cualesquier 
otros  puntos  para  hallar  el  angulo  de  fase.  En  las  ecuaciones  (1.61)  y (1.62)  o en  la  figura  1.52,  se 
dice  que  los  dos  vectores  tienen  una  diferencia  de  fase  de  <f>. 

Frecuencia  natural.  Si  se  deja  que  un  sistema  vibre  por  sf  mismo  despues  de  una  perturbacion 
inicial,  la  frecuoida  con  la  cual  oscila  sin  la  aocion  de  fiierzas  extemas  se  conoce  como  frecuencia 
natural.  Como  se  vera  mas  addante,  por  lo  comtin,  un  sistema  vibratorio  que  tfcne  n grados  de 
libertad,  tendra  n frecuencias  naturales  de  vibradòn  distintas. 

Pulsaciones,  Cuando  se  suman  dos  movimientos  armonicos  con  frecuendas  prdximas  entre  sf,  el 
movìmiento  resultante  muestra  un  fenomeno  conocido  como  pulsadones.  Por  ejemplo,  si 

*i(t)  = X cos  o)t  (1.63) 

x2(t)  = x cos(ù)  + fi)r  (1-64) 
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*{t) 


Figuia  1.53  Ffenòmeno  de  pulsadones. 


Eita  ecuaciòn  se  muestra  graficamente  en  la  figura  1.53.  Se  ve  que  el  movimiento  resultante,  xit), 
lepresenta  una  onda  ooseno  con  frecuencia  to  + 6/2,  la  cual  es  apioximadamente  igual  a <w,  con 
una  ampiitud  variable  de  2X  cos  St/ 2 Siempre  que  la  amplitud  alcanza  un  maximo,  se  llama  pul- 
stciòn.  La  frecuencia  (6)  a lacual  la  amplitud  de  incrementa  y reduce  entre  0 y ZYse  conoce  como 
frecuencia  de  pulsaciòn.  E1  fenòmeno  de  pulsadòn  se  observa  a menudo  en  maquinas,  estructuras  y 
piantas  elòctricas.  Por  ejemplo,  en  maquinas  y estructuras,  el  fenòmeno  de  pulsaciòn  ocurre  cuando 
la  frecuencia  foizada  se  aceica  a la  frecuencia  natural  del  sistema  fvea  la  secdòn  3.3.2). 

Octava.  Cuando  el  valor  maximo  de  un  rango  de  frecuencia  es  dos  veces  su  valor  nunimo,  se  co- 
iiooe  como  banda  de  octava.  Por  ejemplo,  cada  uno  de  los  rangos  75-150  Hz,  150-300  Hz  y 300-600 
Hz  pueden  llamarse  banda  de  octava.  En  cada  caso  se  dice  que  los  valores  maximo  y nuriimo  de 
fiecuencia,  los  cuales  tienen  una  reiaciòn  de  2:l,difieren  por  una  octava. 

Dedbel.  Las  diversas  cantidades  encontradas  en  el  campo  de  La  vibraciòn  y el  sonido  (despla- 
zamiento,  velocidad,  aceleraciòn,  piesiòn  y potencia)  suelen  representarse  utilizando  la  notaciòn  de 
decìbel.  Un  decibel  IdB)  se  define  originalmente  como  una  relaciòn  de  potencias  elòctricas: 


dB  = lOlogf  “ 


(1.68) 
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donde  Poes  algiin  valor  depotenciade  referencia.  Dado  que  la  potencia  electrica  es  proporcional  al 
cuadrado  del  voltaje  (AQ,  el  dedbel  tambien  se  expresa  como 

dB  = 10  k.g(~)2  = 20  log(“)  (1.69) 

donde  es  un  voltaje  de  referencia  especificado.  En  la  pràctìca,  la  ecuacion  (1.69)  tambidn  se 
utilìza  para  expresar  las  relaciones  de  otras  cantidades  como  desplazamientos,  veloddades,  acele- 
iadones  y presiones.  Los  valores  de  referencia  de  Xq  en  la  ecuacion  ( 1.6)  suelen  considerarse  como 
2 X tO-5  N/m2  para  piesiòn,  y I fig  =9.81  X 1G-6  m/s2paia  aceleiacion. 


1.11  {Anàlisis  armònico5 


Aunque  d movimiento  armdnico  es  mas  simple  de  manejar,  el  movimiento  de  mucbos  sistemas 
vibratorios  es  no  armonico.  Sin  embargo,  en  muchos  casos  las  vibradones  son  periddicas,  por 
cjemplo  d tipo  que  se  muestia  en  la  figura  1.54(a).  Por  suerte,  cualquier  funcion  de  tìempo  pe- 
riddica  puede  ser  representada  por  la  serie  de  Fourier  como  una  suma  iniinita  de  terruinos  seno  y 
coseno  [1.36]. 


1.11.1 


Expansiòn 
de  la  serie  de 
Fourier 


Si  x(t)  es  una  fiinciòn  periòdica  con  periodo  r,  5U  reprcsentacion  como  serie  de  Fourier  esta  dada  por 


ùq 

x(t)  = — + ùi  oos  m + a2  oos  2 m + ■ ■■ 

+ b\  sen  (ùt  + Ò2  sen  2 &>t  + ■ ■ 

- w 

tìjj  _ 

= ~r  + 2j{a„cos  »ù)t  + h„sen  nùìt) 

2 n=l 


(1.70) 


donde  ù)  = 2tt/t  es  !a  frecuencia  fundamental  y a^,  at,  a2, ...,  bx,  b2, ...  son  coefidentes  constan- 
tes.  Para  determinar  los  coefìcientes  an  y bn,  multìplicamos  la  ecuacion  (1.70)  por  cos  nw  y sen 
n(Dt,  respectivamente,  e integramos  a lo  largo  de  un  periodo  t = 2tt/<d,  por  ejemplo,  de  0 a 2tt/<d. 


Aproxirtiadòn  de  un  t£rmino 


5EJ  aratll  ìsi$  armtìnico  constituye  k base  de  k secdòn  42, 


Capftulo  1 Fundamentos  de  vibiaciòn 


Bitonces  notamos  que  todos  los  torminos  exoepto  uno  en  el  lado  derecho  de  la  ecuacidn  seran  cero, 
yobtenemos 


Ù) 

2 f 

x(f)  dt 

aQ 

W ^ 

1 ^-4 

(1.71) 

Ù) 

*27r/ùJ 

2 r . . 

/ x(f)  COS  mùtdt 

/o 

= — / x(f)  OOS  rUàtdt 

'rJo 

(1.72) 

ù) 

p2v /ùi 

2 r . . 

b„ 

I x(t)  sen  n(ùtdt 

/o 

= - f jc(f)  senmaf^f 

^Ja  w 

(1.73) 

La  interpretacidn  fisica  de  la  ecuacidn  {1.70)  es  que  cualquier  fiincidn  periddica  puede  repre- 
sentarse  como  una  suma  de  fimdones  armonicas.  Aunquc  la  serie  en  la  ecuaddn  ( 1 .70)  es  una  suraa 
infmita,  podemos  aproximar  la  mayoria  de  las  funciones  periddicas  con  la  ayuda  de  sdlo  algunas 
fiinciones  armdnicas.  Por  ejemplo,  la  onda  triangular  de  la  figura  1 .54(a)  se  representa  a detalle  con 
sdlo  agregar  tres  ftindones  armonicas,  como  se  mucstia  en  la  figura  1.54{b). 

La  serie  de  Fourier  tambien  puede  representarse  por  medio  de  la  suma  de  sdlo  terminos  seno  o 
coseno.  Por  ejemplo,  la  serie  de  solo  tdrminos  coseno  se  expiesa  como 

x(t)  = d0  + d\  cos(ù)f  - <h)  + d2<x>s(2ù}t  - <ft2)  + ■■■  (1-74) 


donde 

dQ  = a0/2  (1.75) 

àn  = (4  + *2)I/2  (1-76) 

y b 

<pn  = tan-1  — (1.77) 

a» 

Fendmeno  de  Gibbs.  Qiando  una  fiinddn  periddica  se  icpiesenta  con  una  serie  de  Fourier  se  ob- 
serva  un  compoitamiento  anomalo.  Por  ejemplo,  la  figura  1.55  mueslra  unaondatriangulary  su  re- 
presentacion  de  serie  de  Fourier  con  un  numero  difeiente  de  tenninos.  A1  aumentar  los  tdrminos  (n) 
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se  ve  que  la  aproximacidn  mejora  en  otras  paites  excqjto  cerca  de  la  discontinuidad  (punto  P en  la 
figura  1.55).  Aquf  la  desviacion  con  respecto  a la  forma  de  onda  verdadera  se  reduce  pero  sin  que 
su  amplitud  sea  mas  pequena.  Se  ha  ohservado  que  el  erior  en  la  amplitud  permanece  a aproximada- 
mente9  por  dento  aun  cuando  Jfc  —>  oo.  Estecomportamiento  se  conoce  como  fendmeno  de  Gìbbs, 
en  honor  a su  descubridor. 


Serie  de 

FOurier 

compleja 


La  saie  de  Fourier  tambien  puede  expresarse  en  fiinddn  de  ntìmeros  complejos.  Observando,  por 
las  ecuaciones  (1.41)  y (1.42),  que 

etwt  — cos  ùh  + i sen  tot  (1-78) 


y 

e~tù3t  = cos  ùh  - i sen 


(1.79) 


cos  tory  sen  tùt  se  expresan  como 


COS  ù)t  = 


+ e'™1 
2 


(1.80) 


y 


Jmt  _ —itnt 

sen  ù)t  = 

2i 


(1.81) 


For  lo  tanto,  la  ecuaddn  ( 1 .70)  se  escribe  como 


. . <io  , 

*<»)  “ T + 


“0  f /joùit  . -inajfN  /j““<  _ \1 

f OQ  _ 

U 2/ 

| - £)  + f )} 


(1.82) 


donde  (?0  = 0.  Si definimos los coeficientes de la seriede Fourier compleja cny c_n como 


ca 


(1.83) 


y 


+ ib. 
2 


(1.84) 


La  ecuacidn  ( 1 .82)  se  expiesa  como 

*«  - S 

K=-00 


(1.85) 
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1.11.3 


Espectro  de 
frecuencia 


Los  ooeficÌOTtes  de  Fourier  c„  se  determinan  apficando  las  ecuaciones  (1.71)  a (1.75),  como 


oos  no)(  - i sen  n(ot]dt 


o 


(1.86) 


Las  funciones  armonicas  cos  nwf  o b„  sen  nwf  en  la  ecuacion  (1.70)  se  llaman  armònìcos  de 
orden  nde  la  funcidn  periddica  jc(f).  E1  armdnico  de  orden  n tiene  un  periodo  rfn.  Estos  armdnicos 
se  trazan  como  lfneas  verticales  en  un  diagrama  de  amplitud  (a„  y b„od„y  <f>„)  contra  lafrecuencia 
(n<o),  llamada  espectro  de  frecuencia  o diagrama  espectral.  La  figura  1.56  muestra  un  espectro  de 
frecuencia  tfpico. 


1 


J 1_ 


tì)  2tìj  Aù)  Iùì  Sai  9ùjFrccucncia  (h<w) 


ùì  2| ùì  3cn4 lù)  9ù)  Frccucncia  (>iùj) 


Figura  1*56  Espcctro  de  frecuencia  de  una  funciòn  de  tiempo  periòdica  tfpica. 


an  {coefidentes  de  los  temiÌTios  coseno  en  U 

eaiadòn  (1.70)) 


fd  | ■ £t>  ■ 2(ri  ià  J ■ m 4tu 


bn  (ooefkientes  de  bs  tèrmiiìos  seno  e n U 
ecuacion  (1.70)) 

t iù- 


£d|  ■ m ta^  ■ 2iri  ■ iri  ■ 4*ri 


(d) 


Figura  LS7  Representacion  de  una  funddn  en  los  dominios  del  tiempo  y 1a  frecuencia. 
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Representa- 
dones  en  el 
dominio 
del  tiempo 
y la  frecuencia 


La  expanslqn  de  la  serie  de  Fourier  perraite  describir  cualquier  funtidn  periddica  utilizando  tanto 
una  representacidn  en  el  donùnio  del  tiempo  como  una  representacìdn  en  el  dominio  de  la  frecuen- 
tia.  Por  ejemplo,  una  fiintidn  armonica  dada  porjc(r)  = A sen  mcn  d dominio  del  tiempo  (vea  la 
figura  1 .57(a))  puede  scr  representada  por  la  amplitud  y la  frecuencia  wen  d dominio  de  la  frecuen- 
tia (vea la  figura  I.57(b)).  Asimismo, una  fiintidn  periddica,  como  una onda  triangular.  puede  ser 
representada  en  el  dominio  del  tiempo,  como  se  muestra  en  la  figura  1.57(c),  o en  el  dominio  de  la 
frecuencia,  como  se  indica  en  la  figura  1.57(d).  Observemos  que  las  amplitudes  dn  y los  angulos 
de  fase  <f>n  coirespondientes  a las  frecuencias  pueden  utilizarse  en  lugar  de  las  amplitudes  an  y 
bn  para  la  representatidn  en  el  dominio  de  la  frecuentia.  Utilizar  una  integral  de  Fourier  (vea  la 
seccion  14.9,  en  inglds,  en  el  sitio  Web)  permite  representar  incluso  funciones  no  periodicas  o en 
un  dominio  dti  tiempo  o un  dominio  de  la  fiecuencia.  La  figura  1.57  muestra  que  larepresentacidn 
en  ti  dominio  de  la  frccuencia  no  propoiciona  las  condiciones  iniciales.  Sin  embargo,  en  muchas 
aplicaciones  piàcticas  a menudo  se  consideran  innecesarias  y sdlo  las  condiciones  de  estado  estable 
son  de  interds  primordial. 


1.11.5 


Una  funcion  par  satisface  la  lelacion 


x(-t)  = x(t) 


Funcionespar  ' ' w 

e I m par  En  este  caso,  la  expansidn  de  la  serie  de  Fourier  de x(f)  contiene  solo  ttiminos  coseno: 


(1.87) 


x(f)  - -r-  + 008  nù)t 

2 /1=1 


(1.88) 


donde  las  ecuationes  (1.71)  y (1.72)  dan  atì  y an,  respectìvamente.  Una  fiintion  impar  satisface  la 
telacidn 


z(-t)  = -x(t) 


(1.89) 


En  este  caso,  la  expansion  de  la  serie  de  Fourier  dejc(r)  contiene  solo  tèrrainos  seno: 


x(r)  = ^iasen/ifiir 

/1=1 


(1.90) 


donde  la  ecuacidn  ( 1 .73)  da  bn.  En  algunos  casos,  una  funcidn  dada  puede  consideraise  como  par  o 
impar  dependiendo  dela  ubicacion  de  los  ejes  de  coordenadas.  Por  ejemplo,  ti  desplazamiento  del 
eje  vertical  de  (a)  a (b)  o (c)  en  la  figuia  1.58(i)  pioduciià  una  funcidn  irnpar  o par.  Esto  significa 
que  sdlo  tenemos  que  calcular  los  coefitientes  bn  o t^.  Asimismo,  un  draplazamiento  en  el  eje 
del  tiempo  de  (d)  a (e)  equivale  a agregar  una  constante  igual  a la  cantidad  de  desplazamiento.  En 
el  caso  de  la  figura  1.58(ii),  cuando  se  considera  que  la  funcidn  es  funcidn  impar,  la  expansion  de 
la  serie  de  Fouricr  se  vuelve  (vea  el  problema  1.107): 


_ 4A*  1 2*(2n  -l)t 

Xì  (r)  = — V-— — sen 

n ir„4l(2n-l)  T 


(1-91) 


En  cambio,  si  la  fiincion  se  consideia  una  fiincidn  par,  como  se  muestra  en  la  figura  1 
expansidn  de  la  serie  de  Fourier  se  vuelve  ( vea  el  problema  1 . 107): 


®(r)  = v,?pr=TjC0S 


lir(2n  - l)r 


(1.92) 
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<i) 

Xi(f) 


(ti}  Fu  nciù  n impar 


T 

2 


(ui)  Funcitìn  par  Figura  1 JS8  Fundones  par  e impar. 
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Como  cos  [2iT<2n  — l)/4]  = 0 para  n = 1,2,3 y sen[2TT(2fi  — l)/4]  = ( — 1)«+1  para  n = 1, 2, 

3, la  ecuaciòn  { l .95)  se  reduce  a 


4A  * (-l)ft+1  2it(2*  - 1); 

“ — X TZ — OOS  — 

ir  ",  (2«  - 1)  r 


0-96) 


la  cual  puede  identificarse  como  la  ecuaciòn  (1.92). 


Expansiones 
de  medio 
rango 


En  àigunas  aplicaciones  practicas,  la  funciòn  rtt)  se  define  sòlo  en  el  intervalo  de  0 a r como  se 
mueslra  en  la  figura  1.59{a).  En  tal  caso  no  hay  condiciòn  alguna  de  periodicidad  de  la  funciòn,  ya 
que  la  funciòn  no  esta  definida  fiieia  del  intervalo  0 a t.  Sin  embaigo,  podemos  ampliar  arbitraria- 
mente  la  funciòn  para  incluir  el  intervalo  — r a 0 como  se  muestra  en  la  figura  1 ,59(b)  o en  la  figura 
1.59(c).  La  extensiòn  de  la  fundòn  indicada en  la  figura  I.59(b)  produce una  fiindòn  impar  *,{*), 
mientras  que  la  extensiòn  de  la  funciòn  que  se  muestra  en  la  figura  1.59{c)  produce  una  funciòn 
par,  x2(t).  Por  lo  tanto,  la  cxpansiòn  de  la  serie  de  Fourier  de  xt(t)  produce  sòlo  tòrminos  seno  y la 
de  x2(t)  implica  sòlo  tèrminos  coseno.  Estas  expansiones  de  la  serie  de  Fourier  de  ^,(0  y x2(t)  se 
conocen  como  expansiones  de  medio  rango  [1 .37].  Cualquiera  de  estas  expansiones  de  medio  rango 
puede  utilizaise  para  determinar  jf(t)  en  d intervalo  de  0 a t. 


m 


0 


T 


t 


{a)Fundtìn  original 


0 T 

(b)Extensidn  eomo  funcidn  impai 


t 


(c)  Extensiòn  como  funddn  par 

Figura  1.59  Ehctensiòn  de  una 
fùnciòn  para  expansiones  da 
medio  rango. 


68  Capftulo  1 Fundamentos  de  vibraciòn 


Calculo 
numèrico  de 
coeficientes 


Ejemplo  1.19 


Rìia  formas  muy  simples  de  la  funcidn  jrR),  las  Lntegrales  de-  las  ecuaciones  <l.7t)  a (1.73)  son 
feiles  de  evaluar.  Sin  cmbargo,  la  integracidn  se  complica  si  xU)  no  tiene  una  forma  simple.  En 
dgunas  aplicaciones  practicas,  como  en  el  caso  de  la  determinacidn  experimental  de  la  amplitud 
de  -vibracidn  mediante  un  transductor  de  vibracidn,  la  fiincidn  A'(r)  no  està  disponible  en  la  forma  de 

una  expresidn  matematica;  finicamente  los  valores  de  xU)  en  varios  puntos  h,  k t^estàn  dispo- 

nibles,  como  se  muestra  cn  lafigura  1 .60.  En  estos  casos,  los  coeficientes  an  y bn  de  las  ecuaciones 
(1 .7 1)  a { 1 .73)  se  pueden  evaluar  por  medio  de  un  procedimiento  de  integraddn  numerica  como  la 
regla  trapeaoidal  o de  Simpson  [1.38]. 

Supongamos  que  tt,  ...,  iwson  un  numero  par  de  puntos  equidistantes  a lo  largo  del  periodo 
t (N  =par)  con  los  valores  correspondientes  de  rtt)  dados  por  x\  = x(rt),j: 2 = ...,xN  = x(tN), 

respectivamente;  entonces  la  aplicacidn  de  la  regla  trapezoidal  da  por  resultado  los  coefidentes  an 
y bn  (al  establecer  r = NAt)  como:6 


2 N 

2 2fht  ti 

, 2 2 ti'jrti 

*m7rfìxim~ 


<1-97) 

<1-98) 

<1.99) 


Expanslòn  de  la  serie  de  Fourler 

Determiìie  la  expansitìn  de  la  serie  de  Fourier  del  mo vimiento  de  la  vàlvula  en  el  sistema  de  Jeva  y segnidor, 
mostmdo  en  lafigma  1.61. 


^ara  la  nogla  de  Simpson,  N ticne  que  ser  tm  mSmero  par  peio  no  pam  1a  regla  trape^oidal,  Las  ecuadones  (h97)  a ( L99) 
aiponen  que  la  condidàn  do  periodicìdajd,  ;r0  ~xN  se  mantiene  derta, 
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SoluciSn:  Si  j(f)  indica  el  movimieoto  vertical  de  la  varilla  de  empoje,  d movimieDto  de  la  vàlvda,  rtf),  $e 
puede  determmar  con  1a  relacitìn: 


tan  & = 


y(t) 


m 

k. 


0 


donde 


y(t)  = Y-\  0 ^ t ^ r 

T 


2it 

y el  periodo  està  dado  por  t = — . Definiendo 

m 


A = 


yh 


(E.l) 


(E.2) 


x(t)  se  pnede  expresar  como 

x(t)  = Jc-\  0 £ f £ r (E.3) 

T 

La  ecuacitìn  (E.3)  $e  muestrn  en  la  figura  1.54{a).  Para  calculai  lo$  coeficientes  an  y bnì  utilizamos  de  las 
ecuaciones  (1 .7 1)  a la  (1 .73): 


^ = — / x(t)  dt  = — I A-dt  = = 

‘Itjo  «/o  T 'tt  r\2  jQ 

Qn  = — I *(r}  co$  nùjf  *dt  = — I A-  co$  nù)t  - dt 
1T  Jo  TT  Jo  T 


(E-4) 


Pigttra  1.61  Sistema  de  leva  y seguidor. 
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EJemplo  1.20 


= 0,  n = 1,2,  ... 


-/ 

pl'nfbt 

jf(f ) $en  ncot  - dt 

) 

ÒJ 

Wj 

j*2jt  fm  ^ 

I A“$en  rnot'dt 

0 T 

Aù> 

fat 

j t sen  /jn»l  * dt  = 

A 

$en  niot  tot  C0$  nwuf"| 

2ir  fat 

TTT  , 

Itt2 

1 

a 

0 

(E.5) 


(E.6) 


Hjr  consiguiente,  la  expansiàn  de  la  serie  de  Fomier  de  x(f)  es 

A A A 

jf(f)  = — $en  ù)f  - ™ $en  2 iof  - 

v 1 2 ir  2ir 


A ir  _ f 

ir[_2  \ 


sen  ùw  + sen  2<ut  + ^sen  3ti4  + 
2 3 


■•}] 


(E.7) 


Los  primeros  tres  tbrminos  de  la  serie  se  mnestran  en  la  figura  1 ,54(b).  Se  ve  que  ia  aproximacitìn  adopta  la 
fbrma  de  diente  de  sierra  incluso  con  una  pequefia  cantidad  de  t&minos. 


Anàlisis  de  Fourler  numèrlco 


La$  fluctuaciones  dc  la  presidn  dcl  agua  cn  una  tuberia,  mcdMas  a iutervalos  de  0.01  segundos,  $e  dau  en  la 
tabla  1.1.  Estas  fluctuaciones  son  de  uaturaleza  repetitiva.  Realice  uu  auàlisis  armdnico  de  las  fluctuaciones  de 
presion  y determi  ne  los  primeros  tre$  armduicos  de  la  etpansidu  de  la  Serie  de  Fourier. 

Sùlueidn:  Como  las  fluctuacioues  de  presidn  dadas  $e  repiten  cada  0.12  s,  el  periodo  es  r = 0.12  s y 
h frecueucia circular del  primer armonico  es 2 tt  radianes por 0. 12  $,  u m = 2 it /0. 12  = 52,36  iad/s.  Cuando  la 
cantidad  de  vaJores  obsemdos  sn  cada  onda  (AT)  es  12,  de  la  ecuacitìn  (1.97)  obteuemos 

«0  = “ 2 Pi  = 7 1 Pi  = (E.l) 

/V  <=]  0 i=  i 


tus  coefidentes  afl  y se  deteimimn  a partir  de  las  ecuacioues  (1.98)  y (1 .99): 


2 ^ 2 nirti  1 H 2 rvnti 

‘•‘Nàr’iCOa~‘ì  i§',,C0SW2 

2 ^ 2 MTti  l ^ 2nirf; 

K = NàPi*n—  = ìà**°  w 


(E.2) 

(E.3) 


tn$  càlculos  implicados  cn  las  ecuaciones  (E.2)  y (E.3)  se  muestmn  en  1a  tabla  1.2.  Con  estOS  càlculos  se  ob- 
tiene  la  expansibn  de  la  serie  de  Fourier  de  las  fluctuaciones  de  presibn  p(t)  (vea  la  ecmcibn  1 .70); 

p(t)  = 34083.3  - 26996.0  C0S52.3tìt  + 8307.7  Sen52.3tìf 

+ 1416.7  cos  104.72t  + 3608.3  sen  104.72i  - 5833.3  cos  157. 08f 
- 2333.3$en  157.081  + ■--  N/m2  (E.4) 
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Tabla  1.1 


Estariòn  de  tiempo,  i 

Tiempo  (s),  tf 

Presiòn  (kN/m2)^( 

0 

0 

0 

1 

0.01 

20 

2 

0S02 

34 

3 

0.03 

42 

4 

0.04 

49 

5 

0.05 

53 

6 

0.06 

70 

7 

0.07 

60 

8 

0.08 

36 

9 

0.09 

22 

10 

0.10 

16 

11 

0.11 

7 

12 

0.12 

0 

Tabla  1.2 

n 

= 1 

n 

= 2 

n 

= 3 

ì 

h 

pi 

2ir#j 

Pì  cos 

F‘  0.12 

2'irfj 

0.12 

4 irti 

Pi  COS 

(L12 

6wti 

6*r ti 

0.12 

1 

0.01 

20000 

17320 

10000 

10000 

17320 

0 

20000 

2 

0.02 

34000 

17000 

29444 

-17000 

29444 

-34000 

0 

3 

0,03 

42000 

0 

42000 

-42000 

0 

0 

-42000 

4 

0.04 

49000 

-24500 

42434 

-24500 

-42434 

49000 

0 

5 

0.05 

53000 

-45898 

26500 

26500 

-45898 

0 

53000 

6 

0.06 

70000 

-70000 

0 

70000 

0 

-70000 

0 

7 

0.07 

60000 

-51960 

-30000 

30000 

51960 

0 

-60000 

8 

0.08 

36000 

-18000 

-31176 

-18000 

-31176 

36000 

0 

9 

0.09 

22000 

0 

-22000 

-22000 

0 

0 

22000 

10 

0.10 

16000 

8000 

- 13856 

-8000 

- 13856 

-16000 

0 

11 

0.11 

7000 

6062 

-3500 

3500 

-6062 

0 

-7000 

12 

0.12 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

12 

2<) 
i—  1 

409000 

-161976 

49846 

8500 

21650 

-35000 

14000 

1 12 

t2o 

0 ;=1 

68166.7 

-26996.0 

8307.7 

1416.7 

3608.3 

-5833,3 

-2333,3 
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1.12  Ejemplos  resueltos  utilìzando  MATLAB 


Ejemplo  1.12  Representaciòn  gràfica  de  la  serie  de  Fourler  utillzando  matlab 

Traoe  la  fudcitìn  peiitìdica 


= A f — T 

T 


y$u  representacitìn  de  la  serie  de  Fourier  cod  cuatro  t<5rmicio$ 
x(t) 


sen  (ot  + x sen  2 tot  + 7 sen  3 atf 
2 3 


)) 


2v 

para  0 — i — t con  A = 1,  w = tt,  y t = — = 2. 

{lì 


(E.l) 


(E.2) 


x{£)  = A*t! tau 


Un  tèr  mi  no 


Dos  tè  rminos 


Tìes  terminos 


Cuatro  tfrminos 


Ecuaciones  (E.l)  y (E.2)  con  difeiente$  numero$  de  terminos. 
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EJemplO  1.12 


SoluCwSn!  Se  escribe  un  prognima  MATLAB  pam  tiazai  lflS  ecuaciones  (E.  1)  y (E.2)  con  diferentes  cantidà- 
des  de  tèrminos,  como  se  muestra  a contùiuacitìn. 


%«k1_21.h 

txa£o(do)  la  funclòn  x(t)  t A * t / tau 
A 9 1; 

V = plf 

tau  = 2 ; 

for  ì = 1:  101 

t(l)  = tau  * (1-1) /100? 

5t(i)  n A * t(±)  / tau? 

*nd 

GUbplot  (2  31)  ; 
plot(trx)  r 
ylabal(ax(t)  ■)  r 
xlabal  (4t  ■)  ; 

titla  (ax(t)  - A*  t/tau  ■)  ; 
fox  i =1=  101 

xl(i)  i=  A / 2f 

and 

aubplot(2  32)  f 
plat(trxl) f 
xlab&l  ("t4)  } 

titlo  i'Uti  tàraino')  ; 
for  I » li  101 

x2  (1)  e A/a  - A * flin(v*t(i))  / plf 

and 

aubplot  (22  2)  f 
plot (t rx2)  f 
xlabal  (■  t' ) j 

titla  ( 1 Doa  tfiminoflr)f 
for  i « li  101 

x3(i)  ^ A/2  - A * fllu(v*t(i))  / pì  - A * flin  (2*w*t  (1) ) / (2*pi)  f 

and 

flubplot (224)  f 

piot(tr*a)  t 

ylabal  (aK(t)  ■)  f 
xlabal  (a  ta ) f 

tltla  ( 1 Traa  tfiriainoa  r ) f 
far  i = 1=  101 

t(i)  = tau  * (1-1) /100  f 

x4(i)  ps  A/2  - A * nin(v*t(i) ) / pi  - A * flin(2*w*t(l))  / (2*pi) 

- A * ain  (3  *w*t  (i) ) / (3*pi)  f 

and 

aubplat  (23£)  f 
plot (t rx4)  f 
xlabal  (4 11 ) f 

titla  (’Cnatro  tfirainoe r ) f 


Representaclòn  gràfica  de  pulsaclones 


Se  somete  una  masa  a do$  movimieJitos  aimtìnicos  dados  por  x j(r)  = X co$  ur  y x2(t)  = X co$  (to  + è)t  con 
X = 1 cm,  ù)  = 20  md/$3  y £ = 1 md/$.  Tmce  el  movimiento  re$nltante  de  la  masa  con  MATLAB  e identìfique 
la  fiecuenda  de  pul$acitìn. 

SoIucmjh  : E1  mo vimiento  ie$ultante  de  la  ma$a,  x(t)  e$tà  dado  por 

x(t)  = JTl(f)  + X2(t) 

= X CO$  Ùìt  + X CO$(ù)  + S)t 

St  f s\ 

= 2X  C0$ “ Co$l  ùi  + “ 1/  (E.l) 
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Ejemplo  1.23 


Se  ve  que  el  mg viiuieuto  preseuta  el  feutìmeno  de  pulsadtìu  con  uua  ftecueuda  to^  = (a>  + 5)  - fw)  = 5=1 
lad/s.  La  ecuadtìn  (E.  1)  se  traza  con  MATLAB  como  se muestm  a contiuuaddn. 

% «xl_22.i& 

% Tnur  el  f enòmems  de  pulMcìonaa 
JL  B lf 
V B 20; 

dòlta  ± 1; 
for  i — 1 : 1001 

t (£)  = 15  * (i  -1)  /1000 j 

x(i)  = 2 * A * coe  (dalta*t  (ij/2)  * coe  ( (w  + dalta/2)  *t(i))F 

and 

plot  (tr3t)  f 
xlabal  (■  t ■)  ; 
ylabal  (*x(t)')r 

tltla  (^Fanàaano  da  pulaaclonair)  ; 


Fenòmeuo  de  puJaaciones 


t 


Anàlisis  de  Fourler  numèrlco  realizado  utlllzando  MATLAB 


Realice  un  antìlisis  armdnico  de  las  fluctuacione®  de  piedtìn  dadas  en  la  tabla  1.1  de  la  pdgina  71  y determine 
bs  primeros  cinco  armtìnicos  de  la  expansitìn  de  la  serie  de  Fonrierh 

Sùlucitìn:  Rira  hallar  los  primeios  cinco  aimtìnicos  de  las  fluctuadones  de  presitìn  (es  decir,  oq,  ah  ...,  6i 

se  desanolJa  un  progiama  MATLAB  de  nso  general  pam  el  antìlisis  armtìnico  de  una  fundtìn  jtfr)utilizando 
bs  ecuadones (1 .97) a fl.99).  El  progmma,  denominado  Ptogrnml.m,  requiere  los  siguientes  datos  de  cntmda: 

n = cantidad  de  puntos  equidistantes  en  los  cuales  $e  conocai  los  valorea  de  x{i) 
m = cantìdad  de  coefidentes  de  Rmrier  que  se  compamdn 
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tìempo  - periodo  de  tiempo  de  la  foncidn  x(l) 

x = ocsnjnnto  de  dimensiones  «,  qne  oontiene  los  valores  conoddos  de  x </);  x(j)  = x (f;) 
t = conjunto  de  dimensiones  n,  que  contiene  los  valores  conocidos  de  r,  t(t)  — t; 

El  programa  genera  los  siguientes  resultados: 

acero  =oodelaecuacidn  (1.97) 
i,o(i),Ki);i  = 1,2 m 

donde  o(0  y b(f)  indican  los  valores  calculados  de  a-t  y b;  dados  por  las  ecuaciones  (1 .98)  y (1 .99),  respecti- 
vamente. 


» progrul 
Exp&nflìAn  dtì 


1*  fl«rì*  dtì  FotirÌ*r  do  1*  funeìdn  x ( t) 


Cantidad  dn  puntoa  «n  un  ciclo  e±  12 

Cintldad  d*  confici«nt«a  d«  Fouriar  roquoridofl  = 5 


Pariodo  dtì  tiflupo  ±=  l.aOOOOOa-OOl 

Eaticiòr  Titìmpo  «u  la  tìetacidn  1:  t(i) 

x(i)  *t  t(i) 

1 

i.oooQoo«-ooa 

a.ooooootì+oo4 

a 

a.ooooootì-ooa 

3 .400  000tì  + 004 

3 

a.ooooootì-ooa 

4 . aOO  OOOs  + 004 

4 

4.oooooOtì-ooa 

4 . 500  000tì  + 004 

£ 

s.ooooodtì-ooa 

£ . 300  000tì  + 004 

£ 

£.oooooo«-ooa 

7 . 000  000tì  + 004 

7 

7.oooooo«-ooa 

fi . 000  000tì  + 004 

e 

e.ooooootì-ooa 

3 . £00  0D0tì+004 

s 

$.ooooootì-ooa 

a.aoooootì+oo4 

10 

1.000000tì-001 

1. £00  000«  + 004 

n 

1.100000tì-001 

7 . 000  0G0tì  + 003 

la 

i.aoooootì-ooi 

0.000000tì+000 

Htìflultadofl  dtìl  auiliflifl  dtì  Fouritìr: 

m esrù^fi . 01£££7tì-b004 

vtìlortìfl  dtì  1 

« (i) 

b(i) 

1 

-a.£S3£30tì+004 

e.307£eatì+003 

a 

i.4i££aa«^ooa 

3 . £ 0049  3tì+00  3 

3 

-£.ea3a4£«-tooa 

-2.3334 34tì+0  03 

4 

-5.ei4oa£«+ooa 

a . 1££0£ ltì+00 3 

£ 

-a . 17  0204  tì+00 1 

-£ . 4117  Ofitì+O  02 

1.13  I Literatura  acerca  de  la  vibraciòn 


Laliteratura  sobre  vibraciones  es  abundante  y dìversa.  Se  cuenta  con  varios  libros  de  texto  [1.39]  y 
se  publican  docenas  de  periddìcos  tdcnicos  con  regularidaden  relacidn  con  las  vibraciones.  Esto  se 
debe  principalmente  a que  la  vibracidn  afecta  a muchas  disciplinas,  desde  la  ciencia  de  los  materia- 
les  hasta  el  analisis  de  maquinaria  y estructuras  espaciales.  Los  investigadores  en  muchos  campos 
deben  estar  atentos  a la  investigacidn  de  la  vibiacidn. 

Lcb  diarios  de  mayor  circulacion  que  publican  articulos  sobre  vibraciones  son  ASME  Joumat 
ofVÌbratìon  and  Acoustìcs;  ASME  Joumal  ofApplfed  Mechanks;  Journat  ofSound  and  Vìbration; 
AIAA  Journat;  ASCE  Joumal  of  Engineertng  Mechanics;  Earthquake  Engineering  and  Structurai 
Dynamtcs;  Bulietin  of  the  Japan  Society  of  Mechanìcal  Engineers;  Internationai  Joumal  ofSo- 
lids  and  Strucmres;  Intematìonai  Joumatfor  Numericai  Methods  m Engineerìng;  Journai  ofthe 
Acousticai  Society  ofAmerÌca;  Sound  and  Vìbration;  Vibrations,  Mechanicat  Systems  and  Signal 
Processing;  Internationai  Journai  ofAnaiytical  and  Experimentat  Modal  Anaiysts;  JSME  Inter- 
national  Journat  Series  Hl—Vibration  Controi  Engineering,  y Vehicie  System  Dynamics.  En  las 
xefcrencias  dd  capitulo  se  citan  muchos  de  estos  diarios. 
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Ademas,  Shock  and  Vibration  Digest,  Applied  Mechanics  Reviews  y Noìse  and  Vibmtion 
Worldwide  son  diarios  resuraidos  mensualmeote  que  contienen  comentarios  breves  de  casi  todo 
artfculo  publicado  sobre  vibraciòn.  Las  fdnuuias  y soluciones  en  ingenieria  de  vibracion  son  faciles 
de  encontraren  las  referencias  [1 .40-1 .42]. 


Resumen  del  capftulo 

Ba  este  capftulo  presejitamos  los  conceptos  ftmdajnentales  de  vibracidu  juuto  con  una  bieve  descripcidu  de 
la  historia  e importancia  del  estudio  de  vibmciones.  Presentamos  los  conceptos  de  grado  de  libertad,  sistemas 
dìscretos  y contiuuos  y las  diferentes  clases  de  vibmcida  Describimos  los  pasos  bàsicos  implicados  en  el  and- 
lisis  de  vibmcidn  de  un  sistema.  Presentamos  el  tipo  fundamental  de  vibmcidn,  conocido  como  movimiento 
armdnico,  junto  con  la  tenninologia  asociada.  Presentamos  el  andlisis  y la  iepiesentaciòn  de  la  serie  de  Fouriei 
de  fimciones  periddicas  asi  como  la  detenninacidn  numèrica  de  los  coeficientes  de  Fourier  con  ejemplos. 

Aestas  altums,  el  lector  debe  ser  capaz  de  alcanzai  los  objetivos  estabJecidos  al  principio  del  capftulo.  Pam 
ayudai  al  lectoi,  se  dan  peguntas  de  repaso  en  foima  de  preguntas  que  iequieien  respuestas  breves,  enuncia- 
dbs  falsos  o veidaderos,  llenai  espacios  en  blanco,  opciones  multiples,  y coincidencia  de  enundados  pam  una 
OJtoevaJuaddn  con  las  iespuestas  disponibles  en  el  sitio  web  afm.  Tambidn  se  proponen  varios  problemas  que 
implicau  difeientes  niveles  de  difieultad  al  aplicar  los  conceptos  bdsicos  piesentados  en  el  capftulo.  Las  respues- 
tas  a problemas  selecdonados  aparecen  al  final  del  Jibro. 
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preguntas  de  repaso 

hl  Eesponda  brevemente  lo  $iguionte: 

I*  Ptoporciono do$  ejemplos  cada  uno  de  lo$  efectos  malos  y bueuos  de  la  vibmcidu. 

2*  iCuàles  son  las  tres  partes  elementales  de  un  sistema  vibratorio? 

3*  Defina  la  cantidad  de  giados  de  libertad  de  un  sistema  vibmtorio. 

4*  iCudJ  e$  la  diferencia  entre  un  $i$tema  di$CietO  y uno  continuo?  £E$  posible  ie$olver  cualquier 
problema  de  vibmcidn  como  $i  fuem  discieto? 

5*  Eh  el  andli$is  de  vibmcidn,  ^puede  de$echame  siempre  el  amortiguamiento? 

64  iPUede  identificarse  un  probiema  de  vibmcitìn  con  stìlo  observar  $u  ecuacitìn  difeiencial? 

7*  iCutìl  e$  la  difeiencia  entre  vibmcitìn  determini$tica  y aleatoria?  Piupoicione  do$  ejemplos  de  cada 
una. 

8,  iQutì  mtìtodos  hay  di$ponible$  pam  ie$olver  la$  ecuacione$  iectoms  de  un  problema  de  vibmdtìn? 

9.  iCdmo  conecta  vario$  ie$orte$  pam  inciementar  la  rigidez  total? 

10*  Defina  la  constante  de  rigidez  y amortiguamiento  de  un  re$orte. 

11*  iCutìle$  $on  lo$  tipo$  comune$  de  amortiguamiento? 

12*  Mencione  tre$  formas  diferentes  de  expresar  una  funcitìn  peritìdica  en  funcitìn  de  $u$  armtìnico$. 
13*  fcfina  estos  terminos:  dclo,  amplitud,  àngulo  de  fase3  ftecuenda  lineal,  periodo  y ftecuencia  natuml. 
14*  ^Ctìmo  $e  relacionan  r3  m y /entre  Si? 

15*  iCtìmo  podemos  obtener  frecuencia,  fase  y amplitud  de  un  mo  vimiento  armtìnico  a partir  del  vec* 
tor  rotatorio  cone$pondiente? 

16*  iCdmo  $uma  do$  movimiento$  armtìnicos  $i  tiene  ftecuencias  difeiente$? 

17*  iQuè  son  la$  pulsadone$? 

18*  Defina  lo$  ttìrminos  decìbet  y ocmva* 

19*  Explique  el  fentìmeno  de  Gibb$. 

20*  iQutì  son  la$  expan$ione$  de  medio  mngo? 

1*2  Indique  si  cada  uno  de  los  $iguiente$  enunciados  e$  verdadero  o fòlso: 

1*  Si  $e  pierde  energia  en  cualquier  forma  dumnte  la  vibmdtìn,  se  considem  que  el  sistema  es  amor- 
tiguado. 

2*  E1  prindpio  de  superposidtìn  e$  vàlido  pam  $i$tema$  lineale$  y no  lineale$. 

3*  La  ftecuencia  con  la  cual  vibm  un  $istema  inidalmente  perturbado  por  $1  mi$mo  $e  conoce  como 
fiecuenda  natuml. 

4*  Cbalquier  fundtìn  peritìdica  puede  expandime  a una  serie  de  Fourier. 

5*  lln  movimiento  armtìnico  e$  un  movimiento  peritìdico. 

6*  la  masa  equivalente  de  varias  masa$  en  diferentes  lugaies  se  encuentm  utilimndo  la  equivalencia 
de  energfa  dntìtica. 

7*  Las  coordenadas  genemlizadas  no  necesariamente  $on  cooidenadas  cartesianas. 
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8*  Lo$  di$creto$  son  lo$  mismos  qne  lo$  $i$tema$  de  parSmetro  concentrado. 

9*  Cbnsidere  la  $uma  de  movimiento$  armtìnicos,  x(f)  = (*)  + = A co$(wr  + a)  con jC|{f)  = 15 

co$  wryjc2{r)  =20co$(mf  + 1)K  La  amplitod  A lada  30,8088. 

10+  Cbn$idere  la  $nma  de  movimiento$  aimtìnicos  *{;)  = x,(f)  + xj(f)  = A co${W  + «)  con  x ,{f)  = 15 
C0$  mf  y jr2(f)  = 20  co$  (mf  + 1).  E1  tìngulo  de  faseaesde  1.57  md. 

1*3  Ilene  el  e$pacio  en  blanco  con  la  palabra  conecta: 

Lo$  $i$tema$  experimentan  peligrosamente  giandes  osciladone$  en . 

2,  La  vibradtìn  no  amoitiguada  $e  caiacterizada  por  no  tener  ptìrdida  de . 

3*  Un  sistema  vibratorio  $e  compone  de  un  resorte,  amortiguador  y . 

4«  Si  un  movimiento  $e  repite  desputìs  de  intervalos  de  tiempo  iguales,  $e  llama  movimiento 


5*  Cbando  la  aceleradtìn  e$  propordonal  al  desplazamiento  y dirigida  hada  la  posidtìn  media,  el 
movimiento  se  llama  armtìnico . 

6*  E1  tiempo  req  uerido  para  completai  un  ciclo  de  movimiento  $e  llama de  vibmdtìn. 

7*  La  cantidad  de  dclos  poi  unidad  de  tiempo  se  Uama de  vibiadtìn. 

8*  Se  dice  que  dos  movimientos  armtìnicos  que  tienen  la  mi$ma  frecuencia  $on . 

9*  la  difcienda  angulai  entie  la  ocurrenda  de  pmto$  $emejante$  de  do$  movimiento$  aimtìnicos  $e 
Hama . 

10*  Se  puede  con$iderar  que  lo$  $i$tema$  continuo$  o di$tribuido$  tienen giados  de  libertad. 

11*  Ic$  $i$tema$  con  una  cantidad  finita  de  giados  de  libeitad  $e  conocen  como  $i$tema$ . 

12*  la  cantidad  de  grados  de  liberfad  de  un  $i$tema  indica  el  mfnimo  de independiente$ 

nece$aria$  para  de$cribii  la$  po$icione$  de  toda$  la$  paite$  del  sistema  en  cualquier  in$tante. 

13*  Si  un  $i$tema  vibra  debido  stìlo  a una  perturbacitìn  inicial,  $e  llama  vibiacidn . 

14*  Si  un  $i$tema  vibia  debido  a una  excitacidn  extema  $e  llama  vibiacitìn . 

15*  la  iesonancia  indica  la  coincidencia  de  la  fiecuencia  de  la  eicitacitìn  extema  con  una  ftecuencia 
del  sistema. 

16*  Uha  funcitìn  /(/)  $e  denomina  funcitìn  impar  si . 

17*  La$  expansio  nes  de intervaio  $e  pueden  u$ar  paia  iepiesentar  fìmcione$  definida$  $dlo  en 

d intervalo  0 a r. 

18,  El  antìli$i$ $e  ocupa  de  la  repiesentacitìn  de  serie  de  Fourier  de  funcione$  periddicas. 

19,  La  velocidadde  rotacitìn  de  1 000  rpm  (ievolucione$por  minuto)cone$pondea iadiane$/$. 

20,  Cuando  la  velocidad  de  una  tmbina  e$  de  6 000  ipm,  $e  iequieien $egundo$  paia  que  la 

turbina  complete  una  ievolucitìn. 

1*4  Seleccione  la  ie$pue$ta  mtì$  apropiada  de  entie  la$  opcione$  multiples  dada$  a continuacidn: 

1*  E1  primer  sismtìgmfo  del  mundo  $e  in  venttì  en 

(a)  laptìn  (b)  China  (c)  Egipto 

2*  Los  primeros  experimentos  con  ptìndulos  simples  fueion  realftados  por 
(a)  Galileo  (b ) Pittìgoias  (c)  Ari$tdtele$ 

3*  La  obia  Phitosophiae  Naturaiis  Principia  Mathematica  fue  publicada  por 
(a)  Galileo  (b)  Pittìgoras  (c)  Newton 

4*  Ia$  foimas  de  modo  de  placa$,  colocando  arena  sobie  placas  vibratorias,  fueron  observados  por 
primeia  vez  por 

(a)  Oiladni  (b)  D'Alembert  (c)  Galileo 

5*  La  teoria  de  vigas  gruesas  fue  presentada  por  primera  vez  por 
(a)  Mindlin  (b)  Einstein  (c)  Timoshenko 

6*  la  cantidad  de  giado$  de  libertad  de  un  pendulo  simple  e$: 

(a)0  (b)  1 (c)  2 

7*  La  vibmcidn  puede  clasificarse  de 

(a)  ma  manem  (b)  do$  manerns  (c)  varias  manems 

8*  B fentìme  no  de  Gibbs  indica  un  comportam  iento  antìmalo  en  la  lepresentacion  de  la  serie  de  Fourier 
deuna 

(a)  fimcidn  aimtìnica  (b)  funcidn  periddica  (c)  funcitìn  aleatoria 
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9,  La  represeotadòn  giàfica  de  las  antplitndes  y àngulos  de  fase  de  varios  componentes  de  fteeuenda 
de  una  ftmdòn  periòdica  se  conoce  como 

(a)  diagiama  espectral  (b)  diagrama  de  ftecuencia  (c)  diagrama  aimònico 

10.  Cbando  un  sistema  vibra  en  un  medio  fluido,  el  amortiguamiento  e$ 

(a)  viscoso  (b)  Coulomb  (c)  sòlido 

11.  Qiando  partes  de  un  sistema  vibratorio  se  deslizan  sobre  una  superfide  seca,  el  amortiguamiento  es 

(a)  viscoso  (b)  Coulomb  (c)  sòJido 

12.  Cbando  1a  curva  de  esfuerzo-deformadòu  del  material  de  un  sistema  vibratorio  presenta  un  bucle 
de  històresis,  d amortìguamiento  es 

(a)  viscoso  (b)  Coulomb  (c)  sòJido 

13.  Ia  constante  equivalente  de  dos  resortes  en  paralelo  con  rigideces  y e$ 

(a)  (b)  — (c)  — + — - 

— + — * 2 
k2 

14.  la  constante  de  resorte  equivalente de  dos  resortes  en  serie  con  rigideces  k\  y k2  es 

(a)  k.+k^  (b)  - - <c)  F + f 


15*  la ootistante de restnle de una  viga eu  voladiaD  coa una masa mefld extremo  es 

, . 3 E/  n*  , Wj3 

a)  fi  ^ 3 EI  ^ 3EI 


16*  Si  f(-t)=  f(t\  $e  dice  que  la  fimcidn  es 

(a)  par  (b)  impar  (c)  contìnna 


1*5*  Correladone  lo  signiente: 

1*  Pitigoias  (582-507  a.C) 

2,  Euctìdes  (300  a.C.) 

3*  Zbang  Heng{132) 

4*  Gatìleo  (1564-1642) 

5*  Rayleigh{1877) 

L6  Correlacione  lo  signionte: 

1*  H desequitìbrio  en  motores  diesel 

2*  La  vibracidn  e n màquinas  hermmienta 

3*  La  vibracidn  de  hojas  y disoos 

la  vibiaddn  inducida  por  el  viento 
5*  La  tran$mi$idn  de  la  vibiaddn 


a*  publictì  nn  tìbro  sobie  la  teoria  del  sonido 

b.  primeia  peisona  que  investigtì  los  sonidos  mnsi- 
cales  con  base  cieatffica 

c*  escribiò  nn  tmtado  llamado  Intrvducmn  to  tìar - 
monfcs 

d*  fnndadoidelacienciaexperimentalmoderna 

e*  inventò  el  primer  sismògrafo  del  mundo 

a*  pnede  provocar  la  falla  de  tnrbinas  y motoies  de 
avidn 

b*  provoca  incomodidad  en  la  actividad  tìumana  dn- 
mnte  el  corte  de  metal 

c;  pnede  hacer  qne  las  rnedas  de  locomotoras  se  le- 
vanten  de  la  vfa 

d*  pnede  provocar  la  caida  de  puentes 

c*  puede  provocar  traqueteo 


1*7  Cbnsidere  cuatro  resortes  con  las  constantes  de  resorte: 

ki  = 20  Ib/pulg,  kq  = 50  lb/pulg,  k^  = 100  Ib/pulg,  k4  = 200  lb/pulg 
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Correlacione  las  cùnstantes  de  reSOite  equivalentes: 


1*  k\,  kì,  kì  y k4  estan  en  paralelo 

2,  ku  k2,  k3  y k4  estan  en  serie 

3,  k^y  k, estìn  en  pàralelo  = kl2) 

4,  kì  y fcjestan  eo  paralelo  (k^  - £34) 

5-  k\,  k2yk3  estfin  en  paraJelo  (fc^  = 

6.  A |23  esti  en  serie  con  k4 

7.  k%  k?y  kt  esKin  en  paralelo  = £234) 

8.  y *234estSn  en  serie 


a.  18.9189  lb/pnlg 

b.  370.0  lb/pnlg 

c.  11.7647  lb/polg 
(L  300.0  lb/pnlg 
e.  70.0  Ib/puig 

L 170.0  Ib/pnlg 

g.  350,0  Ib/pnlg 

h.  91.8919  lb/pnlg 


Problemas 

secciòn  1.4  conceptos  bàsioos  de  la  vibraclòn,  y 

secciòn  1.6  Procedimiento  de  anàlisis  de  la  vlbraciòn 

Ll*  B estodio  de  la  respuesta  de  un  cuoipo  hninano  sujeto  a vibraciòn  y/o  choqnc  e$  importantc  en  mnchas 
aplicadone$.  Estando  de  picf  1a$  ma$a$  de  la  cabeza,  d toi$oa  la$  caderas,  las  picmas,  la  dasticidad  y/o 
amortiguamiento  del  cndlo,  la  cglumna  veitebral,  d abdomen  y la$  piemaa,  influyen  en  la$  caractensti- 
ca$  de  la  iespnesta.  I>e$aiTolle  una  secnoicia  de  tre$  aproximaciones  mejoradas  para  modelar  d cneipo 
himano. 

L2*  la  figura  1 .62  muestra  un  cuerpo  humano  y un  sistema  de  restriccidn  (seguridad)  en  d momento  en 
i|je  un  automtìvil  choca  [1.47].  Sugieia  un  modelo  mateumtico  simple  consideiando  la  ela&ticidad, 
ma$a  y amortiguamiento  del  asicnto,  d cueipo  humano,  y la$  restricciones,  para  analizar  la  vibracitìn 
del  $i$tema. 


Figura  1*62  Un  cuerpo humano y un  sistema  de  restricdòn. 


#EI  astcrisco  indica  m pnoblctfiia  dc  discflo  o un  problcma  sin  rc$pucsta  tìnicah 


Capftulo  1 Pundamentos  de  vibracitìn 


L3*  Ud  motor  reciprocante  està  montado  SObre  nna  cimentacidn  como  $e  mnestm  en  la  figura  1.63.  Las 
fuerzas  y momentos  desbalanceados  desarrollados  en  el  motor  $e  transmiten  al  marco  y la  cimentacion. 
Para  redncir  la  tmnsmisitìn  de  la  vibracitìn  se  coloca  una  almohadilla  elàstìca  entre  el  motor  y el  bloque 
de  cimentacitìn.  Desanolle  dos  modelos  matemàtìcos  del  sistema  signiendo  nn  refinamiento  gmdnal  del 
proceso  demodelado. 


Fìgura  1.63  \h  motor  recipro- 
cante  sobre  cimentacitìn. 


1*4*  Un  autnmtìvil  que  viaja  por  nn  camino  escabroso  (fignra  1.64)  se  pnede  modelai  consideiando  (a)  el 
peso  de  sn  cairoceiia,  los  pasajeros,  los  asientos,  la$  medas  delanteias  y las  medas  tiasems;  (b)  la  elasti- 
ddad  de  las  Uantas  (snspensitìn),  los  resoites  principales  y los  asientos,  y (c)  el  amortìguamiento  de  los 
asientos,  los  amoitignadores  y las  Uantas.  Desairolle  tres  modelos  matemàticos  del  sistema  mediante  nn 
iefinamiento  gmdual  en  el  pioceso  de  modelado. 


Figura  1.64  Automòvil  viajando  por  un  camino 
escabroso. 


U*  Las  consecuencias  del  cboqne  de  ftente  de  dos  automtìviles  $e  pneden  estudiai  considemndo  el  impacto 
del  automtìvil  contm  la  barrem,  como  se  mnestm  en  la  fignm  1 ,65.  Construya  nn  modelo  matemàtico 
considemndo  las  masas  de  la  carroceria  del  antomtì  vil,  el  motoi,  la  tmnsmisitìn  y la  snspensitìn,  asfcomo 
la  elastìcidad  de  los  amortìgnadoies,  el  mdiador,  la  canoceria  de  rnetal,  el  tren  motriz  y los  sopoites  de 
montaje  del  motoi. 


Figura  1.66  Automtìvil  en 
dioque  con  una  barrera. 
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1,6’  Desamjlle  un  modelo  matemàtioo  para  d tmctor  y el  amdo  de  la  figura  1 .66  cousidemndo  la  masa, 
elastìddad  y amortìguamiento  de  las  Uantas,  los  amortìguadores  y el  arado  (las  hojas). 


secciòn  1.7  Elementos  de  resorte 

1.7  Determine  la  constante  de  resorte  equivalente  del  sistema  de  la  figura  1 .67. 


1*8  Cbnsidere  un  sistema  de  dos  reSOrteS  con  rigideCeS  £t  y *ji  dispuestos  en  paralelo  como  se  muestra  en 
la  figura  1.68.  La  bana  rigida  a la  cual  estàn  conectados  los  resortes  permanece  horizontal  cuando  la 
fuerza  F es  cero.  Determine  la  constante  de  resoite  equivalente  del  sistema  (ke)  que  idaciona  la  fueiza 
aplicada  (F)  con  el  desplazamiento  resultante  (j?)  como 

F = kex 

Sugerencìa:  Cbmo  las  constantes  de  los  dos  resortes  son  difeientes  y las  distancias  /t  y (j  no  son  las 
mismas,  la  bana  rigida  no  permanecerà  horizontal  cuando  se  aplique  la  fuerza  F. 


Capftulo  1 Pundamentos  de  vibmciòn 


F 


Figura  1.68  Resortes  en  paraldo  sometidos  a una 
carga. 


13  Ba  la  figum  1 6 9 encuentre  la  constante  de  resorte  eqnivalente  del  sistema  en  la  diieccidn  de  0. 


Figura  1.69 


UO  Encnentre  la  constante  de  resorte  toisional  eqnivalente  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figma  1.70, 
Suponga  que  kXi  k$  y fc*  son  torsionales  y que  k5  y k^  son  constantes  de  resorte  lineales. 

1*11  Una  màqnina  de  masa  m = 500  kg  està  montada  en  una  viga  de  acero  sdlo  apoyada  de  longitud  / = 2 m 
que  tiene  una  seccitìn  transveisal  (de  profundidad  = 0. 1 y ancho  = 1 .2  m)  y mtìdulo  de  Yeung  E = 2,06 
X 10M  N/m2,Paraieducir  ladeflexitìn  verticaldelaviga,  sefijauniesortederigidez£alamitaddesu 
daro,como  $e muestra  en  lafigura  1.71.  Determine  el  valor  de  k necesario  para ieducir  la  deflexitìn  de 
la  vigaen 

a*  25  por  ciento  de  su  valor  original. 
b.  50  por  ciento  de  su  valor  original. 

C.  75  por  ciento  de  su  valor  original. 

Suponga  que  la  masa  de  la  viga  es  insignificante. 


Probfemas 


85 


Fìgura  1.70 


Flgura  1.71 


1.12  Una  barra  de  longitud  Ly  un  mddulo  de  Young  E se  someten  a una fuerza axial.  Compare  las constantes 
de  resorte  de  las  bairas  con  secciones  tmnsversales  en  la  forma  de  un  circulo  sdlido  (de  diametro  d\  un 
cuadrado  (de  lado  d) y un  circulo  bueco  (de  diametro  medio  d y espesor  de  ptìred  i — O.ld).  Deteimine 
qial  de  estas  secciones  conduce  a un  disefio  econdmico  para  un  valor  especiiìcado  de  rigidez  axial  de  la 
bura. 

L13  Una  viga  en  voladizo  de  longitud  L y modulo  de  Young  E se  somete  a una  fuerza  de  fleaidn  en  su  ex- 
tremo  libre.  Compare  Jas  COnstanteS  de  resorte  de  vigas  con  secciones  transversales  en  Ja  forma  de  un 
circuJo  (de  dilmetio  d),  un  cuadrado  (de  lado  d) y un  circulo  hueco  (de  dilmetro  medio  dy  espesor  de 
pared  t = 0.  ld).  Determine  cuàl  de  estas  secciones  transversaJes  conduce  a un  disefio  econdmico  para 
ui  valor  especificado  de  rigidez  de  la  flexidn  de  la  viga. 

L14  Un  instrumento  electrtìnico,  que  pesa  200  lb,  està  soportado  por  un  apoyo  de  montaje  de  caucho  cuya 
lelacidu  fuerza-deflexidu  està dada por  F(x)  - SOOr  + 4(k3,donde  Ia fuèrza  (F) y la  deflexidn  (x) estdu 
cat  libras  y pulgadas,  respectivamente.  Determine  Jo  siguiente: 

a.  La  constante  de  resorte  Jineal  eqnivalente del apoyo  de  montaje  en  su  posicidn  de equilibrio  estfitico. 

b.  lii  deflexidn  del  apoyo  de  montaje  correspondiente  a Ja  constante  de  resorte  JineaJ  equivalente. 

L15  La  relacidn  fuerza-deflexidn  de  un  resorte  helicoidal  de  acero  utilizado  en  un  motor  se  encuentra  experi- 
mentalmente  como  F{x)  = 20fte  + 50^  + Kh3,  donde  Ja  fnerza  (F)  y Ja  deflexidn  U)  se  miden  en  libras 
y pulgadas,  respectivamente.  Si  el  resorte  experimenta  una  deflexidn  peimanente  de  03  pulg  durante 
la  operacidn  del  motor,  determme  la  constante  de  resorte  lineal  equivalente  deJ  restìrte  a Su  deflexidn 
peimanente. 


Capftulo  1 Fundamentos  de  vibiaciòn 


1*16  Cuatro  barras  rigida$  identicas,  cada  ana  de  longitnd  a,  $e  COnectan  a un  resorte  de  rigidez  k para  foimar 
una  estmctuia  sometida  a una  carga  vertical  P,  como  se  muestra  en  las  figums  1 .72(a)  y (b).  Detennine 
la  constante  de  resorte  equi valente  del  sistema  k^  para  cada  caso,  pasando  por  aJto  las  masas  de  las 
barras  y la  friccidn  en  las  uniones. 


(a)  {b) 

Figura  1.72 


1*17  EL  tripode  mostrado  en  la  figura  1 .73  Se  util  iza  para  montar  un  instrumento  electrdnico  que  encuentra 
la  distancia  entre  dos  puntos  en  el  espacio.  Las  patas  del  tripode  $e  ubican  simetrìcarnente  con  respecto 
al  eje  verìical  medio,  y cada  pata  fomna  un  àngulo  a con  Ja  vertical.  Si  cada  pata  tiene  de  longitud  / y 
Tigidez  axial  k,  encuentre  la  rigidez  de  resorte  equi  valente  del  tripode  en  la  direccidn  verìical. 


Figura  1.73 


1*18  En  la  figura  1 .74  se  muestra  la  posicitìn  de  equilibrio  estàtico  de  una  bana  rfgida  $in  masa,  acopiada  a 
una  bisagra  en  el  punto  O y conectada  con  los  resortes  k\  y k2.  Suponiendo  que  el  desplazamiento  (*) 
producido  por  la  fuerza  F aplicada  en  el  punto  À es  pequeno,  encuentre  la  Constante  de  resorte  equi va- 
lente  del  sistema,  ke,  que  reiaciona  ia  fuerza  aplicada  F con  el  desplazamiento  x como  F = kex. 
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Flgura  1.74  Barra  rfgida  conectada  por 
resortes. 


1*19  La  figura  1 .75  muestra  un  sistema  en  el  cual  la  masa  m estfi  directamente  conectada  a los  rasortes  con 
rigideces  y en  tanto  que  el  resorte  con  rigidez  o entra  en  contacto  con  la  masa  basada  en  el 
valor  de  sn  desplazamiento.  Determine  la  variadtìn  de  la  fuerza  ejercida  por  el  iesorte  sobre  la  masa  a 
medida  que  el  desplazamiento  (jt)  de  èsta  varia. 


m 

r{ 

i 

'ocooooaxo^ 


SSS/SY///7S 


Flgura  L7S  Masa  conectada  por  resortes. 


L20  La  fìgiira  1 .76  rtmestra  una  barra  rigida  imifotnnje de ma$a m pivotada  en  el  punto  Oy  conedada  por  re$ùr- 
fes  de  rigideces  k}  y fe.Considerando  un  pequeflo  desplazamiento  angular  0de  labaixa  rigida  con  respecto 
al  punto  O,  determine  la  oonstante  de  resorte  eqnivalente  asociada  con  el  momento  de  restaurarìdn. 


Figura  1.76  Barra  rfgida  conectada  por  resortes. 


1.21  la  figura  1.77  muestra  un  mandmetro  de  tubo  en  forma  de  U abierto  por  ambos  eitremos  que  contiene 
una  columna  de  mercurio  liquido  de  longitud  / y pe$o  e$perìfico  y.  Considerando  un  peque  iìo  de$pla- 
zamiento  x del  menisco  del  mantìmetro  a partir  de  sn  posirìdn  de  equilibrio  (o  nivel  de  ieferenciaX 
determine  la  constante  de  resorte  equivalente  asociada  con  la  fuerza  de  r&stauracion. 


Capftulo  1 Pundamentos  de  vibmciòn 


Figura  1.77  Manòmetro  de  tubo  en  U. 


1+22  Uo  barril de petroleo  de diimetro  dy masa m flotaen  un bafio de agua de marde densidad pw comq  se 
muestra  en  la  figma  1 .78.  Consideiando  un pequeflo  desplazamìento  x del  bairil  a partir  de  $u  posicidn 
de  equilibrio,  deteimine  la  constante  de  resorte  equivalente  asociada  con  la  fuem  de  restauraciòn. 


Poriddn 
de  equilibrio 
estàtico 


Figura  1.78  Barril  de  petrtìleo  flotando  en  agua  de  mar. 


L23  Encuentre  la  constante  de  resorte  equivalente  y la  masa  eqnivaleute  del  sistema  que  se  muestra  en  la 
figma  1 .79  con  refeiencias  a 0.  Suponga  qne  las  barias AOB  y CD  son  rigidas  con  masa  insignificante. 

1*24  Encuentre  la  longitud  de  la  flecha  bueca  unifonne  equivalente  de  diimetro  intemo  d y espesor  t cuya 
constante  de  resorte  axial  es  igual  a la  de  la  flecha  cdnica  stìUda  que  se  muestra  en  la  figuia  1 .80. 

L2S  La  figuia  1.81  muestia  una  bana  de  tres  escalones  empotiada  por  uno  de  sus  extremos  y sometida  a 
una  fuerza  axial  Paplicada  en  el  otro  extremo.  La  longitud  del  escaltìn  l es  y su  mea  de  seccitìn  tians- 
versal  es  À^i  = 1,  2,  3.  Todos  los  escalones  son  del  mismo  material  con  mddulo  de  Young  Et  = E , 
i = ls  2,  3. 

a,  Encuentre  la  constante  de  resorte  (o  rigidez)  ^ del  escaldn  l en  la  direccidn  axial  0 = 1*2, 3). 
b*  Encuentre  la  constante  de  resorte  equivalente  (o  rigidez)  de  la  bana  escalonada,  k^  en  la  diieccidn 
axial  de  modo  que  F = keqx. 

c*  Indique  si  los escalones  se comportan  como  iesortes  en  serie  o en  paialelo. 


Capftulo  1 Pundamentos  de  vibracitìn 


1*27  La  figum  1 ,83  mueste  mm  flecha  de  tres  escalones  empotmda  por  un  extremo  y sometida  a un  momento 
de  torsidn  !Ten  e 1 otro  extremo.  La  longitud  del  escaJdn  es  /;y  su  didmetro  es  i = 1 , 2, 3.  Todos  los 
escalones  son  del  mismo  material  con  mtidulo  de  cortante  = G,  i = 1, 2, 3. 

a»  Encuentre  la  constante  de  resorte  toisional  (o  rigidez)  kti  del  escaldn  ì (l  = L 2, 3). 

b.  Encuentre  la  constante  de  iesorte  torsional  equivalente  (o  rigidez)  de  la  flecba  escalonada,  k^  de 
modo  que  T = kIa8, 

c.  Indique  si  los  escalones  se  compoitan  como  iesortes  torsionales  en  serie  o en  pamlelo. 


. / . 

> / . 

, f 

■ *2  1 

Figura  1.83  Flecha  escaJonada sometida  a un  momento  de  torsiòn. 


L2S  F = 5(Xbr  + 2x 3 describe  la  caracteristica  de  fuerza-deflexidn  de  un  resorte,  donde  la  fiierza  (F)  estd 
en  Newtons  y la  deflexidn  (x)  estti  en  milimetros.  Encuentre  (a)  la  constante  de  resorte  linealizada  en 
x = 10  mm  y (b)  las  fuerzas  ejeicidas  por  el  iesoile  en  x = 9 mm  y x = 1 1 mm  utilizando  la  constante 
de  iesorte  linealizada.  Encuentre  tambidn  el  enoi  en  las  fueizas  ejeicidas  por  el  resorte  en  (b). 

L29  ta  figuia  1.84  muestra  un  resorie  neumàtico.  Este  tipo  de  iesorte  se  suele  utilizar  paia  obtener  fiecuen- 
das  natundes  muy  bajas  al  mismo  tiempo  que  mantiene  una  deflexitìn  cero  sometida  a cargas  estàticas. 
Brtcuentre  la  constante  de  resorte  de  este  iesorte  neumàtico,  suponiendo  que  la  piesitìn  p y el  volumen 
v cambian  adiabàticamente  cuando  se  desplaza  la  masa  m. 


Aire 

Presidn  = p 
Wumen  = t 


Àiea  de  seccitìn  transversal  = A 


Figura  1.84 


Sugerencia;  pv t = constante  en  un  proceso  adiabàtico,  donde  y es  la  ielacitìn  de  caloies  especificos, 
Para  aire,  y = 1.4. 


1*30  Bacuentre  Ja  constante  de  resorte  equivalente  del  sistema  que  se  muestia  en  la  figura  1 .85  en  la  direc* 
dtìn  delacarga^. 

L31  Derive  la  expresitìn  pam  la  constante  de  resorte  equivalente  que  relaciona  la  fuerza  aplicada  F con  el 
desplnzamiento  iesultante x del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  1 .86.  Suponga  que  el  desplazamien- 
to  del  eslabdn  es  pequeflo. 

1*32  la  constante  de  resorte  de  un  resorte  helicoidal  sometido  a una  carga  axial  estì  dada  por 
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Fìguta  L85 


Figuta  1*86  Barra  rfgida  conectadapor  resortes. 


donde O cs el mddulo  de cortautc,  rfcs d didmctro  dcl alambm,  D e sd diàmetro  de la espirn y A?es la 
cantidad  de  vueltas.  Encuentie  la  coustaute  de  resorte  y el  peso  de  un  iesorte  helicoidal  de  acero  para 
los  siguieutes  datos:  D = 0k2m,  d = 0,005  m,^=  10. 

133  Dos  iesortes  helicoidales,  uuo  de  acero  y el  otro  de  alumiuio,  tieueu  valores  identicos  de  d y D,  (a) 
Si  la  cautidad  de  vueltas  eu  el  iesorte  de  acero  es  de  10,  determiue  la  cautidad  de  vueltas  requerida  eu 
el  resorte  de  aluminio  cuyo  peso  serà  igual  al  del  iesorte  de  acero,  (b).  Encueutie  las  constautes  de  los 
dos  resortes. 

134  la  figuia  1.87  muestrn  tres  iesoites,  uno  cou  rigidez  k^  = k y cada  uuo  de  los  otros  dos  con  rigidez 

= £.  E1  iesorte  cou  rigidez  k^  tiene  una  longitud  / y cada  uno  de  los  resortes  con  rigidez  k%  tiene  uua 
kmgitud  / - a,  Eucueutie  la  caiacteristica  de  defleòdu  del  sistema. 

1*35*  Disefle  uu  resorte  neumàtioo  con  uu  recipiente  ciliudrico  y un  pistòu  para  logiar  una  coustaute  de  lesorte 
dfc  75  lb/pulg  Suponga  que  la  presitìn  del  aiie  dispouible  es  de  200  lb/pulg2. 
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Figura  1,87  Còmportamiento  no  lineal 
de  resortes  lineales. 


L36*  la  relacitìn  fuerza-deflexiàn  (jf)  de  un  resorte  no  lineaJ  està  dada  por 

F = ax  + bx* 

donde  a y b son  oonstantes,  Encnentre  ia  constante  de  resoite  lineal  equivalente  cuando  la  deflexidn  sea 
deO.Ol  mcon  a = 20000 NAnyè  =40  X 10*N/m3. 

L37  Dos  resortes  no  lineales,  $\  y $2  estìn  conectadbs  en  dos  foimas  diferentes  como  se  indica  en  la  fignra 
1.88h  La  fuerza,  Fp  en  el  resorte  $,  està  relacionada  con  $u  deflexitìn  (x,)  como 

Ft  = a&+  i = l,2 

donde a,y  bì son  constantes,  Si  W = donde jr es  la deflexitìn  total del sistema, define una constante 

de  iesorte  lineal  equivalente  k^  encuenue  una  expiesiòn  para  k^  en  cada  caso, 


j 


W 

(a)  (b)  1*88 

1*38*  Disefe  un  resorte  helicoidal  de  acero  sometido  a compresiòn  prna  satisfacer  los  siguientes  requerimientos: 

Rigidez  del  resorte  (it)  ^ 8000  N/mm 

Frecuencia  de  vibraciòn  natural  fundamental  (/)  ^ 0.4  Hz. 

fndice  de  resorte  (D/d)  ^ 6 

Cantidad  de  vueltas  activas  (N)  ^ 10 

La  rigidez  y la  ftecuencia  natuial  fundamental  del  resoite  estdn  dadas  por  [1 .43]: 
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dcnde  G = modulo  de  cortante,  d = diàmetro  del  alambre,  D = di5metro  de  la  espiia,  IV  = peso  del 
reSOrte,  yg  = aceleracidn  debida  a la  gravedad. 

1*39  Encuentre  la  constante  de  lesorte  de  la  bana  bimetdlica  qne  se  mnestra  en  la  fignra  1 .89  en  movimiento 
axial. 


Aeero, 

£ = 207  X 10®  Pa 

ÀJuminio, 

E = 83  X 1G*  Pa 


Rgura  LS9 


1*40  Cbnsidexe  un  icmifc  de  rigidez  k alargado  una  distancia  jq>  a partir  dc  su  lcmgitud  libre.  Un  extremo  del 
msorte  està  fijo  en  el  punto  O y d otro  estti  conectado  a un  rodillo  como  se  muestia  en  la  figura  1 .90. 
El  rodillo  està  restringido  a mo  verse  en  la  direccidn  horizontal  $iu  fiicciòn.  Encuentre  la  relacidn  fuerza 
{f>desplazaimento  {*)  del  resorte,  cuando  el  rodiUo  se  mueve  uua  distaucia  horizontaJ  x a Ja  posicidn  Bt 
Ànalice  la  reJacidn  fuerza-dcsplazamiento  resuJtante  e identifique  la  constante  de  rigidez  k a Jo  largo 
it  la  diieccidn  de*. 


O 


Flgtira  1,90  Un  extremo  del  resorte  con  movimiento  lateral. 


L41  Un  extremo  del  iesorte  heJicoidal  està  fijo  y el  otro  estì  sometido  a cinco  fuerzas  de  tensidn  difeientes. 
las  longitudes  del  resorte  medidas  con  varios  valoies  de  las  fueizas  de  teusidu  se  dau  a oontinuaeitìn . 


Fuerza  de  tensidn  F(iV) 

0 

100 

250 

330 

480 

570 

Longitud  total  deJ  iesoite  (mm) 

150 

163 

183 

194 

214 

226 

Determine  la  relaciòn  fuerza-deflexidn  del  resorte  heJicoidaJ. 

142  Bi  la  figum  J .9 J se  muestm  una  flecha  ahusada  de  helice  de  acero  sdJido.  Determine  la  constante  de 
iesorte  tomional  de  la  flecha. 
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Figura  1.91 


L.43  Bn  la  figum  1 .92  se  muestm  una  flecba  de  b£1ice  compuesta,  hecha  de acero  y alummio. 

a.  Determine  la  constante  de  resorte  torsional  de  la  flecba. 

b.  Determine  la  coustante  de  resorte  toisional  de  la  flecha  compuesta  cuando  el  didmetro  intemo  dei 
tubo  de  aluminio  es  de  5 cm  en  lugar  de  10  cm. 


Figura  1.92 


Aoero 


L44  Cbnsidoro  dos  resortes  hdicoidales  con  las  siguiontcs  camcteristicas: 

Resom  ì\  material,  aoero;  cantidad  de  vneltas,  10;  diàmetro  medio,  12  pulg;  diàmetro  del  alambre, 
2 pplg;  longitud  libre,  15  pulg;  mddulo  de  cortante,  12  X 10^  lb/pul^. 

Resom  2\  material,  alnminio;  cantidad  de  vneltas,  10;  diàmetro  medio  de  la  espira,  10  pnlg;  didmetro 
del  alambre,  1 pnlg;  longitud  libre,  15  pulg;mddnlo  de  coriante,  4 X 10*  lb/pulg2. 

f>etermine  la  oonstante  de  resorte  eqnivalente  cnando  (a)  el  iesorte  2 $e  coloca  dentro  del  resorte  1 5 y 
(b)  si  el  iesorte  2 se  coloca  sobre  el  iesorte  1 . 

L45  Resnelva  el  pioblema  1 .44  snponiaido  que  los  diàmetros  de  los  iesortes  1 y 2 son  de  1.0  pulg  y 0.5  pnlg, 
en  vez  de  2.0  pnlg  y 1.0  pnlg5  iespectivamente. 

L46  E1  biazo  de  la  excavadoia  que  se  muestm  en  la  figum  1 .93  se  puede  iepiesentar  de  forma  aproximada 
como  un  tubo  de  acero  de  10  pulg  de  diàmetro  extemo,  9.5  pulg  de  didmetro  Lntemo  y 100  pulg  de  lon- 
gitud,  con  un  coeficiente  de  amoitiguamiento  viscoso  de  0.4 . H bmzo  DE  se  pnede  iepiesentar  de  forma 
aprqximada  como  un  tnbo  de  acero  de  7 pnlg  de  diimetro  extemo,  6.5  pnlg  de  diàmetro  intemo,  y 75 
pulg de  longitud,  con  un  coeficiente  de  amortignamiento  viscoso  de  0.3.  Estime  la  constante  de  resorte 
equivalente  y el  coeficiente  de  amortignamiento  equivalente  de  la  excavadom  suponiendo  qne  la  base 
AC  est£  fija. 
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Flgttra  1.93  Excavadora. 


147  Un  intercambiador  de  CflJor  $e  compone  de  seis  tubos  de  acero  inoxidable  idènticos  conectados  en 
paralelo  como  se  muestra  en  la  figura  1.94.  Si  cadfl  tubo  tiene  un  didmetro  extemo  de  0.30  pulg,  un 
diametro  inte  mo  de  0.29  pulg  y 50  pulg,  determine  lfl  rigidez  flxial  y la  rigidez  torsional  con  res  pecto  al 
eje  longitudinal  del  intercambiador  de  calor. 


Flgura  1.94  Intercatnbiador  de  calor. 


seccion  i.s  Elementos  de  masa  o inercia 

148  Drs  engranes,  colocados  en  los  extremos  de  los  eslabones  1 y 2,  se  engranan  entre  Si' y giran  alrededor  de 
0|  y 02, como  Se muestra en  la figura  1 .95.  Si  los eslabones  1 y 2 estàn  conectados  a los  resortes,  k\  a£4 
yK\  yki2  como  se  muestra,  encuentre  la  rigidez  de  resorte  torsional  equi valente  y el  momento  de  ineicia 
de  masa  equivalente  del  sistema  con  referencia  a d, . Suponga  (a)  que  el  momento  de  inercia  de  masa  del 
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eslàbon  1 {incluido  el  engrane)  OOffl  lespedo  a Ot  es  Jt  y qne  d del  eslubdn  2 {incluido  el  engrane)  COn 
respecto  a 0,6$  J2,  y (b)  que  los  àngulos  0t  y 02 son  pequefios. 


1.49  Bo  la  figura  1.96  encuaitre  la  masa  equivaltaite  del  ensamble  de  balandn  con  respecto  a la  coordenada  x. 


Figura  1 .96  Ensamble  de  balandn. 


U50  Bicuentre  el  momento  de  inercda  de  masa  eqnivalente  del  tren  de  engianes  que  se  muestra  en  la  figma 
1.97  con  iespecto  a la  flecha  motriz.  En  la  figura  1 .97,  J;  y n;  indican  el  momento  de  inerda  de  masa  y 
la  cantidadde  dientes,  respectivamente,  del  engiane  i,  i = 1, 2 2 N, 

L51  Dos  masas,  con  momentos  de  inercia  de  masa  J i y Jz  se  colocan  en  flechas  rotatorias  rigidas  conectadas 
poi  medio  de  engianes,  como  se  muestra  en  la  figura  1 .98.  Si  la  cantidad  de  dientes  en  los  engranes 
1 y 2 son  D)  y n^,  respectivamente,  encuentre  el  mqmento  de  inercia  de  masa  equivalente  conespon- 
dienteaOj. 
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FLecha 


Figura  1.98  Masas  rotadonales  en  flechas  conec- 
ladas  por  engranes. 


LS2  En  la  figura  1 .99  se  muestm  un  modclo  simplificado  do  una  bomba  do  petrtìleo,  donde  d movimiento 
rotatorio  de  la  manivda  so  convierto  en  el  movimiento  reciprocante  del  pisttìn.  Determine  la  masa  eqni- 
valente  del  sistema  en  el  lngarÀ. 


Figura  1.99 
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L53  Encuentre  la  masa  equivalente  del  sistema  que  se  muestra  eu  la  figum  1 . 100. 


Figura  1.100 


U54  la  figurn  1.101  muestm  uu  mecajiismo  de  manivela  conediza  de  desvfo  cou  una  longitud  de  mauivela 
que  conecta  una  biela  de  lougitud  / y desvfo  S.  Si  la  manivela  tieue  uua  masa  y momento  de  iuerda  de 
mr  y Jrì  iespectivameute,  $u  ceutro  de  masa  A,  la  biela  de  couexidn  tieue  una  masa  y momeuto 
de  inereia  de  mc  y Jc,  respectivamente,  en  $u  ceutro  de  masa  C,  y el  pistdn  tiene  uua  masa  mpì  detenuiue 
la  inerria  rotarioual  equivaleute  del  sistema  cou  respecto  al  ceutro  de  rotaciòn  de  la  mauivela,  punto  Ot 


Flgura  1.101  Mecanismo  de  manivela  corredha. 


Seccion  1.9  Elementosde  amortiguamiento 

US5  Encuentre  una  constante  de  amortiguamiento  equivaleute  uuica  para  los  siguientes  casos: 

a*  Cuando  tres  amortiguadores  estàu  eu  paialelo. 
b*  Cuando  tres  amortiguadoies  estSu  en  serie. 
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c.  Cuando  tre$  amortiguadore$  estSn  conectado$  a una  bana  rfgida  (fignra  1.102)  y d amortìguador 
equivalcnte  sc  encnentra  en  el  sitio  Cj . 

tL  Cuando $c montan  tres amortignadores torsionalcs en  flecbas engmnadas (figura  l.KB) y el amorti- 
guador  eqnivalente  $e  encnentia  en  cf|. 

SugerencU i;  La  energfa  disipada  por  un  amortìgnadqr  vi$co$o  en  nn  ciclo  durante  movimiento  armtì- 
nico  e$tS  dada  por  ncwX2,  donde  c e$  la  con$tante  de  amortiguamiento,  w e$  la  fiecuenda,  y X e$  la 
amplitnd  de  la  oscilacidn. 


h- 


0 


Pivote 


|__l}ilC2[_j|i2C3^-j|i3 


Z/Z  *77Z  vZ^ 

Fìgura  L1 02  Amortigiìadores  conectados  a una  barra  rfgida. 


U6  Cbmideie  un  $i$tema  de  do$  amortiguadores,  con  con$tante$  de  amortìguamiento  c\  y c^  di$pue$to$  en 
paralelo  como  $e  muestra  en  la  figura  1 . 104. 1_a  barm  rfgida  a la  cual  estàn  conectados  lo$  dos  amortì- 
giadoies  permanece  horizontai  cuando  la  fnem  Fe$  cero.  Determine  la  constante  de  amortignamiento 
equivalente  dd  $i$tema  {ce)  que  ieladom  la  fuem  aplicada  (F)  con  la  vdoddad  iesultante  (v)  como 
F = c£v, 

Sugerencia:  Cbmo  la$  constantes  de  amortìguamiento  de  lo$  do$  amortìguadores  son  diferentes  y la$ 
4$tancia$  l\y  h***  iguales,  la  bana  rfgida  no  permaneceri  horizontal  cuando  $e  aplique  la  fuem  F. 

1J7*  Disefie  un  amortìguador  vi$co$o  de  tipo  pistdn-cilindro  para  obtener  nna  constante  de  amortìgnamiento 
de  1 Jb-s^pulg,  oon  un  fluido  con  vi$co$idad  de  4 jiieyn  (1  reyn  = l lb-$/pulg2). 

U8*  Disefie  un  amortìguador  (de  pistdn-cilindro  tipo  cilindro  hiditìubco)  paia  obtener  una  constante  de 
amortìgnamiento  de  105  lb-$/pulg  utilizando  aceite  SAE  30  a 70F.  E1  diametro  del  pistdn  tìene  que  $er 
menorque2.5  pulg. 
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h 1 — — 


1 

r1  H 

— i 

Ci 

c2 

s///y///z/y//z/j///////z/s//f/7///A 


Flgutra  1.104  Amortiguadores  en  paralelo  sotnetìdos  a una 
carga. 


U9  Desarrolle  una  expresitìn  para  Ja  constante  de  amortìguamiento  del  amortìguador  rotacional  que  se 
muestra  en  la  figura  1 . 105  en  funridn  de  D,  d,  U,wy  ^ donde  w indica  la  veloridad  angular  con$- 
tante  del  rilindro  intemo,  y d y h representan  las  holguras  radial  y axial  entre  los  rilindros  intemo  y 
extemo. 


\ 

i 


Figtira  1 JOS 


L60  Cbn$idere do$  amortìgnadores  no  lineales  con  la  mi$ma  ielacitìn  fnerza-vdoridad dada  por  F = lOOOu 
+ 400U2  + 20tP  con  Fen  newtons  y v en  metro$/$egnndov  Encuentre  la  con$tante  de  amortìguamiento 
Linealizada  de  lo$  amoitiguadores  a una  veloridad  de  opeiaritìn  de  10  m/$, 

L61  Si  lo$ amortìguadores  linealizados del  problema  1 ,60 $e conectan  en  pamlelo,  determine  la constante de 
amortiguamiento  equivalente  iesultante. 

L62  Si  lo$  amortiguadores  linealizados  del  problema  1 .60  e$tàn  conectados  en  serie,  detemrine  la  constante 
de  amortìguamiemto  equivalente  re$ultante. 

1*63  larelaritìn fuerza-veloridatì deunamortìguadornolineaJestàdadaporF  = 500u  + lOOri2  + 50iP3donde 
F e$ti  en  newtons  y v està  en  metro$/$egnndo.  Encuentie  la  constante  de  amortìguamiento  linealizada 
dtì  amortìgmdor  a una  veloridad  de  opemritìn  de  5 m/$.  Si  $e  utìliza  la  constante  de  amortìgnamiento 
Knealizada  resultante  a una  veloridad  de  opemritìn  de  10  m/$3  detemrine  el  error  implicado. 

1*64  la  detemrinaritìn  de  la  fueiza  de  amortìgnamiento  conespcndiente  a vario$  valoies  de  la  veloridad  del 
amortiguador  anojtì  lo$  $iguiente$  iesultados: 
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Fuerza  de  amortigiiajiiiento  (Newtou$)  80  150  250  350  500  600 

Yelocidad  del  amortiguador  (metros/segundo)  0.025  0,045  0.075  0,110  0,155  0,185 


Determine  la  constante  de  amortìguamiento  del  amortignador. 

1*65  Una  placa  plana  de  0h25  m2  de  tìrea  se  mueve  sobie  una  superficie  plana  pamlela  con  una  pelfcula  de 
lubricante  de  1.5  mm  de  espesor  entre  la$  dos  supeificies  paralelas.  Si  la  viscosidad  del  lubricante  es 
db  0.5  Pa-s,  deteimine  lo  siguiente: 

a,  Constantedeamortìguamiento. 

b*  Fuem  de  amoitìguamiento  desairoUada  cuando  la  placa  se  mueve  a una  velocidad  de  2 my$. 

1*66  Eheuentre  la  constante  de  amoitìguamiento  toisional  de  una  ch  umaceia  con  los  siguientes  datos:  Visco- 
sidad  del  lubricante  (/t) c 0.35  Pa^s:  Ditìmetio  de  la  flecha  {2  R):  0.05  m:  Longitud  del  cojinete  {/):  0.075 
m;  Holgum  del  cojinete  (d):  0.005m.  Si  la  flecha  gira  a una  velocidad  (V)  de  3 000  rpm,  deterraine  el 
par  de  toision  de  amoitiguamiento  desairollado. 

L67  Sicadaunodelospai^metros^  R,  /,  dy  AQdelachumaceradescritaen  elpioblema  1.66  sesometea 
un  ± 5%  de  variacidn  coniespecto  al  valor  conespondiente  dado,  deteimine  la  fluctuacidn  de  poicem 
taje  en  los  vaJoies  de  la  constante  de  amortiguamiento  torsional  y el  par  de  torsidn  de  amortiguamiento 
desanoUado. 

Nota:  las  variaciones  de  los  parimetros  pueden  tenei  varias  causas,  como  un  enor  de  medicidn,  tole- 
mncias  en  las  dimensiones  de  fabricacidn,  y fluctuaciones  en  la  temperatum  de  opeiacidn  del  cojinete. 

L68  Cbnsideie  un  pistdn  con  un  orificio  en  un  cil  i nd  m lleno  de  un  fluido  de  viscosidad  como  se  muestia 
en  la  figum  1. 106.  Cuando  el  pistdn  se  mueve  en  el  cilindro,  el  fluido  fluye  a travès  del  orificio  y produ- 
ce  una  fuerza  de  fiiccidn  o amortìguamiento.  Derive  una  expresidn  para  la  fuerza  que  se  requiere  para 
mover  el  pistdn  con  una  velocidad  v e indique  el  tipo  de  amortiguamiento  implicado. 

Sugerenckt;  La  velocidad  de  flujo  de  masa  del  fluido  (q)  que  pasa  a travds  de  un  orificio  està  dada  por 
q = a donde  a es  una  constante  para  un  irea  de  fluido  dada  de  seocidn  transversal  del  cilindro 
(o  diea  del  pisttìn)  y diea  del  orificio  [1 .52]. 


F — ^ 
(fuerza) 


Hstdu  oo  n orificio 


Figura  L1 06  Pistdn  y cilindro  con  flujo a trav^s  de  un  orifido. 


L69  La  ielacidn  fuem  (Fj-velocidad  { j) de  un  amortiguador  no  tineal  estd dada  por 

F = ax  + bx1 

donde ay  b $on  constantes,  Encuentre  la constante  de resorte UneaJizada eqnivalente  cnando  la  veloci- 
dad  relativa  es  de  5 m/s  con  a = 5 N-s/m  y b = 0.2  N-s2/m3. 
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L70  14  COH$tante  de  amortìgoamientO  (e)  prodncida  por  Ja  ie$i$tencia  por  friccidn  de  una  placa  rectangular 
qoe  se  mneve  en  im  fluido  de  viscosidad  m estd  dada  por  (vea  la  figwa  1. 107); 

e = 100^Jd 


Disefte  un  amortiguador  tipo  placa  (mostrado  on  la  figura  1.42)  que  produzca  una  constante  de  amorti 
guamiento  idènùca  por  el  mismo  fluido. 


L71  La  constante  do  amortiguamionto  (c)  del  amortiguador  hidràulico  quc  sc  mucstra  en  la  figura  1 . 108  està 
dadapor  [1.27]: 


67TfjU 


Determme  la  constante  de  amortìguamiento  del  amortiguador  hidrSulico  por  los  siguientes  datos: 
fi  = 0,3445  Pa-s,  / = 10  cm,  h = 0,1  cm,  a = 2 cm,  r = 0,5  cm. 


1 

f h 

l "T 

l 

P T 

f 

\ 6 

2 r 

Flgura  1.108 


L72  Bn  el  problema  1 .71 , tomando  los  datos  dados  como  referencia,  determine  la  variacidn  de  la  constante 
de  amoitiguamiento  c cuando 

a.  rcambiadeO.5  cma  l.Ocm. 

b.  h cambia  de  0.05  cm  a 0. 10  cm. 

c.  acambiade2cma4cm. 

L73  llna  bam  sin  masa  de  1 m de  longitqd  y pivoteada  en  un  extremo  se  somete  a una  fuerza  Faplicada  en 
el  otro  extremo.  Dos  amortiguadores  traslacionales,  con  constantes  de  amortìguamiento  C|  = 10  N-s/m 
y Cj  =15  N-s/m  estan  conectados  a la  bana  como  se  muestra  en  la  figura  1 , 109.  Determine  la  constante 
de  amortiguamiento  equivalente,  c^,  del  sistema  de  modo  que  la  fuerza  Faplicada  co  el  punto  A pueda 
expresarse  como  F - c^v,  donde  v es  la  veloddad  lineal  del  punto  A, 
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025  m 

k = lSN-stai 


1— CE- 


F 


0.75  m 

T 

0.25  m 


c±  = lON-s/m 


S/>/  '///  /s. 


Flgura  1*109  Barra  rfgida  conectada  por  amortiguadorcs. 


L74  Bicuentre  una  expresitìn  pam  la  constante  de  amortìguamiento  tmslacionaJ  eqnivalente  del  siatema 
mostiado  en  la  fignra  1.110  de  modo  que  la  fuerza  F pueda  expresarse  como  F = donde  v es  la 

velocidad  de  la  bana  ngida  A. 


Figura  1.110  Amortiguadores 
oonectados  en  serie-paraldo. 


Secciòn  1.10  Movimiento  armònico 

L75  Ecprese  el  numero  complejo  5 + 2i  la  forma  exponendal  Ae^. 

L76  Sume  lo$  dos  numeros  complejos  (1  + 21)  y (3  — 4i)  y exprese  d resultado  en  1a  forma 
L77  Reste  el  numeio  complejo  (1  + 2j)  de  (3  — 4i)  y expiese  el  resultado  en  la  formaA^ 
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1.78  Encuentre  el producto  de  lo$  numeros  complejos  = (1  + 2/)  y z^  = (3  - 4j) y exprese  lo$  iesultados 
en  1a  fonna  A&6. 

1.79  Encuentre  el  codente,  Zì/z^  de  lo$  nnmeros  complejos  z i = (1  + 2i)  y zi  = (3  - 4i)y  exprese  el  resul- 
tado  en  la  fonna  Ae*. 

L80  la  cdmentaddn  de  un  motor  icciprocante  se  $omete  a mo  vimientos  armdnicos  en  la$  direccionesx  y y: 

x (f ) = X COS  (Ot 
y(f)  = ¥ CO$(ùiT  + <£) 

donde  X y Kson  la$  amplitudes,  m es  la  velocidad  angular  y <J>  e$  la  difeienda  de  fase. 
a.  Verifique  si  la  resultante  de  los  do$  movimientos  satisface  la  ecuacidn  de  la  elipse  dada  por  (vea  la 
figuml.lll): 


2 2 

^t  + ^t-2^;CO$<#>  = W^  (E.1) 

X 2 Y2  X¥ 

b*  Analice  la  natuialeza  del  movmùento  dado  por  la  ecuacidn  (E.l)  para  lo$  ca$o$  e$peciale$  de 

^ = 0, y $ = w- 

Notat  La  figma  ebptica  repre$entada  por  la  ecnacidn  (E.l)  se  conoce  como  fìgnm  de  Lissajons  y e$ 
utìl  para  interpretai  cierto$  tipos  de  re$ultado$  eiperimentales  (mo  vimientos)  desplegados  por  oscilos- 
copios. 


y 


Figura  1.11 1 Fìgura  de  Lisajous. 


L81  La  cimentaddn  de  nn  compresor  neumitìco  $e  somete  a movimientos  armònicos  (con  la  misma  fre- 
cuencia)  en  do$  direcciones  perpendiculares.  E1  movimiento  resultante,  desplegado  en  un  osciloscopio, 
aparece  como  $e  muestra  en  la  figma  1.112.  Encuentre  las  amplitndes  de  vibracidn  en  las  dos  diraxiones 
y ladiferencia  de  fase  entre  ellas. 

L82  Lba  màqnina  se  somete  al  mo vimiento  x{i)  = A cos (50r  + a)  mm.  Las  condiciones  iniciales  estSn  dadas 
por  jc(0)  = 3 mm  y i(0)  = 1.0  m/s. 

a.  Encuentre  las  constantes  À y a. 

b,  Exprese el  movimiento  en  la  forma^/)  = Aj cos  ùrf  + A^  sen  ùtf,e  identìfique  lasconstantes  A,  y À2, 
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L83  Efettmestre  que  Cualquier  combinaciòii  litieal  de  Scn  ùJt  y co$  de  modo  que  j</)  = A,  co$  iot  + 
A|  seu  tot  (A|,  A2  = cou$taute$)  represeuta  uu  movimiento  aimònico  simple. 

L84  Bicueutie  la  $uma  de  lo$  do$  movimieuto$  armònico$  jr^f)  = 5 co$(3f  + 1)  y x^f)  = 10  co$<3 1 + 2). 
U$e: 

a»  Relacioues  trigonomòtrica$. 
b,  Suma  vectorial. 

C*  Rqjresentaciòu  de  uumero$  complejo$. 

L85  S uno  de  Jo$  compoueute$  del  movimieuto  aimònico  x{t)  = 10  $eu  (rnf  + 60P)  e$  xfy)  = 5 $en(ui  + 30^), 
eucueutre  el  otro  componeute. 

L86  Cbnsidere  lo$  do$  movimieuto$  armòuico$  xt{t)  = 5 00$  § t y x2(f)  = seu  irt.  £E$  la  $uma  xfy)  + x2(Ù 
ui  movimiento  periòdico?  De  $er  a$i5  ^cuàl  e$  $u  periodo? 

L87  Con$idere  do$  mo vimiento$  armònicos  de  diferentes  fiecuencias:  x\(t)  = 2 co$  2f  y j^(r)  = co$  3f.  ^Es 
la  $uma xfy)  + x^t) un  movimiento  armònico?  De ser  asf,  icuàl  e$  $u  periodo? 

L88  Considere  lo$  dos  movimieutos  armòuicos  xft)  = 1 co$  ^ t y x4t)  = 00$  irt.  ;,E$  la  difereucia  x(t) 
= Xi(t)  — x2(t) un  movimiento  aimòuico?  De  $ei  a$i3  icuàl  e$  $u  periodo? 

L89  Eacuentie  la$  amplitudes  mòxima  y nuuima  del  movimiento  combinado  x(t)  = jri(f)  + x2(t)  cuando 
x\(t)  = 3 $en  30f  y x2(t)  = 3 $en  29f.  Encuentie  tambiòn  la  fiecuenria  de  pulsarion  conespondiente  a x(t). 

L90  Una  mòquina  $e  somete  a do$  movimieuto$  armònicos,  y el  mo  vimieuto  iesultante,  tal  como  $e  desplie- 
gi  en  un  osriloscopio,  se  muestra  en  la  figura  1 . 1 13.  Eucuentre  las  amplitudes  y fiecuenrias  de  lo$  dos 
movimieutos. 

L91  Un  movimiento  armònico  tiene  una  amplitud  de  0.05  m y una  fiecuenria  de  10  Hz.  Encuentie  $u  perio- 
cb,  veloridad  mòxima  y aceleiariòn  mixima. 
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xifì.mm 


Figura  1.113 


L92  Uo  acelertìJtietro  montado  eo  la  e&tructuia  de  uo  edificio  iodica  que  è$ta  vibia  ajmdnicameote  a 15  cp$ 
con  nna  acdeiacitìn  mtìxima  de  0.5g.  Determine  la  amplitud  y la  vdoddad  mtìxima  de  la  estructura  del 
edificio. 

L93  Se  encontrtì  que  la  amplitud  màxima  y la  aceleTacitìn  mdxima  de  la  cimentacitìn  de  una  bomba  centn- 
fuga  son  x^  = 0k25  mm  y x ^ = 0.4g.  Encuentre  la  velocidad  de  opemcitìn  de  la  bomba. 

L94  Una  funcitìn  exponencial  se  expresa  como  x(f)  = Àe~m  con  los  valoies  de  x(f)  conocidos  en  t = 1 y 
t = 2 como  x(l)  = 0.752985  y jt(2)  — 0.226795.  Determine  los  valores  de  À y at 

L95  Cbando  d desplazamiento  Jtde  una  màquina  està  dndo  por  x(f)  = 1 8 cos  8r , donde  Jt  està  en  milfmetios 
y t tai  segnndos,  encnentre  (a)  el  periodo  de  la  màquina  en  ssgundos,  y (b)  la  fiecuencia  de  oscilacitìn 
de  la  màquina  en  md/s  asf  como  tambitìn  en  Hz. 

1*96  Si  el  movimiento  de  una  màquina  $e  describe  como  8 sen(5f  + 1)  = À sen  5t  + B cos  5/,  detertnine  los 
vaJoresdeAy  5. 

L97  Eiprese  la  vibmcitìn  de  una  màquina  dada  por  x(f)  = - 3.0  sen  5t  — 2,0  cos  5t  en  la  forma  jr(f)  = À 
cos(5r  + <j>). 

L98  Si  el  desplazamiento  de  nna  màqnina  està  dado  por  x(t)  = 0.2  sen(5/  + 3),  donde  Jt  està  en  metros  y / en 
segundos,  encuentre  las  variaciones  de  la  velocidad  y acelemcitìn  de  la  màquina.  Enc uentre  tambitìn  las 
amplitudes  del  desplazamiento,  velocidad  y acelemcitìn  de  la  màquina. 

1.99  Si  el  desplazamiento  de  nna  màqnina  se  describe  como  x(f)  = 0. 15  sen  At  + 2.0  cos  4ts  donde  x està 
en  pnlgadas  y t en  scgnndos,  encuentre  las  expresiones  pam  la  velocidad  y acelemcitìn  de  la  màquina. 
Bacnentre  tambitìn  las  amplitudes  del  desplnzamiento,  velocidad  y aoelemcitìn  de  la  màquina. 

LIOO  E1  desplazamiento  dc  ima  màquina  se  expresa  como  x(t)  = 0.05  sen(6i  + <£),  donde  x està  en  tnetros 
y r en  segundos.  Si  se  sabe  que  el  desplazamiento  de  la  màquina  en  el  instante  t = 0 se  sabe  que  es  de 
0,04  m,  determine  el  valor  deJ  ànguJo  de  ta$e</>. 

LlOl  E1  desplazamiento  de  una  màquina  se  expresa  como  x(f)  = A $en(&  + donde  x està  en  metros 
y /en  segnndos.  Si  se  sabe  qne  el  desplazamiento  y la  velocidad  de  Ja  màquina  en  eJ  instante  t = 0 son 
de  0.05  m y 0,005  m/s,  detentiine  el  valor  de  À y 0, 
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LÌQ2  Lbia  maquina  vibra  con  mo vimiemo  armonico  $imple  a una  frecnencia  de  20  Hz  y nna  aceleracion  de 
Q5g*  Determine  el  desplazamiento  y velocidad  de  la  maqLEina.  U$e  el  valor  de  g como  9.81  m/$2. 

L103  Se  sabe  que  el  desplazamiento  y acelemcidn  de  una  turbina  desbalanceada  son  de  0.5  mm  y 0.5g,  res- 
pectivamente.  Encuentre  la  velocidad  del  rotor  aplicando  el  valor  de  g como  9.81  m/$2. 

L104  El  valor  de  la  raiz  cuadrada  de  la  media  de  los  cuadiados  (rms)  de  una  funcidn,  *(£),  se  define  como  la 
miz  cuadiada  del  promedio  del  valor  al  cuadiado  de  x(t)  duiante  un  peiiodo  r de  tiempo: 

= ij-  £[x(t)]2  dt 


Aplicando  esta  definicidn,  determine  el  valor  rm$  de  la  funcitìn 


x(t) 


= X sen  ù>t  = X sen 


l'irt 

T 


L105  Aplicando  la  definicidn  dada  en  el  piobtena  1 . 104,  deteimine  el  valor  rms  de  la  funcitìn  mostiada  en  la 
figuia  1.54(a). 

Secciòn  i.ii  AndLi&is  armòntco 

LIOÒ  Lfemuestre  que  los  componentes  Fourier  seno  (b^  $on  cero  para  funciones  par,  es  decir,  cuando  j *(-/)  = 
j </).  Tambiài  demuestre  que  los  componentes  Fourier  coseno  (a^yaj  son  ceio  para  funciones  impar, 
esdecir,  cuando  = ~~ 

L107  Encuentre  las  expansiones  de  la  serie  de  Rmrier  de  las  funciones  mostmdas  en  la  figuia  1 .58(ii)  e (iii). 
Encuentre,  tambitìn,  $us  expansiones  de  serie  de  Fourier  cuando  el  eje  de  tìempo  $e  desplaza  una  distan- 
daA. 

L108  La  fuerza  de  impacto  cieada  por  un  martillo  de  foija  se  modela  como  se  muestia  en  la  figura  1.1 14. 
Detennine  la  expansidn  de  la  serie  de  Fburier  de  La  fuerza  de  impacto. 
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Figuia  L114 


L100  Encuentre  la  expansidn  de  la  serie  de  Fourier  de  la  funcitìn  peritìdica  de  la  figuia  1 .1 15.  Tambidn  tmce 
el  espectro  de  frecuencia  correspondiente. 

LllO  Bicuentre  la  expan$idn  de  la  serie  de  Fourier  de  la  funcidn  periddica  de  la  figma  1.116.  Tambien  tiace 
el  espectro  de  frecuenem  correspondiente. 

Llll  Bicuentre la expansitìn  de la serie de Fourier de la fimcitìn periddica de la figma  1.117.  Tambitìn  trace el 
e&pectio  de  fiecuencia  correspondiente. 
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1*112  14  Serie  de  Rmrier  de  una  funciòn  periòdica,  eS  ima  Serie  infinita  dada  por 


jr(f}  = — + 2 (onCO$ niiJt  + b„ $en niùt) 


dbnde 


n=l 


ÙJ 

0o  = *(*)  dt 

0 

-2k 

ÙJ 

a„  = lj  Jr(f}  co$  ruot  di 
o 

ì<r 

ÙJ 

(O  f 

b„  = — I jc(r)  iMurdf 
'IT  J 

o 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


<o es  La  frecuencia  ciicular  y 2irf<o es  el  periodo.  En  Jugar  de  incluii  eJ  numero  infinito  de  terminos  en  la 
ecuaciòn  (E.  1),  a menudo  $e  tnmca  y se  conservan  $òlo  k tòrminos  como 


*(/)  » j?(/}  - ~ + 2 (anCQ$ruor  + £n$ennùj/) 

^ n=  1 


cte  modo  que  el  error,  e(t\  se  convierte  en 

<t)  = X(s)  - m 


(E.5) 


(E.6) 
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Deteimine  lqs  coeficientes  So*  y b„,  los  cuales  miniitiiziiD  d cmdiado  dd  enor  a lo  largo  de  un 
periodo: 


(E.7) 


Compare  las  expresiones  de  a0J  2™  y b„  , con  las  ecnaciones  (E2)  a (E.4)  e indiqne  sn  o sus  observa- 
dones. 

1,113  Realice  nn  andUsis  armdnico,  induidos  los  primeros  tres  anntìnicos,  de  la  funcidn  dada  a continuacidn. 
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L114  En  un  ventilador  centrifugo  (figura  1.118(a))5  d aire  en  cualquier  punto  se  somete  a un  impulso  cada 
\ez  que  un  aspa  pasa  por  d punto,  como  se  muestra  en  la  figura  1.118(b).  La  ftecuencia  de  estos 
impulsos  està  detemrinada  por  la  vdocidad  de  rotaridn  dd  propulsor  n y la  cantidad  de  aspas,  M en 
d propulsor.  Pam  n = 100  rpm  y N = 4,  determine  los  primeros  ties  armtìnicos  de  la  fluctuaritìn  de  la 
psesitìn  mostmda  en  la  figurn  1.1 18(b). 


Prcsiùn  (lb/pulg2) 


(a)  Vemilador  centrifugo  (b ) FTuctuacitìn  de  ptesitì  n ideal  en  un  punto 

Figura  LIIS 


LllS  Pesudva  d problema  1 k 1 14  con  los  valores  de  n y N como  200  rpm  en  lugar  de  100  rpm  y 4,  respecti- 
vamente. 


L116  La  variacitìn  del  par  de  toisitìn  (Mt)  con  d tiempo,  de  nn  motor  de  combnstidn  intema,  se  da  en  la  tabla 
1.3.  Realice  un  antìli&is  amttìnico  dd  par  de  torsidn.  Determine  las  amplitndes  de  los  primeros  tres 
armtìnicos. 
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TablalJ 


m 

M( N-nt) 

f<s) 

Mt  (N-m) 

m 

MiN-m) 

0.00050 

770 

0.00450 

1890 

0.00850 

1050 

0.00100 

aio 

0.00500 

1750 

0.00900 

990 

0.00150 

850 

0.00550 

1630 

0.00950 

930 

0.00200 

910 

0.00600 

1510 

0.01000 

890 

0.00250 

1010 

0.00650 

1390 

0.01050 

850 

0.00300 

1170 

0.00700 

1290 

0.01100 

810 

0.00350 

1370 

0.00750 

1190 

0,01150 

770 

0.00400 

1610 

0.00800 

1110 

0.01200 

750 

L117  Realioe  un  anàlisis  artntìnico  de  la  funciòn  que  sc  muestia  en  la  figwa  1 . 1 19  tncluidos  los  prìmeros  tms 
armdnicos. 


Tlempo  (s) 


Secciòn  1.12  Ejemplos  resueltos  utilizando  MATLAB 

LllS  Tiaco  la  expansitìn  de  la  serie  de  Fourier  de  la  ftmcitìn  x(t)  dada  en  el  problema  1.1 13  atilizando 
MATLAB. 

L119  Utilice  MATLAB  pam  trazai  la  variacidn  de  la  fuerza  con  el  tiempo  aplicando  la  expansitìn  de  la  seiie 
de Fonriei  deteiminada en  el  probJema  1.117. 

L.120  Utilice  MATLAB  pam  trazai  la  variacitìn  de  la  constante  de  amoitìguamiento  ccon  iespecto  a r,  h y a, 
como  se  determintì  en  el  pmblema  1 .72. 

L121  Utilice  MATLAB  pam  tiazai  la  vaiiacitìn  de  la  rigidez  de  resoite  (k)  con  la  defoimacitìn  (x)  dada  poi 
las  relaciones: 

a.  k = IOOOjc  - lOOx2-,  0 £ * £ 4. 
h.  k = 500  + 500*2;  0 £ x £ 4. 

L122  Una  masa  se  somete  a dos  mo  vimientos  aimtìnicos  dados  poiX]®  = 3 sen  30f  y x7(f)  = 3 sen  29/.  Tiace 
d movimiento  iesultante  de  la  masa  ntìlizando  MATLAB  e identìfique  la  fiecnencia  y el  periodo  de 
pulsadones. 
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proyectos  de  diseno 

l+123*En  la  figum  1 . 120  se  muestia  un  mecantsmo  de  manivela  comediza.  Deduzca  uaa  expresidn  paia  el  mo- 
vimiento  del  pistòn  P ea  ftmcidii  de  la  longitud  de  la  manivela  r,  la  longitud  de  la  biela  ty  la  velocidad 
aigular  constante  de  la  manivela. 

a*  Analice  la  ftctibilidad  de  utilizar  el  mecamsmo  paia  geoeiar  movimiento  armdnico. 
b*  Encuentre  el  valor  de  tfr  pam  el  cual  la  amplitud  de  cada  aimtìnico  de  mayor  oiden  es  mis  pequefio 
que  el  primer  armtìnico  por  un  factor  de  al  menos  25, 

1,124*  La  mesa  vibratoria  que  se  muestm  en  la  figum  1 . 12 1 se  utiliza  pam  probar  ciertos  componentes  electrtì- 
nicos  en  situaciones  de  vibmcitìn.  Se  compone  de  dos  engmnes  idtìntìcos  G\  y G2  que  gimn  alrededor  de 
bs  ejes  0\  y 02  fìjos  al  marco  F.  Dos  masas  iguales,  ms  se  colocan  simtìtricamente  respecto  al  eje  ver- 
tìcal  medio  como  se  muestm  en  la  figum  1.121.  Dumnte  la  rotacitìn  se  desarrollaitì  una  fuerza  vertìcal 
dcsbalanceada  de  magnitud  P = TmuPr  cos  donde  0 = y w = velocidad  angular  de  los  engmnes5 

qie  harà  vibmr  la  mesa,  Disefle  una  mesa  vibmtoria  que  sea  capaz  de  desarrollar  una  fuerza  en  el  mngo 
de  (MOO  N dumnte  un  mngo  de  ftecuencia  de  25-50  Hz. 


Figtna  L120 


1,125*0  mecanismo  que  se  muestm  en  la  figum  1. 122  se  utiliza  pam  regular  el  peso  del  material  alimentado 
desde  una  tolva  hasta  una  banda  tmnsportadom  [1.44].  La  manivela  impaite  un  movimiento  recipro- 
cante  a la  biela  por  medio  de  la  cufia.  La  amplitud  del  movimiento  impartido  a la  biela  se  puede  variar 
bajando  o subiendo  la  cufia.  Como  la  tmnsportadom  gim  alrededor  del  punto  O,  cualquier  sobiecarga  en 
la  tmnsportadora  hace  que  la  palanca  OÀ  se  incline  hacia  abajo  y la  cufla  suba.  Esto  ieduce  la  amplitud 
de  la  biela  y por  consiguiente  la  velocidad  de  alimentacitìn.  Disefie  un  sistema  iegulador  de  peso  pam 
mantener  el  peSO  a 10  ± 0.1  lb  por  minuto. 
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lJ.2<PLa  figrna  1 .123  tmjestra  una  compactadom  vibiatoria.  Se  compone  de  una  leva  coa  ties  ltìbulos  parale- 
los  y un  rodillo  seguidor  oscilante.  AJ  girai  la  leva,  el  rodillo  sube  y baja.  Asimismo,  el  peso  fìjo  en  el 
eitremo  del  seguidoi  sube  y baja.  E1  iesoite  mautiene  el  contacto  entie  el  lodillo  y la  leva.  Disefie  una 
compactadoia  vibiatoria  que  pueda  aplicai  una  fuerza  de  200  lb  a una  fiecuenda  de  50  Hz. 


L127*Ios  cuchaiones  alimentadoies  vibiatorios  tienen  un  amplio  uso  piocesos  automàtìcos  con  un  alto 
volumen  de  paites  idènticas  que  se  tienen  que  orientai  y suministiai  a una  velocidad  constante  pam  un 
tmbajado  adicional  [1.45,  1 .46].  Bàsicamente,  un  cuchaidn  alimentadoi  vibiatorio  està  sepaiado  de  la 
base  poi  un  conjunto  de  miembios  elàsticos  inclinados  (iesoites),  como  se  muestia  en  la  figurn  1 . 124. 
Lfaa  bobina  electromagndtìca  montada  entie  el  cuchaidn  y la  base  piopoiciona  la  fuem  motriz  al  cu- 
chaidn.  E1  movimiento  vibiatorio  del  cuchaidn  hace  que  los  componentes  se  muevan  a lo  laigo  del  con- 
ducto  de  suministio  espiial  localizado  en  el  interioi  del  cuchardn  con  un  movimiento  de  sacudida.  Las 
heiiamientas  espedales  se  fijan  en  posidones  adecuadas  a lo  laigo  del  conducto  espiial  paia  iechazai 
las  piezas  defectuosas  o que  estfin  fueia  de  toleiancia,  o aquellas  que  tìenen  una  orientaddn  inconecta, 
iQud  factoies  deben  consideiaise  en  el  disefio  de  tales  cuchaiones  alimentadoies  vibiatoiios? 
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1*128*E1  mteicambiador  tubulai  de  calor  que  $e  muestm  eu  la  figura  1.125{a)  $e  puede  modelar  como  $e 
muestm  eu  la  figura  1 . 125(b)  pam  un  anàlisis  de  vibmcidn  simplificado.  Encuentre  el  diea  de  seccidn 
tmnsveisal  de  los  tubos  de  modo  que  la  rigidez  total  del  intercambiador  de  calor  exceda  un  valor  de 
200  X 10^  N/m  en  la  direccion  axial  y de  20  X 10*  N-m/md  en  la  diieccitìn  tangencial.  Suponga  que 
los  tubos  tienen  la  misma  longitud  y seccitìn  tmnsveisal,  y que  esttìn  equidistantes. 


Figura  L12S  [(Parte  (a),  cortesfa  de  Young  Radiator  Company] . 


CAPITULO  2 


Vibraciòn  libre  de  sistemas 
de  un  solo  grado  de  libertad 


Srlsaac  Newton 
(1642-1727) 


FLlòsofo  naturalista  inglòs,  profesor  dc  matematicas  en  la  Universidad  de  Cambrld- 
ge  y presidente  de  la  Royal  Sodely.  Su  obra  Prìtxdpìa  Mathermtica  (Prindpios  de 
matemàticas,  1687),  la  cual  trata  sobre  las  leyes  y condiciones  del  movimiento,  se 
considera  como  el  Uabajo  dentffico  mas  grande  que  alguna  vez  se  haya  produddo. 
Las  definiciones  de  ftieiza,  masa  y momento,  asi  como  sus  tres  leyes  del  movimiento 
surgen  continuamente  en  la  dinamica.  De  manera  muy  apropiada,  la  unidad  de  fuerza 
Uamada  “newton”  en  unidades  SI  resulta  ser  el  peso  aproximado  de  una  manzana  pro- 
medio,  el  objeto  que  al  caer  le  indujo  a estudiar  las  leyes  de  la  gravedad.  (Ilustraciòn  de 
David Eugene  Smith,  Htstory  of  Mathematics,  Vot.  1,  General  Survey  of  the  Htstory  of 
Elementary  Mathematks,  Dover  Publications,  Inc.,  Nueva  York,  1958). 
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Objetivos  deaprendizaje  115 


Este  capftulo  empieza  con  una  consideracign  de  la  vibraddn  libre  de  un  sistema  de  un  solo  gra- 
do  de  libertad  no  amortiguado  (tesorte  y masa).  Vibracidn  libre  significa  que  la  masa  se  pone  en 
movimiento  debido  a una  perturbaciòn  inidal  sin  ninguna  fuerza  aplicada  extemamente  que  la 
fiierza  del  resorte,  la  fiierza  del  amortiguador  o la  fiierza  de  la  gravedad.  Para  estudiar  la  respuesta 
de  vibraciòn  libre  de  la  masa  tenemos  que  derivarla  ecuadòn  regente,  conocida  como  ecuatiùn  de 
movimiento.  La  ecuadòn  dd  movimiento  del  sistema  trasladonal  se  obtìene  siguiendo  cuatro  mò- 
todos.  Se  define  la  frecuencianaturai  de  vibradòn  del  sìstema,  y se  presenta  la  soluciòn  de  laecua- 
dòn  de  movimiento  utilizando  las  condidones  inidales  apropiadas.  Se  muestra  la  soluciòn  para 
representar  el  movimiento  armònico.  Se  presenta  la  ecuaciòn  de  movimiento  y la  soluciòn  cones- 
pondientede  la  vibraciòn  libre  de  un  sistema  torsional  no  amortiguado.  Se  consideran  larespuesta  de 
dstemas  de  primer  orden  y la  constante  de  tìempo.  E1  mòtodo  de  Rayleigh,  basado  en  el  principio 
de  conservaciòn  de  la  energi'a,  Se  presenta  con  ejemplos  ilustrativos. 

Luego  se  considera  la  derivaciòn  de  la  ecuacìòn  para  la  vibraciòn  libie  de  un  sistema  de  un 
solo  grado  de  libertad  vìscosamente  amortiguado  y su  soluciòn.  Se  presentan  los  conceptos  de 
constante  de  amortiguamiento  critico,  relaciòn  de  amortìguamiento  y frecuenda  de  vibraciòn  amor- 
tìguada.  Se  explican  las  diferendas  entre  sistemas  subamortiguados,  critìcamente  amortìguados  y 
sobreamortiguados.  Se  estudian  la  energi'a  disipada  en  el  amortiguamicnto  viscoso  y los  conceptos 
de  amortiguamiento  especifico  y coeficiente  de  perdida.  Los  sistemas  torsionales  viscosamente 
amortiguados  tambiòn  se  consideran  analogos  con  los  sistemas  traslacionales  viscosamente  amor- 
tìguados  con  aplicadones.  Se  consideran  la  representadòn  grafica  de  las  rafces  caracteristicas  y las 
soluciones  correspondientes,  asi'  como  el  concepto  de  variaciones  de  parametro  y graficas  dd  lugar 
geomòtrico  de  las  raices.  Se  presentan  las  ecuadones  de  movimiento  y sus  soludones  de  sistemas 
de  un  solo  grado  de  libertad  con  amortìguamiento  de  Coulomb  e histerètico.  Tambiòn  se  presenta 
d concepto  de  rigidez  compleja.  La  idea  de  estabilidad  y su  importancia  se  explican  junto  con  un 
ejempio.  La  determinadòn  de  las  respuestas  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad  utìlizando 
MATLAB  se  ilustia  con  ejemplos. 


objettvos  cfe  aprendlzaje 


A1  terminar  este  capitulo,  usted  debera  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

■ Obtener  la  ecuaciòn  de  movimiento  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  por  medio  de  rèc- 

nicas  adecuadas  como  la  segundaley  del  movimiento  de  Newton,  el  principio  de  D’Alembert, 
el  prindpio  de  desplazamientos  virtuales  y d principio  de  conservadòn  de  la  eneigi'a. 

• Linealizar  la  ecuadòn  no  lineal  de  movimiento. 

• Resolver  un  sistema  de  resorte-masa-amortiguador  para  diferentes  tipos  de  respuesta  de  vibra- 
dòn  libre  segun  la  cantidad  de  amortiguamiento. 

• Calcular  la  frecuencia  natural , la  frecuencia  amortiguada,  d decremento  logaritmico  y la  cons- 
tante  de  tìempo. 

• Determinar  si  un  sistema  es  o no  estable. 

• Encontrar  las  respuestas  de  sistemas  con  amortìguamiento  de  Coulomb  e histerètico. 

• Encontrar  la  respuesta  de  vibraciòn  utilizando  MATLAB. 


Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 


2.1  introducciòn 


Se  dice  que  un  sistema  experimenta  vibiacidn  libre  cuando  osdla  sdlo  debido  a una  perturbacion 
inicial  sin  que  mis  adelante  acttìen  fuerzas  extemas.  Algunos  ejemplos  son  las  oscilaciones  del 
pendulo  del  reloj  del  abuelo,  el  movimiento  oscilatorio  vertìcal  percibido  por  un  ciclista  despuds 
de  pasar  por  un  tope  y el  moviraiento  de  un  nino  en  un  columpio  despuds  de  un  empujdn  inicial. 

La  figura  2.1(a)  muestra  un  sistema  de  resorte  y masa  que  representa  el  sistema  vibratorio 
mas  simple  posible.  Se  llaraa  M ftemn  de  wt  soto  grado  de  Ubertad,  ya  que  una  coordenada  (jc)  es 
aificiente  para  espedficar  la  posiddn  de  la  masa  en  cualquier  momento.  No  existe  ninguna  fuerza 
extema  aplicada  a la  masa,  de  ahf  que  el  moviraiento  resultante  de  una  perturbacidn  inidal  sera  una 
vibracion  libre. 
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Figura  2*1  Sistema  de  resorte  y masa  en  posiciòn  horìzonta] . 
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Plgtira  2.2  Sistema 
de  resorte  y masa 
aquivalente  del  siste- 
nrn  de  leva  y seguidor 
de  lafìgura  1.32. 
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Como  no  hay  demento  alguno  que  disipe  energia  durante  el  movimiento  de  la  masa,  la  amplitud 
del  mo'vimiento  permanece  constante  con  el  tiempo;  es  un  sistema  no  amortiguado.  En  la  pràctica, 
excepto  en  d vaci'o,  la  amplitud  de  vibracion  libre  se  reduce  giadualmente  al  paso  dd  tiempo  por 
la  lesistenciaofrecida  por  d medio  circundante(digamos  el  aire).  Sediceque  tales  vibradones  son 
afnortiguadas.  El  estudio  de  la  vibradon  Libre  de  sistemas  de  un  solo  giado  de  libeitad  no  amorti- 
guados  y amortiguados  es  fundamental  paia  entender  temas  de  vibracion  mas  avanzados. 

Varios  sistemas  mecanicos  y estructurales  se  pueden  idealizarcomo  sistemas  de  un  solo  grado 
de  libertad.  En  muchos  sistemas  piacticos,  la  masa  esta  distiibuida,  pero  para  un  analisis  simple  se 
puede  considerar  como  una  sola  masa  puntual.  Asimismo,  la  dasticidad  del  sistema,  la  cual  puede 
estar  distribuidaportodo  el  sistema,  tambien  sepuede  idealizar  como  un  solo  resorte.  Por  ejemplo, 
paia  el  sìstema  de  seguidor  y leva  que  se  mucstra  en  d ejemplo  L .39,  una  masa  equivalente  (meq) 
teemplazd  a las  varias  masas  en  el  ejemplo  1.7.  Los  elementos  del  sistema  seguidor  (varilla  de 
empuje,  balancin,  vàlvula  y resorte  de  vàlvula)  son  dàsticos  pero  pueden  redudrse  a un  resorte 
equivàlente  tinico  de  rigidez  k^.  Para  un  anàlisLS  simple,  d sistemaleva-seguidor  puede  idealizarse 
por  lo  tanto  como  un  sistema  de  resorte-raasa  de  un  solo  grado  de  libertad,  como  se  muestra  en  la 
figura  2.2. 

Del  mismo  modo,  la  estructuia  que  se  mueslra  en  la  figura  2.3  puede  considerarse  como  una 
viga  en  voladizo  empotrada  en  d suelo.  Paia  estudiar  la  vibiacion  transversal,  la  masa  de  la  parte 
superior  se  puede  considerar  como  una  masa  puntual  y la  estructura  de  soporte  (viga)  se  puede 
representar  como  un  resorte  para  obtener  el  moddo  de  un  solo  giado  de  libertad  que  se  ve  en  la 
figura  2.4.  La  estructura  dd  edificio  de  la  figura  2.5(a)  tambidn  puede  idealizarse  como  un  sistema 
de  resorte-masa,  como  se  muestra  en  la  figuia  2.5(b).  En  este  caso,  como  la  constante  de  resorte  k 
es  simpiemente  la  relacidn  de  fiieiza  a deflexion,  se  puede  determinar  a partir  de  las  propiedades 
geomdtricas  y materiales  de  las  columnas.  La  masa  del  sistema  idealizado  es  igual  a la  del  piso  si 
suponemos  que  la  masa  de  las  columnas  es  ìnsignificante. 


Figuta  23  La aguja  espadal  (estructura). 
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(a)  IdealizaciÒD  de 
la  estruct  ura  alta 


(b)  Sistema  de  resorte-masa 
equivalente 


Flgtira  2.4  Modelado  de  una  estructura  alta  como  un  sistema  de  resorte-masa. 
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Flgura  2.5  Idealizaciòn  de  la  estructura  de  un  edificLO. 


2.2  | Vibraciòn  libre  de  un  sistema  traslacional 

Ino  amortiguado 


2.2.1 


Ecuaciòn  de 
rnovimiento 
basada  en 
la  segunda 
ley  del 
movimiento 
de  Newton 


Utilizando  la  segundaley  del  movimiento  de  Newton,  en  estaseccion  consideraremos  laderivacidn 
de  la  ecuacidn  de  movimiento.  E1  procedimiento  que  utilizaremos  se  resume  entonces  como  sigue: 

1,  Seleccione  una  cooidenada  adecuada  para  describir  la  posicion  de  la  masa  o el  cucrpo  rigido  en 
el  sistema.  Utilice  una  coordenada  lineal  para  describir  el  raovimiento  lineal  de  una  masa  pun- 
tual  o el  centroide  de  un  cuerpo  rigido,  y una  cooidenada  angular  paia  describir  el  movimiento 
angular  de  un  cuerpo  rigido. 

2,  Detemiine  la  configuradon  de  equilibrio  estatico  del  sìstema  y mida  el  desplazamiento  de  la 
masa  o el  cueipo  rigido  con  respecto  a su  posicidn  de  equilibrio  estatico. 
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3,  Traoc  el  diagrama  de  cuerpq  libre  de  la  masa  o el  cuetpo  n'gido  cuando  se  le  imparten  un  despla- 
zamiento  y velocidad  positivos.  Indique  todas  las  tuerzas  aclivas  y reactivas  quc  actuan  sobre 
la  masa  o cuerpo  rigido. 

4,  \Aplique  la  segunda  ley  del  movìmiento  de  Newton  a la  masa  o cuerpo  rigido  que  presenta  el 
diagrama  de  cuerpo  libre.  La  segunda  ley  del  moviraiento  de  Newton  se  puede  formular  como 
sigue: 

La  veloddad  de  cambio  de  la  cantidad  de  movìmento  (momento)  de  ma  masa  es  igual  a la 
juerifl  que  actua  en  ella . 

Por  lo  tanto,  si  una  masa  m se  desplaza una  distancia  ) cuando  una fuerza resultante  F (t ) actùa 

en  dla  en  la  misma  direccidn,  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton  da 


Si  la  masa  m es  oonstante,  esta  ecuacidn  se  reduce  a 


F(t)  = m 


d2x(t) 

dt2 


mx 


(2.1) 


donde 


dzx(t) 

dt2 


es  la  acelcracidn  de  la  masa.  La  ecuaddn  (2. 1)  se  puede  expresar  en  una  frase: 

La  foerza  resultante  que  acttìa  sobre  la  masa  = masa  X acderacidn 
Paia  un  cueipo  rigido  sometido  a movimiento  de  rotaddn,  laley  de  Newton  da 

M(t)  = J6  {2.2) 

donde  M cs  el  momento  resultante  que  actua  en  el  cuerpo  y & y 0 = d2&(t)  jdt2  son  el  desplaza- 
miento  angular  resultante  y la  acderaddn  angular  icsultantes,  lespectivamente.  La  ecuacion  (2.1) 
o la  (2.2)  represenian  la  ecuacidn  del  movimiento  dd  sistema  vibratorio. 

H procedimiento  se  aplica  ahoia  al  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  no  amortiguado 
que  se  muestra  en  la  figuia  2.1{a).  Aqui  la  masa  esta  apoyada  sobie  rodillos  libres  de  fricddn  y 
puede  trasladaise  en  la  direccidn  horizontal.  Cuando  la  masa  de  desplaza  una  distancia  +x  a partir 
de  su  posicidn  de  equilibrio,  la  fuerza  en  el  resorte  es  kx,  y el  diagrama  de  cuerpo  libie  se  representa 
como  se  muestra  en  la  figura  2. l{c).  La  aplicaddn  de  la  ecuacidn  {2. 1)  a la  masa  mdala  ecuacidn 
de  movimiento 


F(r)  = -kx  = mx 


o 


m'x  + kx  = 0 


(2.3) 


120  Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 


Ecuaciòn  de 
movimiento 
utilizando 
otros  mètodos 


Como  se  manifestò  en  la  secciòn  1.6,  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  vibratorio  se 
pueden  derivar  mediante  varios  mdtodos.  En  csta  secciòn  se  consideran  las  aplicaciones  del  prin- 
dpio  de  D’Alembert,  el  principio  de  desplazamientos  viituales  y d principio  de  conservaciòn  de 
la  cnergi'a. 

Principio  de  D’Aknibert.  Las  ecuaciones  de  movimiento,  (2.1)  y (2.2),  se  pueden  volver  a escri- 
bir  como 


F(t ) - nà  = 0 (2.4a) 

M(t)  - JB  =0  (2,4b) 

Estas  ecuaciones  pucden  consideraise  como  ecuaciones  de  equilibrio  siempre  que  ~mx  y -JB  se 
Iraten  como  una  fuerza  y un  momento.  Esta  fùerza  ficticia  (o  momento)  se  conoce  como  fùerza  de 
ineicia  (o  mqmento  db  inercia)  y el  estado  artificial  de  equilibrio  implicado  por  la  ecuaciòn  (2.4a) 
o la  (2.4b)  se  conoce  como  equilibrio  dinàmico.  Este  prindpio,  implicado  en  ia  ecuaciòn  (2.4a)  o 
la  (2.4b),  se  conoce  como  principìo  de  D’Alembert.  Aplicàndolo  al  sistema  de  la  flgura  2.1(c)  se 
obtiene  la  ecuaciòn  de  movimiento: 

-kx  - mx  = 0 o mx  + kx  = 0 (2.3) 

Principio  de  desplazamientos  virtuales.  E1  principìo  de  desplazamicntos  virtuales  establece  que 
*ùi  un  sistema  que  esta  en  equilibrio  por  la  acciòn  de  un  conjunto  de  fiieizas  se  somete  a un  des- 
fiazamiento  virtual,  entonces  el  trabajo  virtual  total  realizado  por  la  fùerza  serà  cero”.  En  este  caso 
d desplazamiento  virtual  se  define  como  un  desplazamiento  infmitesimal  imaginario  instantaneo. 
Debe  ser  un  desplazamiento  fisicaiuente  posible  compatible  con  las  teslricciones  del  sistema.  E1 
trabajo  virtual  se  define  como  el  iealizado  por  todas  las  fùeizas,  incluidas  las  de  ineicia  en  un  pro- 
Wema  dùiàmico,  produddas  por  un  desplazamiento  virtual. 

Consideremos  un  sistema  de  resorte-masa  en  una  posiciòn  desplazada  como  se  muestia  en  la 
figura  2.6(a),  donde  xsimboliza  el  desplazamiento  de  la  masa.  La  figura  2.6(b)  muestia  d diagrama 
de  cuerpo  libre  de  la  masa  con  las  fùerzas  reactiva  y de  inercia  indicadas.  Cuando  la  masa  expcri- 
menta  un  desplazamiento  virtual  &x,  como  se  muestra  en  la  figura  2.6(b),  el  Irabajo  viitual  realizado 
por  cada  fùerza  se  calcula  como  sigue: 

Trabajo  virtual  realizado  por  la  fucrzadel  resorte  = = — (kx)Sx 

Trabajo  virtual  realizado  por  la  fùerza  de  inercia  = 5tV,  = -(mji)ii 
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Figttra  2.6  Masa  sometida  a un  desplazamiento  virtual . 
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Cuando  el  trabajo  virtual  total  reallzado  por  todas  las  fuerzas  se  haoe  igual  a cero,  obtenemos 


-mx8x  ~ kxSx  = 0 (2,5) 

Como  el  desplazamiento  virtual  puede  tener  un  valor  arbitrario,  Sx  = 0,  la  ecuacidn  (2.5)  da  la 
ecuaddn  de  movimiento  del  sistema  de  resorte-masa  como 


mx  + Jbc  = 0 (2.3) 

Principio  de  conservacidn  de  la  energia.  Se  dice  que  un  sistema  es  conservador  si  no  se  pierde 
energia  debido  a fricdon  o a miembros  no  elasticos  que  disipan  energia.  Si  otras  iuerzas  extemas 
no  realizan  txabajo  en  un  sistema  conservador  (apaite  de  la  gravedad  u otras  fuerzas  potenciales), 
entonoes  la  eneigta  total  del  sistema  permanece  constante.  Como  la  energfa  de  un  sistema  vìbra- 
torio  es  pardalmente  potencial  y parcialmente  cindtica,  la  suma  de  estas  dos  energlas  permanece 
constante.  La  energia  dndtica  T se  almacena  en  la  masa  por  efecto  de  su  velocidad  y la  energfa 
potendal  U se  almacena  en  el  resorte  a causa  de  su  deformacion  dàstica.  Por  lo  tanto  el  principio 
de  conservacidn  de  energfa  se  expresa  como: 

T + U = constante 


o 


4(r  + U)  = 0 

dr 

Las  energias  cindtica  y potencial  resultan  de 

T = 

y 

u = gJbt2 


(2.6) 


(2.7) 


(2.8) 


La  sustitudon  de  las  ecuaciones  (2.7)  y (2.8)  en  la  ecuacidn  (2.6)  da  por  resultado  la  ecuacidn 
deseada 


mx  + kx  = 0 


(2.3) 


2 

Ecuacion  del 
movimiento  de 
un  sistema  de 
resorte-masa 
en  posiciòn 
vertical 


Consideremos  la  configuraddn  del  sistema  de  rescrte-masa  que  se  muesira  en  la  figura  2.7(a).  La 
masa  cudga  en  el  extremo  inferior  del  resorte,  el  cual  a su  vez  esta  fijo  por  su  extremo  superior  a un 
soporte  rigido.  En  reposo,  la  masa  colgarà  en  una  posicion  llamada posicìòn  de  eqmlìbrio  estàtico , 
en  la  cual  la  fuerza  dd  resorte  dirigida  hada  airiba  balanoea  oon  exactitud  la  fueiza  de  gravedad 
dirigida  hada  àbajo  que  adtìa  en  la  masa.  En  esta  posidon  la  longitud  dd  resoite  es  (0  + donde 
dey  es  la  deflesxidn  estàtica,  d alargamiento  producido  por  el  peso  de  la  masa  m.  En  la  figura  2.7(a), 
vemos  que,  para  equilibrio  estatico, 


W = mg  = kSm 


(2.9) 
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■x-wxx-x 


fVisiciùn  de 
I"  equilibrio  estàtico 

- Rjsiciòn  finaJ 

+ JC 


t 

IV  + *jc 


(a) 


(b) 


T 

m 

1 ' 
IV 

(c) 


Fuerzadcl  resone 


Figura  2.7  Un  sistema de  resorte-masaen  posidòn  vertical. 


donde  g es  la  acdeiacidn  de  la  gravedad.  Si  la  masa  se  deflexiona  una  distancia  +x  con  respecto  a 
su  posicìòn  de  equilibrio  estatìco.  entonces  lafuerzadd  resorte  es  ~k(x  + Sest),  oomo  se  muestia  en 
la  figura  2.7{c).  La  aplicaciòn  de  la  segunda ley  del  movimiento  de  Newton  a la  masa  m da 

mx  = -Jfc(x  + flest)  + W 


y como  £Sest  = W,  obtenemos 


mx  + kx  = 0 {2.10) 

Vemos  que  las  ecuadones  {2.3)  y {2.10)  son  ìdenticas.  Esto  indica  que  cuando  una  masa  se  mueve 
ai  direcciòn  vertical,  podemos  ignorar  su  peso,  siempre  que  midamos  x a partir  de  su  posiciòn 
de  equilibrio  estatico. 

Nota:  La  ecuaciòn  (2.10),  la  ecuaciòn  de  movimiento  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura 
2.7,  tambiòn  puede  derivarse  aplicando  el  principio  de  D’  Alembert,  el  principio  de  desplazamientos 
virtuales,  o bien  el  prindpio  de  conservacìòn  de  la  energfa.  Si  utilizamos  el  ultirno,  por  ejemplo, 
notamos  que  la  expresiòn  para  la  energia  cinòtica,  T,  permanece  igual  que  la  ecuaciòn  (2.7).  Sin 
embargo,  la  expiesiòn  paia  la  eneigi'a  potencial,  U,  se  tiene  que  derivar  al  ccmsiderar  ei  peso  de 
la  masa.  Por  eso  observamos  que  la  fuerza  dd  resorte  en  La  posidòn  de  equilibrio  cstatico  ix  = 0) 
es  mg.  Cuando  d resorte  se  deforma  una  cantidad  x,  su  energfapotendal  es  {veala  figura  2.7{d)): 
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Ademàs,  la  energia  potencial  dd  sLstema  detrido  al  cambio  de  devacion  de  la  masa  (observemos 
que  +x  esta  dirìgida  hacia  abajo)  es  —mgx.  Por  lo  tanto  la  energia  potencial  neta  dd  sistema  res- 
pecto  de  la  posicion  de  equilibrio  estatico  es 

U = energfe  potendal  del  resorte 

+ cambio  de  la  energia  potencial  debido  al  cambio  de  elevaciòn  de  la  masa  m 

1 , - 1 , 7 
= mgx  + ~kx  - mgx  = ~kx 

Como  las  expresiones  de  Ty  Uno  camtrian,  la  aplicaddn  del  prìncipio  de  conservacidn  de  la  ener- 
gfa  da  la  misma  ecuadon  de  movimiento,  ecuadon  (2.3). 


Soluciòn 


La  solucidn  de  la  ecuacion  (2.3)  se  obtiene  suponiendo  que 

*(f)  = Ceest 


(2.11) 


donde  C y s son  constantes  que  deben  determinarse.  La  sustitucidn  de  la  ecuaddn  (2.11)  en  la 
ecuaddn  (2.3)  da  por  resultado 

C{msz  + Jfc)  = 0 


Puesto  que  C no  puede  ser  cero,  tenemos 

ms2  + k = 0 


y por  consiguiente 


dondei  = (— l)t/2  y 


(2.12) 


(2.13) 


(2,14) 


La  ecuacion  (2.12)  se  conoce  como  ecuacidn  aivdUaro  caracterisdca  correspondiente  a la  ecuacidn 
diferencial  (2.3).  Los  dos  valores  de  s dados  por  la  ecuacidn  (2.13)  son  las  iaices  de  la  ecuacidn  ca- 
lacteristica,  tambien  conoddas  como  vaiores  etgen  o valores  caracteristicos  del  problema.  Como 
ambos  valoies  de  s satisfacen  la  ecuadon  (2.12),  la  soludon  general  de  la  ecuacidn  (2.3)  puede 
expresarse  como 

jc{r)  = C^  + C^-1  (2.15) 

donde  C,  y C2  son  constantes.  Utilizando  identidades 

e±!Ctl  = oos  at  ± i senar 

La  ecuacitìn  (2. 15)  se  puede  volver  a escribir  como 

jt(f)  = Ajoasay  + a2  senù),,# 


(2.16) 
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donde  Ax  y A2  son  constantes  nuevas.  Las  constantes  Ct  y C2  o A(  y A2  se  determinan  a partir  de 
las  condidones  inìciales  del  sistema.  Se  tienen  que  especificar  dos  condidones  paia  evaluar  estas 
constantes  de  fomia  tinica.  Observemos  que  el  ntimero  de  condiciones  que  se  tiene  que  especificar 
cs  igual  al  orden  de  ecuacion  diferencial  regente.  En  este  caso,  si  los  valores  de  desplazamiento 
jc{/)  y vdoddad  x(t)  = (dx!dt)(t)  se  espedfìcan  como  Xo  y x0  en  t = 0,  tenemos,  de  acuerdo  con 
laecuadon  (2.16), 


x(t  = 0)  = = jco 

= 0)  = (d„A2  = x0  (2,17) 

Fbrconsiguiente,  Ax  = x0  y A2  = x0/to„.  Porlo  tanto  la  solucidn  dte  la  ecuacidn  (2.3)  sujetaa  las 
condidones  inicialcs  de  la  ecuadon  (2.17)  esta  dada  por 


/X  . xo 

*(f)  = x0  cos  toj  + — senù)„f 

ù)„ 


(2.18) 


Movimiento 

armònico 


Las  ecuadones  (2.15),  (2.16)  y (2.18)  son  funciones  de  tiempo  armdnicas.  E1  movimiento  es  si- 
mtitrico  con  respecto  a la  posidon  de  equilibrio  de  la  masa  m.  La  velocidad  es  un  maximo  y la 
aceleracion  es  cero  cada  vez  que  la  masa  pasa  por  esta  posidon.  En  los  desplazamientos  extremos, 
la  vdoddad  es  cero  y la  acderacidn  es  un  maximo.  Como  esto  representa  movimiento  armdnico 
timple  (vea  la  seccidn  1.10),  el  sistema  de  resorte-masa  se  conoce  como  osdiador  armànico.  La 
cantidad  ù)n  dada  por  la  ecuacidn  (2.14)  reprcsenta  la  frccuenda  natural  de  vibracidn  dd  sistema. 

La  ecuaddn  (2. 16)  se  puede  exprcsar  en  una  forraa  difcrcnte  si  ìntroducimos  la  notacion 

A\  = A cos 

Aj^Aseni^  (2.19) 


donde  A y ^son  las  constantes  nuevas,  las  cuales  se  pueden  exprcsar  en  funcidn  de  A(  y A2  como 


A=  + Al)1'2  = 


*4  + hf 


6)’ 


1/2 


= amplitud 


<f>  = tan  ff  — ) = tan  ff  — ^— ) = angulodefase 
\AÌ/  \X0ù>aJ 


(2.20) 


&.  introducimos  la  ecuaddn  (2.19)  en  la  ecuacion  (2.16),  la  solucion  puede  escribirse  como 


x(0  = A COS  (ù)„t  - d) 


(2.21) 


Utilizando  las  rdadones 


Aj  = A0  sen  <j)0 

A2  = A0  cos  <f>0  (2.22) 


La  ecuaddn  (2. 16)  tambidn  puede  expresarse  como 


jt{f)  = A0  sen  (<i/„t  + <f)0) 


(2.23) 
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donde 


y 


{2.24) 


{2.25) 


La  naturaleza  de  la  oscilaàon  armdnLca  se  puede  representar  graficamente  como  en  la  figuia  2.8(a). 
Si  A impiica  un  vector  de  magnitud  A,  el  cual  forma  un  angulo  — <f>  con  respecto  al  eje  vertical 
(x),  entonces  se  ve  que  la  solucidn,  la  ecuacion  {2.2  l)f  es  la  pioyeccion  del  vector  3sobre  el  eje  x.  Las 
constantes  At  y A2  de  la  ecuacion  {2. 16),  dadas  por  la  ecuacidn  {2.19),  son  simplemente  los  compo- 
nentes  rectangulares  de  A a lo  laigo  de  dos  ejes  oitogonales  que  forman  los  angulos  <t>  y - {|  - </>) 
con  respecto  al  vector  A.  Como  el  àngulo  (o„t  — <f>  es  una  funddn  lineal  de  tiempo,  se  incrementa  li- 
nealmente  con  el  Uempo;  por  lo  tanto  todo  el  diagrama  gira  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas 
del  reloj  a una  vdocidad  angular  <un.  A medida  que  gira  el  diagrama  {figura  2.8a),  la  proyecddn  de  A 


* x(t) 


H 


± 


(c) 

Figura  2.8  Representadòn  gràfica  del  movimiento  deun  oscilador  armdnico. 
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sobre  d eje  jc  varia  armdnicamente  de  modo  que  el  mQvimiento  se  repite  cada  vez  que  el  vector  A 
describe  un  àngulo  de  La  proyecddn  de  A,  es  dedr  jc(r),  se  muestra  en  lafigura  2.8(b)  como  una 
fiinddn  de ùìj,  y como  una fundon  de  t en  la  figura  2.8(c).  H angulo  de  fase  <f>  tambidn  puede inter- 
pretarse  como  el  àngulo  entre  d origen  y d primer  pico. 

Observemos  los  siguientes  aspectos  dd  sistema  de  resorte-masa. 


1,  Sid  sistema  de  resorte-masa  csta  en  una  posiddn  vertical,  como  se  muestra  en  la  figura  2.7(a), 
la  frecuenda  circular  natuial  puede  expresarse  como 


(2,26) 


La  constante  de  resorte  k puede  expresarse  en  funcidn  de  la  masa  m de  acuerdo  con  la  ecuacion 
(2.9)  como 


W _ mg 

dest  ^est 


(2.27) 


La  sustìtucidn  de  la  ecuacidn  (2.27)  en  la  ecuadon  (2.14)  da 


(2.28) 


De  aquf  que  la  frecuenda  naturàl  en  dclos  por  segundo  y el  periodo  natural  los  den 


Tj , = 


(2.29) 

(2.30) 


Fbr  lo  tanto,  cuando  la  masa  vibra  en  una  direcddn  verticàl,  podemos  calcular  la  frecuenda  na- 
tural  y d periodo  de  vibracidn  con  sdlo  medir  la  deflexion  estàtica  S^.  No  tenemos  queconocer 
la  rigidez  k del  resorte  ni  la  masa  m. 

2.  Segun  la  ecuacidn  (2.21)  la  vclocidad  x(t)  y la  aceleracion  jt  (f)  de  la  masa  m en  d instante  t 
puede  obtenerse  como 


dx 


("■'  - * + f ) 


x{t)  = — - (f)  = -&nA  sen(ù)flf  -</?)  = (ùj  - $ + 

dt 

d2x 

x(t)  = ^pr(f)  = -ù%A  oos  (ù)„f  - <f>)  = ù)j;A  cos  (ù>„f  - <f>  + tr)  (2.31) 

La  ecuadon  (2.3 1)  muestra  que  la  vdocidad  se  addanta  un  àngulo  tr! 2 al  desplazamiento  y que 
la  acderacion  se  adelanta  un  àngulo  tt  al  desplazamiento. 

3,  Si  d desplazamiento  inicial  (%)  es  cero,  la  ecuacidn  (2.21)  se  vudve 


x(f)  = — oos  U>„f  - — 1 = — 
ù>„  \ 2 j ù)„ 


— senù)-f 


(2.32) 


22  Vìbracion  libre  de  un  sistema  traslacìonal  no  amortiguado  127 


Sìd  embargo,  sì  la  velocidad  inicial  (Ìq)  es  cero,  la  solucion  es 

jc(f)  = jcq  cos  ù)nt  {2,33) 

4,  La  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  se  puede  rcpresentar  en  d plano  de 
desplazamiento  (jc)-velocidad,  conocido  como  espacio  de  estado  o plano  de  fese.  Para  esto 
consideiamos  el  desplazamiento  dado  por  la  ecuacidn  (2.21)  y la  vdocìdad  correspondiente: 

Jf{f)  = A COS  (ùJnf  - <£) 


o 


ms(ù}J  - d>)  = ^ 

jf (f ) = sen  (ù)„t  - 


(2.34) 


o 

(2.35) 

donde  y = x/(o„.  Hevando  al  cuadiado  y sumando  las  ecuadones  (2.34)  y (2.35),  obtenemos 

oos 2(ùìJ  ~ tf>)  + sen^^f  - <f>)  = 1 


o 


(2.36) 


La  grafica  de  la  ecuadon  (2.36)  en  d plano  (x,  y)  es  un  ci'iculo,  como  se  muestra  en  la  figura 
2.9a,  y constituye  la  rcprcsentacidn  en  el  plano  de  fase  o espado  de  estado  del  sistema  no  amor- 
tiguado.  E1  radio  dd  drculo,  A,  se  detenuina  a partir  de  las  condidones  iniciales  de  movimiento. 
Cbservemos  que  la  grifica  de  la  ecuaddn  (2.36)  en  el  plano  (jc,  i)  sera  una  elipse,  como  se 
muestra  en  la  figura  2.9(b). 


(a)  (b) 

Ptgura  2.9  Representaddn  del  plano  de  fase  de  un  sistema  no  amortiguado. 
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EJemplo  2.1 


Respuesta  armònlca  de  un  tanque  de  agua 

la  columna  del  tanque  de  agoa  que  se  muestra  en  la  figura  2.10(a)  tiene  300  pies  de  altura  y es  de  concreto 
ieforzado  con  una  seccidn  transversal  tubular  de  8 pies  de  diàmetro  intemo  y de  10  pies  de  diàmetro  extemo. 
E1  tanque  pesa  6 X 105  lb  cuando  està  Ueno  de  agua.  Ignorando  la  masa  de  la  columna  y suponiendo  el  mddulo 
de  Young  del  concreto  reforzado  eomo  4 X 106  Ib/pulg2,  determine  lo  siguiente; 

tu  La  frecuencda  uatural  y el  periodo  natural  de  la  vibraciòn  transversal  del  tanque  de  agua. 

b.  La  respuesta  de  vibraddn  del  tanque  de  agua  debido  a un  desplazamiento  transversal  inidal  de  10  pulg. 

C,  Lq$  valores  mjximos  de  la  vdoddad  y aceleraddn  experimentadas  por  el  tanque  de  agna. 

Suluddn:  Suponiendo  que  d tanque  de  agua  es  una  masa  puntual,  que  la  colutnna  tiene  nna  secdtìn  trans- 
versal  uniforme,  y que  la  masa  de  la  columna  es  insignificante,  d sistema  puede  modelarse  como  una  viga  en 
vjladizo  con  una carga  concentrada  (peso)  en  d extremo  libre como  se  muestra  en  la  figura  2. 10(b). 

a.  Ladeflexidn  transversaJ  de  la  viga,  <5,  producida  por  una  carga P estd dada  por  ^dondefes  la  longitud, 
E es  d mddulo  de  Young,  e / es  d momento  de  inercia  dd  drea  de  la  seccidn  transversal  de  la  viga.  La 
rigidez  de  la  viga  (columna  del  tanque)  esta  dada  por 

P 3EI 

S p 


Flgura  2.10  Tbnque  elevado.  (Fotograffa  cortesia  de  West  Lafayette  Water  Company). 


22  Vìbracion  libre  de  un  sistema  trasJacìonal  no  amortiguado  129 


En  este  caso,  / - 3600  pulg,  E = 4 X 10®  lb/pulg3 


/ = —(4  " df)  = — (1204  - 9tì4)  = 600.9554  X 104Pulg4 
64  64 

y por  TOnsiguieflte 

3(4  X 10^(600.9554  X 104) 

k = ■ — — — = 1545.6672  lb/pulg 

3tì003 

la  freCuenda  natural  del  tanque  de  agua  en  la  direcddn  transversal  està  dada  por 


*=  /1545.6672  X 386.4 

* V 6 X 105 


= 09977  rad/s 


El  periodo  natural  de  la  vibraddn  tranaversal  del  tanque  esti  dado  por 

T=  — = — = 6.2977  sec 

“ 0.9977 

b.  Utilizando  el  desplazamiento  inidal  de  jt0  = 10  pulg  y la  veloddad  inicial  del  tanque  de  agua  (i0)  como 
oero,  la  respuesta  armdnica  dd  tanque  de  agua  puede  expresarse,  utilizando  Ja  ecuaddn  (2.23),  como 

Jc(f)  = -A0Sen  (a>J  + ^0) 


donde  la  amplitud  dd  desplazamiento  transversal  (Aq)  estd  dado  por 


A0  — jc5  + 


(ST 


= *o  = 10  pulg 


y el  Sugulo  de  {^)  por 


</>o  = ta 


-i  f JWn  \ _ n 


R5r  lo  tanto 


jr{f)  = lOseu  I G.9977f  + — ) = lGcos0.9977f  pulg 


c*  La  velocidad  dd  tanque  de  agua  se  deteimina  diferenciando  la  ecuaciòn  (R  1)  como 


i(t)  = 10(0.9977 )cos  I 0.997 7f  + - 


y por  consiguieitte 


im&z  = A(y^n  = 10(0.9977)  = 9.977  pulg/s 


La  aceleiacitìn  del  tanque  de  agua  $e  detenuina  diferenciando  la  ecuacidn  (E.2)  como 


3 ì(t)  = - 10(0.9977 )2$en  0.9977/  + ^ 
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EJemplo  2.2 


y pqi  con$iguiente  el  valor  ttUbciino  de  la  acdeiticitìn  esttì  dado  poi 

= A^f  = 10(0.9977 )J  = 9.9540  pnlg/s2 


Respuesta  de  vlbraclòn  libre  debido  a Impacto 

Una  viga  en  voladizo  soporta  una  masa  Meu  d extremo  libre  como  se  muestra  ea  la  figma  2.1  l(a).  Una  masa 
meae  desde  una  altma  h sobre  la  masa  My  se  adhieie  a ella  sia  rebotai.  Deteimme  la  vibiadtìn  transversal 
iesnltante  de  la  viga. 

Sùluemn;  CuandolamasamcaigadesdeunaaUmA^chocaràconlamasaMaiina  veloddaddevffl  = y/lghf 
donde  ges  la  aceleiadtìn  por  la  giavedad.  Como  la  masa  mseadhieie  a M $in rebotar,  la  veloddadde la  masa 
combinada  (M  + m)  inmediatamente  desputìs  del  impacto  (itì)se  puede  hallai  aplicando  el  prindpio  de  con- 
semdtìn  de  momento: 

mvm  = (M  + m)i0 


0 


(E.l) 


ta  posicitìn  de  equilibrio  estàtico  de  la  viga  con  la  nueva  masa  (M  + m)  $e  encuentra  a una  distancia  de  t* 
debajo  de  la  posicitìn  de  eqnilibrio  estàtico  de  la  ma$a  origmal  (Afjcomo  $e  muestia  en  la  figuia  2. 1 l(c).  Aquf 
/rdenota  la  rigidez  de  la  viga  en  voladizo,  dada  por 


* = 


3EI 


Mtìdulo  de  Young,  E 
Momento  de  inerda.  / 


L 


M 


Y — 

L 

r-Y 

M 

k = 


3EI 


///  ///, 


<*) 


(b) 


z 


— z 


M 


YY  = posiciò  n de  eqnilibrio  est4t  ico  de  M 
ZZ  = posicitìn  de equilibrio  estàtico  de  M + m 

Flgura2Jl  Respuesta por impacto. 
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Ejemplo  2.3 


Como  la  vibmcitìn  de  la  viga  con  la  nueva  masa  (M  + m)  ocnme  en  tomo  a sn  propia  posicitìn  de  eqnilibrio 
estltico,  las  condiciones  iniciales  del  problema  se  pneden  formnlar  como 


*o  = - 


mg 

k ’ 


(E2) 


ft>r  lo  tanto,  la  vibracidn  trans  veisaJ  libre  resnltante  de  la  viga  se  pnede  expresarcomo  (vea  la  ecnacidn  (22 1)): 

x{t)  = AcQs(ù>„t  - <}>) 


donde 


Vm  + m V" 


3£/ 


P(M  + m) 


con  j«jj  y i0dadas  por  la  ecuaciòn  (E.2). 


MòcJulo  de  Young  obtenido  con  una  medlciòn  de  la  frecuencla  natural 

Se  encontrtì  que  la  frecuencia  natural  de  vibradtìn  transversal  de  una  viga  de  Secdtìn  transversaJ  cuadrada  de 
5 nun  X 5 itun  y longitud  de  1 m,  simplemente  apoyada  que  sopOrta  una  masa  de  2.3  kg  en  $u  pflite  media,  e$ 
de  30  iad/$.  Determine  el  mtìdulo  de  Young  de  elastiddad  de  Ja  viga. 


Solucìòn:  Ignorando  el  pe$o  propio  de  la  viga,  la  frecuenda  natmal  de  vibradtìn  transversal  de  la  viga  $e 
expresa  como 


= ^ — 

m 


donde 


Jt  = 


192£/ 

P 


(E.l) 


(E.2) 


donde  £es  el  mtìdulo  de  Young,  t es  la  longitud,  e /es  el  momento  de  inercia  de area  de  la  viga: 


l 


/ = ^(5  X 10“3)(5  X 10-3)3  = 0.5208  X 10-1Om4 

Como  m = 2.3  kg,  / = 1 .0  m y ton  = 30.0  rad/s,  las  ecuadones  (E.  1 ) y (E.2)  dan 

192£/  2 
k = — - — = mto„ 

r 


me£p  2.3(30.0)2(1.0)3 


192/  192(0.5208  X ÌO-10} 

Esto  indica  qne  probablemente  el  material  de  la  viga  es  acero  al  carbtìn. 


207.0132  X 109N/m2 
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Ejemplo  2.4 


Frecuencia  natural  del  cubo  de  un  camlòn  de  bomberos 


H cubo  de  ud  camidn  de  bomberos  se  encueutra  en  el  extremo  de  mia  pluma  teJescdpica,  como  se  muestia  en 
la  figura  2. 12(a),  E1  cubo,  junto  con  el  bombero,  pesa  2000  N.  Eneuentre  la  fiecuenda  natural  de  vibracitìn  del 
oibo  en  la  direccidn  vertical. 


Oti/dj;  Mòdulo  de  Young  del  material:  £ = 2.1  X 101 1 N/m2;  longitudes:  /]  = = /3  = 3 m;  dieaa  de  seccitìn 

1ran$veisal:  Aj  = 20  cm2a  À2  = 10  cm2; À3  = 5 cm2. 


Sùlucitìn:  Pam  deteiminar  la  ftecuencia  natuial  de  vibiadtìn  del  sistema,  encontramos  la  rigidez  equivalente 
de  la  pluma  en  la  diiecdòn  vertical  y utilizamos  una  idealizaciòn  de  un  sistema  de  un  $olo  grado  de  libeiiad. 
Rara  esto  asumimoa  que  la  masa  de  la  pluma  telescòpica  es  insignificante  y que  la  pluma  se  defonna  sòlo 
m la direodòn  axial (sin deformaise).  Como la fueiza indudda en cnalquier  secdòu  tian$veisaJ  Ox07 e$ igual 
a la  carga  axial  aplicada  en  el  extremo  de  la  pluma,  como  se  muestia  en  la  figura  2. 12(bX  la  rigidez  axial  de 
la  pluma  (kb)  està  dada  por 


<E1) 


cbnde  tbi  simboliza  la  rigidez  axial  del  lesimo  segmento  de  la  pluma: 


k 


k ’ 


i = 1,  2,  3 


(E.2) 


Cbn  lo$  datos  conocidos  (/]  = h = h = 3 m,  À|  = 20  cm1,  À2  = 10  cm2,  À3  = 5 cmJ,  E\  = 
=E3  = 2.1  XIO"  Nto3), 


(20  X ÌO-4}^.!  X 10n) 


14  X 107N/m 


(10  X ÌO-4}^.!  X 10  ) 
in  ~ 3 

(5  X lO-4}^.!  X 10*1) 


7 X 107N/m 


= 3.5  X 107  N/m 


fbr  lo  tanto,  la  ecuacidn  (E.l)  da 

1 1 1 1 1_ 

14  X 107  7 X 107  3.5  X 107  2 X 107 


0 


kb  = 2 X 107N/m 

La  rigidez,  k,  de  la  plnma  tdescdpica  en  la  direccidn  vertical  es 


Jt  = ^cosUs0  = 107  N/m 
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Figura  2.12  Huma  tekscòpicade  un 
camìon  de  bomberos. 


La  fiecuoicia  de  la  vibradòn  natural  dd  cubo  en  la  direcddn  venical  està  dada  por 

<n„  = = J(1°l£;Sl)  = 221.4723  rad/s 

V m V 2000 


Ejemplo  2.5 


Frecuencla  natural  de  un  slstema  de  poleas 

Deteimine  la  frecuencia  natuial  del  si&tema  que  se  muestia  en  la  figuia  2.13(a).  Suponga  que  las  pofcas  no 
tienen  fiiccidn  y que  su  ntasa  es  insignificante. 


SohicWa;  Pam  deteiminar  la  fiecuencia  natmal  encontiamos  la  rigidez  equivalente  del  sistema  y lo  resolve* 
mos  como  un  problema  de  un  solo  giado  de  libertad.  Como  no  hay  fiiccitìn  en  las  poleas  y su  masa  es  insigni- 
ficante*  la  tensiòn  en  la  cueida e$  constante y es  ignal  al  peso  W'de  la  masa m. Por  el  eqniUbrio  estfltico  de  las 
poleas  y la  masa  (vea  la  figuia  2. 13(b)),  se  puede  vei  que  la  fuem  dirigida  hacia  airiba  que  actua  en  la  polea  1 
es  2Wy  que  la  fiierza  dirigida  hacia  abajo  que  actùa  en  la  polea  2 es  2W  E1  centro  de  la  polea  1 (punto  A)  sube 
uua  distancia  2 W/k\  y el  centro  de  la  polea  2 (punto  B)  baja  una  distancia  2 W/k^  Por  1o  tanto,  el  movimiento 
totalde1amasam(punto  0)es 


cuando  la  cuerda  a ambos  lados  de  la  polea  permite  que  1a  masa  baje.  Si  deuota  la  coustante  de  resorte 
equivalente  del  sistema, 


Peso  de  la  masa 

DesDlazamiento  neto  de  1a  masa 

Cbnstante  de  resoite  equi  valente 


Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  soto  grado  de  libertad 


(a) 


k\X\  = 2W 

2W 

Xl=~kT 


Figura  2*13  Sistemade  poleas. 


^ = 2 W 
2 W 


(b) 


o* 

W=  mg  1 


mx 


i 

[ O'* 


T 

x = 2(Xi  + x2) 

1 1 


— _ A (—  - 4W(^1  + 

Èeq  \*1  k2/  Ml 

k\k^ 

4(*i  + k2) 


(El) 


Si  la  masa  m se  desplaza  una  distancia x de  la  posiciòn  de  equilibrio  estdtico,  la  ecuadòn  de  movimiento  de 
la  masa  se  escribe  como 


mx  + = 0 

ypor  consiguiente,  la  foecuencia  natural  està  dada  por 


(E.2) 


AeqV/2 

k\kz 

{m)  = 

Am(k\  + Jfc^) 

ì/i 


rad/s 


(E.3) 


= *1*2  l1/a 

2tt  4 m(^!  + 


(EA) 


ddos/s 
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2.3  Vibraciòn  libre  de  un  slstema  torsional 
no  amortiguado 


Si  un  cuerpo  rigido  oscila  con  respecto  aun  eje  de  referencia  espediico,  el  movimiento  resultante  se 
conoce  como  vibraciòn  torsìonai.  En  este  caso,  el  desplazamiento  del  cuerpo  se  mide  en  funciòn  de 
una  coordenada  angular.  En  un  problema  de  vibradòn  torsional,  el  momaito  de  restauradòn  puede  ser 
el  resultado  de  la  torsiòn  de  un  miembro  dàstico  o dd  momento  desbalanceado  de  una  fuerza  o par. 

La  figura  2.14  muestra  un  disco,  el  cual  tiene  un  raomento  polar  de  inercia  de  masa  JQ,  monta- 
do  en  un  extremo  de  una  flecha  circular  sòlida,  el  otio  extremo  del  cual  esta  fijo.  Sea  & la  rotaciòn 
angular  del  disco  alrededor  de  la  flecha;  tìtambidn  representa  el  àngulo  de  tarsiòn  de  la  flecha.  Por 
la  teoria  de  torsiòn  de  flechas  circulares  [2.1],  tenemos  la  rdaciòn 


Gln 

Mt  = -y&  (2,37) 

donde  M,  es  el  par  de  torsiòn  que  produce  la  torsiòn  6,  G es  el  mòdulo  de  corlante,  i es  la  longitud 
de  la  flecha,  /0  es  el  momento  polar  de  inercia  de  la  secciòn  transversal  de  la  flecha,  dado  por 


(2.38) 


y d es  d diàmetro  de  la  flecha.  Si  el  disco  se  desplaza  un  angulo  6 a partir  de  su  posiciòn  de  equi- 
librio,  la  flecha  pioduce  un  par  dc  torsiòn  de  restauradòn  de  magnitud  Mt.  Por  lo  tanto,  la  flecha 
actìa  como  un  resorte  torsional  con  una  constante  de  resorte  torsional 


Disoo 


-D- 

(*) 


ttGJ4 

32/ 


0») 


Jc 


Figura  2.14  Vibracion  torsional  de  un  disco. 


{2.39) 
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Ecuaciòn  de 
movimiento 


La  ecuaeiòn  del  movinùento  angular  del  diseo  alrededor  de  su  eje  se  deriva  aplicando  la  segunda 
ley  de  Newton  o cualquiera  de  los  mòtodos  mentionados  en  la  secdòn  2.2.2.  Considerando  el 
dagrama  de  cuerpo  libre  del  disco  {ftgura  2.14b),  podemos  derivar  la  ecuaciòn  de  movimiento  si 
aplìcamos  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton; 


Jq'S  + k£  = 0 


{2.46) 


la  cual  es  Ldentica  a la  ecuaciòn  (2.3)  si  el  momento  polar  de  inercia  de  masa  /q,  el  despiazamiento 
aigular  6 y la  constante  de  resorte  toràonal  k,,  se  reemplazan  con  la  masa  m,  el  desplazamiento  x 
y la  constante  de  resorte  lineal  k,  respectivamente.  Por  lo  tanto,  la  frecuencia  circular  natural  del 
àstematorsional  es 


(2.4Ì) 


yel  periodo  y ftecuenda  de  vibraciòn  en  cidos  por  segundo  son 


-r 

= JL  1/2 

2ir  Jg 


(2.42) 

(2.43) 


Cbservemos  los  siguientes  aspectos  de  este  sistema: 

1.  Sila  secciòn  transversal  de  la  flecha  que  soporta  d disco  no  es  circular,  se  tiene  que  utilizar  una 
constante  de  resorte  torsional  adecuada  [2.4, 2.5]. 

2.  E1  momento  polar  de  inercia  de  masa  de  un  disco  esta  dado  por 

ph’jrD4  WD 2 

~ 32~  - 

donde  p es  la  densidad  de  masa,  h es  el  espesor,  Des  el  diàmetro  y W es  d peso  dd  disco. 

3.  E1  sistema  toraonal  de  resorte-inercia  mostrado  en  la  figura  2.14  se  conooe  como  pènduio  tor- 
sionai  Una  de  las  aplicaciones  mas  importantes  de  un  pèndulo  torsional  es  un  rcloj  mecanico, 
donde  una  rueda  de  trinquete  convierte  la  oscilaciòn  rcgular  de  un  pequeiio  pendulo  torsional 
en  los  movimientos  de  las  manedllas. 


soluciòn 


La  soluciòn  general  de  la  ecuaciòn  {2.46)  se  obtiene,  como  cn  el  caso  de  la  ecuaciòn  {2.3); 

0(t)  = A]  cos  (ont  + Ajsenw^  {2.44) 


donde  la  ecuaciòn  {2.41)  da  y A{  y A2se  determinan  a partir  de  las  condiciones  iniciales.  Si 

Kt  = 0)  = *0  y è(t  = 0)  = ^(t  = 6)  = è0 


(2.45) 
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Ejemplo  2.6 


Las  constantes  A,  y A2se  determinan  como  sigue: 


Aj  - 80 

A2  = ®o/ù,n 


<2,46) 


Se  ve  que  la  ecuacion  (2.44)  tambien  representa  un  movimiento  amidnico  simple. 


Frecuencla  natural  de  un  pendulo  compuesto 

Cualquicr  cueipo  ngido  con  su  pivote  en  un  punto  que  no  es  su  centro  oscilari  aliedcdor  del  pivotc  poi  su  pro- 
pia  fuem  de  gmvedad.  Tal  sistema  $e  conoce  comq  pendulo  compuesto  (figura  2. 15).  Deteimine  la  ftecuencia 
natural  del  sistema. 

Soluddn;  Sean  O el  pnnto  de  snspension  y G el  centro  de  masa  del  pÈndulo  compuesto  como  se  muestia  en 
la  fignm  Z 15.  Deje  que  el  cuerpo  rigido  oscile  en  el  plano  xy  de  modo  qne  se  pueda  usar  la  coordenada  0 pam 
describir  su  movimiento.  Sea  d la  distancia  entre  O y G y J0  el  momento  de  inercia  de  masa  del  cueipo  con  re$- 
pecto  aJ  eje  z (perpendicnlar  tanto  a^como  a y).  Con  un  desplazamiento  0,  el  par  de  toision  de  iestaumcitìn 
(debido  al  peso  del  cneipo  W)  es  (Wi  sen  0)  y la  ecuacion  de  mo vimiento  es 


Jq6  + Wd  seu  0 = 0 


(El) 


Observe  que  la  ecuacitìn  (E.l)  es  una  ecuacidn  difeiendal  ordinaria  no  Jineal  de  segundo  gmdo.  Àunque  es 
posible  determinar  una  solucion  exacta  de  esta  ecnaciòu  (vea  la  seccion  133,  en  ingles,  en  el  sitio  Web), 
las  soluciones  exactas  no  se  puedeu  encontmr  con  la  majroria  de  las  ecuaciones  difeienciaJes  no  lineales.  Una 
solncidn  aproximada  de  la  ecuacidn  (El)  se  puede  encontmi  por  uno  de  dos  metodos.  Se  puede  utilizai  un 
piooedimiento  numèrico  pam  integmi  la  ecuacitìn  (E.  1).  Por  otm  parte,  Ja  ecuacitìn  (E,  1)  puede  ser  aproxima- 
da  por  una  ecuacitìn  JineaJ  cuya  solucitìn  exacta  es  fiiciJ  de  determinai.  Pam  utiJizar  eJ  ultimo  procedimiento, 
suponemos  desplammientos  angulaies  pequeflos  de modo  que 0 sea pequeflo  y sen 6^6,  Pbr  consiguiente,  la 
ecnacitìn  (E.  1)  $e  puede  ieprasentar  de  forma  aproximada  por  la  ecuacitìn  lineal: 

Jb£  + Wdd  = 0 (E.2) 


Figura  2,15  PÈndulo  oompuesto. 
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Bjta  ecuaciÒD  da  la  frecuenda  natuial  dei  pendulo  compuesto: 


(E.3) 


Cbmpaiando  la  ecuacidn  (E3)  con  la  frecuencia  natuial  de  nn  pdndulo  simpie,  ton  = (g/f)1f2  (vea  el  problema 
2.61),  podemos  detenninar  la  longitud  del  pdndulo  simple  equivalente: 


t = 


md 


(E.4) 


Si  mJto  reemplaza  a Jq,  donde  k0  es  el  mdio  de  giro  del  CuerpO  aliededoi  de  O,  las  ecuaciones  (E.3)  y (E.4)  se 
escrìben  como 

1/2 

= | — J (E.5) 


■ ■ (S)" 

(!) 


I 

Si  ka  indica  el  radio  de  giio  del  cueipo  aliededoi  de  G,  tenemos 

k o = + </2 

y la  ecuaddn  (E.6)  se  eacribe  como 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


Si  la  Ifnea  OG  se  estiende  hasta  el  punto  A de  modo  que 

GA  = 

la  ecuadon  (E.8)  se  vuelve 


& 


(E.9) 


l = GA  + d = OA 


(E.10) 


Hji  consiguiente,  deacueido  con  la  ecuaciòn  (E.5),  <i)n  estàdada  poi 


ÒJ 


n 


(E.ll) 


Esta ecuaddn  demuestra  que  no  impoita  si  el  Cueipo  giia  aliededoi  deOoA.su  frecuencia natuiai  eslamisma. 
H punto  A se  conoce  como  centro  de  percusidn. 


Centro  de  percnad n.  Los  conoeptos  de  pdndulo  compuesto  y oentro  de  percusidn  se  pueden  utì- 
lìzar  en  muchas  aplicaciones  pràcticas: 

1,  Se  le  puede  dar  forma  a un  martillo  de  modo  que  el  cenlro  de  peicusion  quede  en  la  cabeza  y el 
centro  de  rotacion  en  el  mango.  En  este  caso,  la  fuerza  de  impacto  en  la  cabeza  del  marìillo  no 
provocarà  n inguna  reaccion  normal  en  el  mango  (ftgura  2.16(a)). 
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Plgura  2.16  Aplicadones  dd  centro  de  percusiòn. 


2,  Bi  un  bate  de  bòisbol,  si  por  un  lado  se  hace  que  la  pelota  choque  en  d centio  de  percusidn 
mientras  que  d centro  de  rotacidn  esti  en  las  manos,  d bateador  no  experimentara  ninguna 
reaccidn  perpendicular  al  bate  (figura  2. 16{b)).  Pero  si  por  otro  lado  la  pelota  choca  con  d bat 
cerca  del  e-xtremo  o cerca  de  las  manos,  el  bateador  experimentarà  dolor  en  las  manos  debido  a 
la  reaccion  perpendicular  àl  bate. 

3,  En  la  prueba  Izod  (impacto)  de  materiales,  el  especimen  se  inserta  en  un  tomillo  de  banco  fijo 
en  la  base  de  la  màquina  (vea  la figura  2. 16{c)).  Se  libera un  pdndulo  desde  una  altura  estàndar, 
y el  pdndulo  al  pasar  por  su  posicion  mas  baja  golpea  el  extremo  libre  del  espdcimen.  La  defor- 
macidn  y flexion  dd  pdndulo  se  pueden  reducir  si  el  oentro  de  percusidn  se  localiza  cerca  del 
borde  de  golpeo.  En  este  caso,  d pivote  se  libera  de  cuàlquier  reaccidn  impulsiva. 

4,  En  un  automdvil  (mostrado  en  la  figura  2.16(d)),  si  las  ruedas  ddanteras  golpean  un  tope, 
los  pasajeros  no  sentiràn  ninguna  reaccion  si  el  centro  de  percusidn  del  vehiculo  se  localiza 
cerca  del  eje  trasero.  Asimismo,  si  las  ruedas  traseras  golpean  un  tope  en  el  punto  A,no  se  sen- 
tirà  ninguna  reaccidn  en  el  eje  delantero  (punto  O ) sì  el  centro  de  percusidn  se  localiza  cerca 
del  eje  ddantero.  Lo  deseable,  por  consiguiente,  es  tener  el  centro  de  oscilacidn  del  vehrculo  en 
un  cje  y el  centro  de  percusidn  en  el  otro  eje  [2.2]. 


2.4  Respuesta  de  sistemas  de  primer  orden 
y constante  de  tiempo 


Consideremos  un  rotor  de  turbina  montado  sobre  cojinetes  oomo  se  muestra  en  la  figura  2. 17{a).  E1 
fiuido  viscoso  (lubricante)  en  los  cojinetes  produce  un  par  detorsion  de  amortiguamiento  viscoso  du- 
rante  la  rotacidn  del  rotor  de  la  turbina.  Suponiendo  que  el  momento  db  inerciade  masa  del  rotor  con 
rcspecto  al  eje  de  rotacidn  como  /y  la  constante  de  amortiguamiento  rotacional  de  los  cojinetes 
como  cp  la  aplicacidn  de  la  segunda  ley  de  moviraiento  de  Newton  da  la  ecuacidn  de  movimiento 
del  rotor  como 


Jù>  + cfi)  = 0 


(2.47) 
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dto 

donde  es  la  velocidad  angular  del  rotor,  <a  = — es  la  velocidad  de  cambio  de  la  velocidad  an- 

at 

gular,  y se  supone  que  d par  de  torsion  extemo  aplicado  al  sìstema  es  cero.  Suponemos  la  veloddad 
angular  inìcial,  <w(t  = 0)  = <u0  como  la  entiada  y la  vdoddad  angular  dd  rotor  como  la  salida  del 
dstema.  Observemos  que  se  considera  la  velocidad  angular,  en  lugar  dd  desplazamiento  angular, 
como  la  salida  para  obtener  ia  ecuacion  de  movimiento  como  una  ecuacidn  difeiendal  de  primer 
^ado. 

La  solucion  de  la  ecuacion  de  movimiento  del  rotor,  la  ecuaddn  (2.47),  se  encuentra  al 
considerar  las  solucion  de  pmeba  como 

<u(t)  = Mett  (2.48) 

donde  A y s son  constantes  desconoddas.  Utilizando  las  condidones  inìciales,  <u{#  = 0)  = a>0,  la 
ecuacidn  (2.48)  se  escribe  como 

<u(t)  = ù)0ees'  (2.49) 


Rotor  en  los  cojinetes 

(a) 


Figura  2.17 


Variacidn  de  la  velocidad  anguiar 
(b) 
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Si  sustituimos  la  ccuaciòn  (2.49)  en  la  ecuaciòn  (2.47),  obtenemos 

a>oeest(Js  + ct)  = 0 (250) 

Como  *>0  = 0 no  hace  que  se  “mueva”  d rotor,  suponemos  que  *>0  ^ 0 y la  ecuaciòn  se  satìsface 
sòlo  si 


Js  + c,  = 0 (25!) 

c t 

La  ecuaciòn  (2.51)  se  conoce  como  ecuaciòn  caracten'stìca  de  la  cual  reulta  j Por  lo  tanto 

la  sdudòn , ecuaciòn  (2 .49) , se  escribe  como 

6>{f)  = tùQe~7‘  (252) 

La  variaciòn  de  la  velocidad  angular,  dada  por  la  ecuadòn  (2.52),  con  d tiempo  se  muestra  en 
la  figuia  2.17(b).  La  curva  se  inicia  en  <u0,  mengua  y tiende  a cero  a medida  que  t se  incrementa 
sin  limite.  Cuando  se  manejan  respuestas  exponencialmente  menguantes,  como  las  dadas  por  la 
ecuadòn  (2.52),  es  conveniente  describir  la  xespuesta  en  funciòn  de  una  cantidad  conocida  como 
comtmte  de  tiempo  (t).  La  constante  de  tiempo  se  define  como  el  valor  de  tìempo  que  hace  el  ex- 

ponente  en  la  ecuaciòn  (2.52)  igual  a -1.  Como  se  sabe  que  d exponcnte  de  la  ecuaciòn  (2.52)  es 

c, 

- ~tM  constante  de  tiempo  serà  igual  a 

r = - (253) 

c t 


de  modo  que,  para  t = r,  la  ecuaciòn  (2.52)  da, 

<u(r)  = to0e~^T  = = Q.368ù>o  (2.54) 

Por  lo  tanto,  la  rcspuesta  se  reduce  a 0.368  veces  su  valor  inicial  en  un  tiempo  igual  a la  constante 
de  tiempo  dd  sistema. 


2.5  I Mètodo  de  la  energfa  de  Rayleigh 


Para  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad,  la  ecuaciòn  de  movimiento  se  derivò  con  d metodo 
de  energfa  de  la  secciòn  2.2.2.  En  esta  secciòn  lo  utilizaremos  para  determinar  las  frecuencias  na- 
tuiales  de  sistemas  de  un  solo  giado  de  libertad  E1  princìpio  de  conservaciòn  de  la  energfa,  en  el 
contexto  de  un  sistema  vibratorio  no  amortiguado,  se  puede  vdver  a formular  como 

T\  + Ux  = T2  + U2  (2.55) 

donde  los  subi'ndices  I y 2 implican  dos  instantes  de  tiempo  difercntes.  Especrficamente,  utìliza- 
mos  el  suWndice  I para  indicar  el  tiempo  en  que  la  masa  pasa  por  su  posiciòn  de  equilibrio  estàtico 
y degimos  Ut  =0 como refercncia para la eneigfa potendal.  Si el subthdice 2 indica el  tiempo  co- 
irespondienteal  desplazamiento  maximodelamasa,tenemos  T2  =0.  Porconsiguiente,laecuaciòn 
(2.55)  se  escribe  como 


T,  + 0 = 0 + Uj 


(2.56) 
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Si  el  sistema  esta  experimentando  movimiento  armonico,  entonces  T{  y U2  indican  los  valores 
maximos  de  Ty  U,  respectivamente,  y laecuacidn  se  vudve 

Tmt*  = tW  (2.57) 

La  aplicacidn  de  la  ecuacion  (2.57),  conocida  tambièn  como  tmtodo  de  erntgia  de  Rayleigh,  da  la 
frecuencia  natural  del  sistema  directamente,  como  se  Uustra  en  los  siguientes  ejemplos. 


Ejemplo  2.7 


ManPmetro  de  motor  diesel 


E1  estape  de  un  motor  diesel  de  cuatro  tìempos  de  un  cilindro  Se  tìene  que  conectar  a un  silenciador,  y la 
presion  en  ese  lugar  se  tìene  que  medir  con  un  manòmetro  de  tubo  en  U simple  (vea  la  figura  2.18).  Calcule 
la  longitud  mfnitna  del  tubo  del  mandmetro  de  modo  que  la  frecuenda  natural  de  oscilaciòn  de  la  columna 
db  mercurio  sea  3.5  veces  mis  lenta  que  las  fiecuencias  de  las  fluctnaciones  de  presidn  en  el  silenciador  a 
tna  velocidad  del  motor  de  600  rpm.  La  fiecuencia  de  flnctnacidn  de  la  presidn  en  el  silenciador  es  igual  a 

Cantidad  de  cilindros  X Velocidad  del  motor 

2 


Snlucitìn : 

1.  Frecitenda  nantral  de  osciiaciàn  de  la  columna  de  Ifquido;  Considere  el  nivel  de  referencia  mostrado  en 
la  figura  2.18  como  la  posicion  de  equilibrio  del  Uquido.  Si x denota  el  desplazantìento  de  la  columna  de 
Ifquido  a partir  de  la  posicitìn  de  equilibrio,  el  cambio  de  la  energia  potencial  es 

V — energfa  potencial  de  la  columna  de  lfquido  espandido  + energfa  potencial  de  la  columna  de  liquido 
contiafdo 

= (peSO  del  mercnrio  expandido  X desplazamiento  del  C.G,  del  segmento)  + (peso  del  mercurio 
oontrafdo  X desplazamiento  del  C.G.  del  segmento) 

= (Axy)~  + (Axy)^  = Ayx* 2  (E.l) 


Nivel  de  refereneia 


Figura  2 AS  Manòmetro  de  tubo  en  U. 
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dondeA  eS  el  Srea  de  Seccidn  transversal  de  la  columnà  de  meicorio  yye$el  pe$o  eSpecffico  del  meiCurio. 
E1  cambio  de  la  energm  cin£tica  e${5  dado  por 

T = ^(masade  mercurioXvelocidad)2 
1 Aty  ., 


donde  /e$  la  longitud  de  la  columna  de  mercurio.  Suponiendo  movimiento  armònico,  podemos  escribir 

jr(/)  = X cos  toj  (E.3) 

donde  X e$  el  desplazamiento  mdximo  y wne$  la  frecuencia  natural.  Si  sustituimos  la  ecuaciòn  (E3)  en  las 
ecnaciones  (El)  y (E.2),  obtenemos 

TJ  00$  (E.4) 

'T  = Tmix.  (E.5) 


donde 


iW  = Ar* 


Tir<M  ~ r 


1 Aytà$ 


Igualando  Ua{a  a 7^,  obtenemos  la  frecuenda  natuml; 


2*  longìtud  de  h cotumna  de  mercurio\ La  frecuencia  de  Jas  fluctuacione&  de  la  presitìn  en  el  silenciador 

1 X 600 


= 300  rpm 
300  X 2tt 


= Nhr  rad/s 


Por  lo  tanto,  la  frecuencia  de  las  oscilaciones  de  la  columda  de  liquido  en  el  maudmetro  es  Nhrf3t5  = 
9.0  md /$.  Aplicaudo  la  ecuacitìn  (E.8),  obteuemos 


2g\V2 


(E.10) 


f 2.0  X 9.81  „„„ 

/ = = 0243  m 

(9.0)2 


(E.ll) 
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Ejemplo  2.8 


Efecto  de  la  masa  en  *»n  de  un  resorte 


Deteimine  el  efecto  de  la  masa  del  ie$orte  en  la  fxeeueneiaDatuial  del  $i$tema  ie$orte-ma$a  que  $e  mue$tra  en 
lafiguml.lQ, 

SohicWu:  Rua  determiuar  el  efecto  de  la  ma$a  del  resorte  en  la  fiecuencia  uatmal  del  $i$tema  re$orte-ma$a5  $u- 
mamo$  la  energia  ciuètica  del  $i$tema  a la  de  la  masa  adjuuta  y utilizamos  el  metodo  de  eueigia  paia  determiuai 
la  ftecuencia  uatuial,  Sea  / la  lougitud  total  del  iesorte.  Si  x indica  el  desplazamiento  del  extiemo  iufeiior  del 
lesorte  (o  masa  m),  el  de$plazamiento  a la  di$tauciaydel  soporte  e$  y(jrfJ)-  Aaimiamo,  si  i deuota  la  veloddad 
de  la  masa  m,  la  veloddad  de  un  elemeuto  de  resorte  situado  a una  distauda  y del  sopoite  e$  y(x/l)>  La  euergia 
tindica  del  demento  de  iesofie  de  lougitud  dy  e$ 


*-*(>)(?)■ 


(E.l) 


cbnde  m,  e$  la  masa  del  rcsorte.  La  energfa  dndtica  total  del  sistema  $e  expresa  como 


r = energia  dnètìca  de  la  ma$a  (Tm)  + energfa  cindtìca  del  rcsorte  (Ts) 


1 -2  , 1 -2 

= -mjt  + x2 
2 2 3 


(E.2) 


La  energfa  potencial  total  del  sistema  esta  dada  por 

U = | kx^ 


(R3) 


Suponiendo  un  movimiento  armònico 


jc(r)  = X cos  wj 


(E.4) 


dbnde  Jf  e$  el  desplazamiento  mtìximo  de  la  masa  y a»n  e$  la  frccnencia  natuial,  1a$  energm  cindtìca  y potencial 
seexpresan  como 


1 


= xkx 


(E,5) 

(E.6) 


T 

y 

l 

7 

dy 


'///////, 


m 


Figiifa  2-19  Masa  eqmvalente  de  uu  resorte. 
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Ejemplo  2.9 


Iguabndo  y obtenemos  la  expresitìn  para  la  frecoencia  natwal: 


6)„  = 


<E.7) 


Asf  se  contiene  el  efecto  de  la  masa  dei  resorte  al  agregar  un  tercio  de  Su  masa  a la  masa  principaJ  [2.3]. 


Efecto  de  la  masa  de  la  columna  sobre  la  frecuencia  natural 
del  tanque  de  agua 

EjKuentre  la  frecuenda  de  vibiaridn  transveisal  del  tanque  de  agua  conrideiado  en  el  ejemplo  2.1  yla  figuia 
2. 10  con  la  masa  de  la  coluituia  iucluida. 

Soluciou:  Para  incluir  la  masa  de  la  coiumna,  determmamos  la  masa  equivalente  de  la  columna  en  el  extiemo 
libre  mediante  la  eqnivalenria  de  energia  rintìtica  y utilizamos  un  mqdelo  de  un  solo  grado  de  libertad  paia 
hallai  la  ftecuenria  natmal  de  vibiaridn.  La  columna  del  tanque  se  cousideia  como  una  viga  en  voladizo  con 
un extremo  empotmdo  (suelo)  y uua  masa  M (tanque de agua) eu  el otro  extremo.  La  deflexitìn  estàtica de  una 
viga  en  voladizo  produrida  por  una  carga  concentmda  e$  (vea  la  figura  2.20); 

y(x)  = ~x)  = " x) 

= ~(3x2}  - jr3)  <E.l) 


La  energia  rintìtica  mirima  de  la  viga  (T^)  es 

T^  = \j  j{y(x)}2dx  <E.2) 

0 

donde  mesla  masa  total  y (ml!)  es  Ja  masa  por  unidad  de  longitud  de  la  viga.  Se  puede  utilizar  la  ecuaridn  (E.  1) 
pam  expiesar  la  variaritìn  de  la  veloridad  y(x ),  como 

yW  = T?(3 xH  - J)  <E3) 


y por  consiguiente  la  ecuaritìn  (E.2)  $e  escribe  como 


^=sfe)Y(3^-^ 

\ / ^ 

1 m yL.  f 33  ,t\  1 ( 33  \ 

2 t 4/6  J 2^140mJ 


■2 


<E.4) 
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j~" 

/ 

X N 1 

-H 

> 

^ tj«f> 

-^màx  ' 


pfi 

3E1 


Figura  2.20  Masa  equivalente  de  1a  columna. 


Si  indica  la  masa  equivalente  de  la  viga  en  voladizo  (tanque  de  agna)  en  el  extremo  libre,  su  energui  cind* 
tica  màxima  se  expresa  como 


_ 1 -2 


{E  .5) 


Si  igualamos  las  ecoaciones  (E.4-)  y (E5),  obtenemos 


33 


m^=  140m 


(E.6) 


R»r  lo  tanto,  la  masa  efwtiva  total  que  actua  en  el  extremo  de  la  viga  en  voladizo  es 


eq 


(E.7) 


dmde  M e$  la  masa  del  tanque  de  agua.  ta  frecuencia  natural  de  vibracidn  ban$versal  del  tanque  de  agua  e$ 


efec 


33 

M + —m 
140 


(E.8) 


2.6  | Vibraciòn  libre  con  amortiguamiento  viscoso 


2.6.1 


Ecuaciòn  de 
movimiento 


Cbmo  se  manifesttì  en  la  seccion  1.9,  la  fuerza  de  amortiguamiento  viscoso  Fes  proporcional  a la 
velocidad  x o v y se  expresa  como 


F = -cx 


(2,58) 


donde  c es  la  constante  de  amqrtiguamiento  o coeficiente  de  amortiguamiento  viscoso  y el  signo 
indica  que  la  fuerza  de  amoitiguamiento  se  opone  a la  direccidn  de  la  velocidad.  En  la  figura  2.21 
se  muestia  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libeitad  con  un  amorfiguador  viscoso.  Si  x se  mide  a 
partir  de  la  posicidn  de  equifibrio  de  la  masa  m,  la  apficacion  de  la  ley  de  Newton  da  por  resultado 
la  ccuacidn  de  movimiento; 


mx  = -cx  - kx 


o 


ttix  + cx  + kx  = 0 


(2-59) 


2.6  Vibrariòn  libre  con  amortiguamiento  vìscoso  147 


Soluciòn 


Sistema 

(a) 


kx  cx 


m 


+x 

Diagrama  de  cuerpo  libre 
(b) 


Figura  2.2 1 Sistema  de  un  solo  grado  de 
lìbertad  con  amortiguador  viscoso. 


Paia  resolver  la  ecuacion  <2.59),  suponemos  unasoluciòn  en  la  forma 

,r(r)  = Cest  <2.60) 

dondc  Cy  s son  constantes  indcteraiinadas.  La inserciòn  de  esta funciòn  en  la ecuadòn  <2.59)  nos 
Ueva  a la  ecuaciòn  caiacteristica 

ms2,  + cs  + k = 0 <2.61) 


cuyas  raices  son 


c±V? 


Amk 


2 m 


m 


<2.62) 


Estas  rafces  dan  dos  soludones  a la  ecuaciòn  <2.59); 

jfi(r)  = C]<sJ,r  y *2(r)  = C2eftr 


<2.63) 


Por  lo  tanto,  la  soludòn  general  de  la  ecuaciòn  <2.59)  es  una  combinaciòn  de  las  dos  soludones 

X\(t)yx2(t): 

jt(r)  = Cj(2*,r  + C2e& 


= + c2t 


<2.64) 


donde  C,  y C2  son  constantes  aibitiarias  que  se  lienen  que  determinar  a paitir  de  las  condidones 
inidales  dd  sistema. 


Constante  de  amortiguamiento  critico  y la  reiadòn  de  amortiguamiento.  E1  amoitiguamiento 
crftico  ef  se  define  como  el  valor  de  la  constante  de  amortiguamiento  c con  la  cual  el  radical  en  la 
ecuaciòn  <2.62)  se  vudve  oero: 
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= = 2Vim  = 2rrtù)„ 

V wi 


(2.65) 


Rua  eualquier  sìstema  amortiguado,  la  relaciòn  de  amQrtìguamiento  f se  ddine  como  1a  relacidn  de 
la  constante  de  amQrtìguamientQ  a la  constante  de  amortiguamiento  crftico: 


t = c/cc 


(2.66) 


UtilizandQ  las  ecuaciones  (2.66)  y (2.65),  podemos  escribir 


c _ c_  Cf_ 
2m  cc  2 m 


= fan 


(2.61) 


ypor  consiguiente 


= (-{  ± V{2  - l)vn 


(2.68) 


Asf.  la  soLucion,  ecuacion  (2.64),  se  escribe  como 


x(r)  = cV~i+V?~])a,"‘  + 


(2.69) 


La  naturaleza  de  las  rafces  y sz  y por  consiguiente  el  comportamiento  de  la  sduciòn,  ecuacidn 
(2.69),  dependen  de  la  magnitud  del  amortiguamiento.  Se  ve  que  d caso  { = 0 conduce  a ias  vibra- 
dones  no  amortiguadas  que  se  analizan  en  la  secdon  2.2.  Por  consiguiente,  suponemos  que  { 0 

y ponemos  a consideraddn  los  tres  casos  siguientes. 

Gaso  1,  Sistema  no  amortignado  ({  < 1 o c < cc  o dlm  < Vkjm).  En  esta  condicion  (£2  — 1)  es 
negativa  y las  rai'ces  j,  y ,i2se  expresan  como 

si=  (~t  + 

$2  = - iV 1 - {2)<o„ 


y la  solucidn,  la  ecuacidn  (2.69),  se  puede  escribir  de  diferentes  fonnas: 


x(t)  = .cvs(-t+*fi=fr*  + 

= + C2e~^^\ 


l 


J 
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- £2<»at  + 4>o 


~ {2Mnt  - <(> 


(2,70) 


donde  { c\,  Cr2),  { X , <f>)  y {Jfy,  <^)  son  constantes  arbitiarias  que  se  tìenen  que  detemtìnar  apartir 
de  las  condidones  iniciales. 

En  las  condiciones  iniciales  x(t  = 0)  = jc0  y i(f  = 0)  = xq,C\  y C2,  se  detemtìnan  como 
sigue: 


Cr,=x0  y C2  = 


Xq  + jùìnXQ 

Vf-  f<ò„ 


(2.71) 


y por  consiguiente  la  solucion  es 


jc(#)  = e *“"t|  jtq  oos  Vl  - f a> „t 


. xq  + Zù>„xq 
+ J - = sen 

VI  - fù>„ 


Vi  - i 3 


ù)„f  J 


(2.72) 


Las  constantes  (X,  <f>)  y (Y0,  <f>^)  se  expiesan  como 


X-X„-  V(Ci)^  + (Cj)*  - + à + 2W* 

Vi-z2ù>a 

VCV  V *0  + {«>nX0  ) 

fanX  0 


tjt  - taj.-1  + (;‘Xa  ì 

\C\)  UvR/ 


(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 


El  movimiento  descrito  por  la  ecuacidn  (2.72)  es  un  movimiento  armonico  amortiguado  de  frecuen- 
da  angular  Vl  - £2*V  pero  porque  del  factor  la  amplitud  disrainuye  exponendalmente 
con  el  tiempo,  como  se  muestra  en  la  figuia  2.22.  La  cantidad 

^ = Vl  - l2ù>„  (2.76) 


se  conoce  como  fiecuenda  de  vibraciàn  amortiguada.  Se  ve  que  la  frecuenda  de  vibracion  amor- 
tiguada  a^siempre  es  menor  que  la  frecuenda  natural  no  amortìguada  <y„.  La  disminucidn  en  la 
frecuencia  de  vibracidn  amortiguada  con  la  cantidad  crecÌOTte  de  amortiguamiento,  dada  por 
la  ecuacidn  (2.76),  se  muestra  graficamente  en  la  figura  2.23.  E1  caso  subamortìguado  es  muy 
importante  en  el  estudio  de  vibradones  mecanicas,  ya  que  es  el  unico  caso  que  conduce  a un  mo- 
vimiento  oscilatorio  [2.10]. 
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Caso  2.  Sistema  criticamente  amortiguado  ((  = I,  cc  o c/2m  = Vi/m).  En  este  caso  las  dos 
lafces  j|  y j2en  la ecuacion  {2.68)  son  iguales: 

S}  = *2=  = -*>n  C2-77) 

Fbr  las  rafces  repetìdas,  la  ecuadon  {2.6)1  da  la  solucidn  de  la  ecuaddn  {2.59)  como  sìgue: 

= (C,  + C2 t)e-^  {2.78) 


iTambiài  se puedc obtencrla ecaadòn  (2,78)  si  se tiace que  i tienda a launidad cn el  lànite  en la ecuaddn  (2,72),  A mcdìda 
qne  l -» 1,  <u*  -» 0;,  de aht  que cos  aijt  -*  l y sen  a>dt  -» a>dt,  Por  lo  tanto,  la ecuacidn  (2,72)  da  por  resultado 

x(t)  = + Ci#>dt)  = (C,  + C2t)e-^ 


donde  C|  = C\  y C2  = Cfoj  son  constantes  nuevas. 
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Flgura  2,24  Comparacidn  del  movimiento  con  diferentes  tipos  de  amortiguamiento. 


La  aplicarion  de  las  oondiciones  iniciales  rtt  = 0)  = jr0  y x(t  = 0)  = i0  en  este  caso  resulta 


C\  — *Q 

C2  = xq  + ù)„xq  {2,79) 


yla  solucion  es 


Jf(f)  = [jco  + (io  + ùv.xoWe-'”''* 


{2,80) 


Se  ve  que  el  moviniiento  representado  por  la  ecuaridn  {2.80)  es  aperiòdico  {es  decir,  no  periddico). 
Como  e~ù>^  —*•  0 a medida que  t—*oor el  movimiento iinalmente se reduce a cero, como sc indica 
en  ia  figura  2.24. 

Caso  3.  Sistema  sobreamottigmdo  {f  > I 0 c > cc  0 ci’lm  \fkjtn).  Cuando  Vf2  - 1 > 0,  la 
ecuaridn  {2.68)  muestra  que  las  rafces  y ,r2  son  reales  y dìstintas  y estan  dadas  por 


* = <-f  + Vf2  - 1K  < 0 

* = <-f  - Vf*  - ih  < 0 

con  jj.  En  este  caso,  la  solucion,  ecuacidn  {2.69),  se  expresa  como 

jc(t)  = + C2e^^^^)<aJ  {2.81) 


En  las  condiriones  iniriales  x(t  = 0)  = xq  y x(t  = 0)  = io-*35  constantes  Cx  y C2se  oblienen  como 
sigue: 


*QP«(f  + Vf2  ~ 1)  + io 
2<unVf2  - 1 
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-x0ù)„({-V(2  ~ 1)  - i0 

- 1 


(2.82) 


La  ecuaddn  (2.81)  muestra  que  el  movimiento  es  aperiodico  ìndependientemente  de  las  condicio- 
nes  iniciales  impuestas  en  el  sìstema.  Como  las  rafces  j(  yj2son  negativas,  el  movimiento  se  reduce 
exponencialmente  con  el  tiempo,  como  se  muestra  en  la  figura  2.24. 

Observe  los  siguientes  aspectos  de  estos  sistemas: 

L,  La  representacidn  gràfica  de  los  diferentes  tìpos  de  rafces  caracteristìcas  y s2,  asf  como  las 
respuestas  correspondientes  {soluciones)  del  sistema  se  presentan  en  la  secddn  2.7.  La  repre- 
sentaridn  de  las  rat'ces  j|  y j2con  valores  variables  de  los  paràmetros  del  sistema  c,  k y m en  el 
plano  complejo  {conoridas  como  graficas  del  lugar  geometrico  de  las  raices)  se  considera  en 
laseccion  2.8. 

2,  Un  sistema  criticamente  amortiguado  tendra  el  amortiguamiento  nuriimo  requerido  para  movi- 
miento  aperiddioo;  por  consiguiente  la  raasa  regresa  a la  posicidn  de  reposo  en  el  tiempo  mas 
corto  posible  sin  sobrepaso.  La  propìedad  de  amortìguamiento  critico  se  utiliza  en  muchas  apli- 
caciones  practìcas.  Por  ejemplo,  las  armas  de  fuego  grandes  tienen  amortiguadores  hidràulicos 
con  valor  de  amortiguamiento  crftico,  de  modo  que  regresen  a su  posicìon  original  despuds  de 
recular  en  un  tiempo  mfnimo  sin  vibrar.  Si  el  amortiguamiento  fuera  mayor  que  el  valor  crftico, 
se  presentaria  una  demora  antes  del  siguiente  disparo. 

3,  La  respuesta  de  un  sistema  libre  amoitiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  se  puede  representar 
en  el  plano  de  fase  o espacio  de  estado  como  se  indica  en  la  figura  2.25. 


Decremento 

logantmico 


H decremento  logaritmico  representa  la  velocidad  a la  cual  se  reduce  la  amplitud  de  una  vibracidn 
libre  amortiguada.  Se  define  como  el  logaritmo  natural  de  la  relacion  de  cualquiera  de  las  dos 
amplitudes  sucesivas.  Sean  rt  y los  tiempos  coirespondientes  a dos  amplitudes  sucesivas  {des- 
plazamientos),  medidas  un  cido  aparte  para  un  sistema  subamoitiguado,  como  en  la  figura  2.22. 
Utilizando  la  ecuaridn  {2.70),  podemos  foimar  la  relacion 

jq  = X0e~Cù,JI  cos  ~ <M  {2  g3) 

x2  Xoe~Ca>atl  COS  (ù}jt2  - <M 


Flgura  2.25  Hano  de  fase  de  un  sistetna 
amortiguado. 
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Pfero  r2  = t,  + 7d,  donde  td  = 2ir/ù)des  el  periodo  de  vibraciòn  araortiguada.  Por  consiguiente  cos 
(ù>dt2  ~ </»o)  = <x>s(2ir  + ùìjtj  - <f?Q)  = cos ((oji  - 4>a),y  la  ecuacion  (2,83)  se  escribe  como 


x2 


+T,j) 


= 


E1  decremento  logarftmico  8 se  obtiene  por  la  ecuacidn  (2.84); 


S = bl“  = $tDnTd  = {Om  j ==T~ 

x2  Vl  - ?<*>„ 


2tt{ 


Vl  - ? 


2 TT  C 
ù)d  2 m 


Paia  amortiguamiento  pequeno,  la  ecuacidn  (2.85)  se  puede  cscribir  como 

8 =*  2it£  si  £ <SC  1 


{2.84) 


{2.85) 


{2.86) 


La  figura  2.26  muestra  la  variacion  del  decremento  logaritmico  6 con  la  £ dada  por  las  ecuaciones 
{2.85)  y (2.86).  Se  observaque  con  valores  hasta  t,  = 0.3,  las  dos  curvas  son  diffciles  de  distinguir. 

H decremento  logarftmico  no  tiene  unidades  y en  realidad  es  otra  forma  de  la  relacidn  de  amor- 
tìguamiento  f sin  unidades.  Una  vez  conodda  6,  f se  detcrmina  resolviendo  la  ecuacion  {2.85); 


f = 


5 

V(2ir)2  + 62 


^.87) 


Si  utìlizamos  la  ecuacidn  {2.86)  en  lugar  de  la  ecuacion  {2.85),  tenemos 


f “ 


8 

2tt 


{2.B8) 


0 02  0.4  0.6  o.a  t.0 


Flgura  2.26  Variaciòn  del  decremento  logarftmico  con 
amortiguamiento. 
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Si  no  se  conoce  d amortiguanùento  en  el  sistema  dado,  podemos  determinarlo  experimentalmente 
midiendo  cualquiera  de  los  dos  desplazamientos  consecutivos  X\  y Xy.  Tomando  el  logaritmo  natu- 
lal  de  la  relacidn  de  x,  y x2,  obtenemos  8.  Sì  utilizamos  la  ecuaddn  (2.87),  podemos  calcular  la  re- 
lacidn  de  amoitiguamiento  £ . Dehecho,  larelacidn  de  amortiguamiento  tambidn  sepuededetermi- 
nar  midiendo  dos  desplazamientos  separados  por  cualquier  nùmero  de  cidos  completos.  Si  jr,  y 
xm+i  indican  las  amplitudes  correspondientes  a los  tiempos  r,  y tm+l  = r,  + mrd,  donde  mesun 
entero,  obtenemos 


_ X\  XzX}  xm 
Xm+\  X2X3X4  ' xm+i 


(2.89) 


Como  cualquiera  de  los  dos  desplazamientos  sucesivos  separados  por  un  cido  satisiacen  la 
ecuacion 


— — = 


(2.90) 


La  ecuaddn  (2.89)  se  vuelve 


Xì 

xm+\ 


— — em£ fi(„Tj 


Las  ecuaciones  (2.91)  y (2.85)  dan  por  resultado 


(2.91) 


(2.92) 


las  cuales  se  puedcn  sustituir  en  la  ecuacidn  (2.87)  0 en  la  (2.88)  para  obtencr  la  relacion  de  amor- 
ùguamiento  viscoso  £. 


Energi'a 
disipada  en 
amortigua- 
miento  viscoso 


En  un  sistema  viscosamente  amortiguado,  la  velocidad  de  cambio  de  energia  con  el  tiempo 
(dWfdi)  es 


U r¥  7 

= fiierza  X velocidad  = Fv  = — cv  = 

dt 


(2.93) 


utilizando  la  ecuacidn  (2.58).  E1  signo  negativo  en  la  ecuaddn  (2.93)  denota  que  la  energia  se  disipa 
oon  el  tiempo.  Suponga  que  un  movimiento  armdnico  simple  como  x (r)  = X sen  ùìdt,  dondeJfes  la 
amplitud  del  movimiento  y la  energi'a  disipada  en  un  cido  completo  esta  dada  por2 


AlV 


2-tt 

CX2ù)<t COS2ù)dt  -d^ùìjt) 


= TTCùìjX2 


(2.94) 


2En  cl  caso  de  uti  sistcma  amùrtìguado,  d movimicnto  armdnioo  simplcjnjl  = X cos  posible  s61o  cuando  se  considera 
k resptitsta  do  do  tstabk  bajo  una  fuem  aimtìnica  de  frccuenm  o>d  (vca  la  stcckSn  3,4),  La  pftdida  de  cnergia  por  el 
amortigtiadOF  es  el  resultado  de  1a  cxcitacitìn  bajo  tma  vibraci6n  forzada  de  estado  cstable  [2+7] , 
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Esto  demuestra  que  la  energi'a  dlsipada  es  prqporcional  al  cuadrado  de  la  amplitud  del  movimiento. 
Observe  que  no  es  una  constante  para  valores  dados  de  amortiguamiento  y amplitud,  puesto  que 
A W tambidn  es  una  fiincidn  de  la  frecuencia  ta^. 

La  ecuacion  (2.94)  es  valida  aun  cuando  baya  un  rcsorte  de  rigidez  Jtparaldo  al  amortiguador 
viscoso.  Para  ver  esto,  considere  d sistema  de  la  figura  2.27.  La  fuerza  total  que  resiste  el  movi- 
miento  se  expiesa  como 

F = -kx  - cv  = -kx  - cx  (2.95) 

Si  suponemos  movimiento  armdnico  simple 

*(0  = X sentajt  (2.96) 

como  antes,  la  ecuaddn  (2.95)  se  escribe  como 

F = -kX  sencojt  - C(adX  cos  mdt  (2.97) 


la  cual  es  iddntica  a la ecuacion  (2.94).  Este  resultado  es  de  esperarse, puesto  que  la  liieiza de resor- 
te  no  realizara  ningun  tiabajo  neto  en  un  ciclo  completo  o en  cualquier  nfimero  integral  de  cidos. 

Fbdemos  calcular  la  fraccion  de  la  eneigi'a  total  del  sistema  vibratorio  que  se  disipa  en  cada 
dclo  de  movimiento  (AH7W)  como  sigue.  La  eneigi'a  total  W del  sistcma  se  puede  exprcsar  tan- 
to  como  la  energfa  potencial  màxima  (|»JVmix  = ^mX^taji),  o como  la  energia  cindtica  maxima 
(\kX2),  las  cuales  son  aproximadamente  iguales  con  valores  pequefios  de  amortiguamienta.  Por 
lo  tanto 


A W _ ircùìjX2  _ f c \ 
W \mti%X2  \ù)d)\2m) 


= 28  “ 4jt£  = oonstante 


(2.99) 


x Ftgura  2.27  Resorte  y amortiguador  eu  paralelo. 
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utilizando  las  ecuationes  (2.85)  y (2.88).  La  cantidad  A W/W  se  llaiua  cantìdad  de  amortigmmiento 
especifica  y es  util  al  compaiar  la  capatidad  de  amortiguamiento  de  materiales  de  ingenieria.  Tam- 
bien  se  utiliza  otra  cantidad  conocida  como  coeftcieme  de  perdida  para  compaiar  la  capacidad  de 
amortiguamiento  de  materiales  de  ingenieria.  E1  coeficiente  de  perdida  se  define  como  la  relacidn 
de  la  eneigi'a  disipadapor  mdian  y la  eneigia  de  deformation  total: 


coefitiente  de  perdida  = 


(AW/2ìt) 

W 


Aw 

2irW 


(2.100) 


sistemas 
torsionales 
con  amortigua- 
miento  viscoso 


Los  mdtodos  presentados  en  las  secciones  2.6.1  a 2.6.4  para  vibraciones  lineales  con  amortigua- 
miento  vìscoso  sepueden  extender  directamente  a vibrationes  torsionales  (angulares)  viscosamen- 
te  amortiguadas.  Para  esto,  considere  un  sistema  torsional  de  un  solo  grado  de  libertad  con  un 
amortiguador  viscoso,  como  se  muestra  en  la  figura  2.28(a).  E1  par  de  toisidn  de  amortìguamiento 
viscoso  es  (figura  2.28(b); 


t = -c,è 


(2.101) 


donde  ct  es  la  constante  de  amortiguamiento  torsional  viscoso,  8 = dOjdt  es  la  velotidad  angular 
del  disco,  y el  signo  negativo  denota  que  el  par  de  torsidn  de  amortiguaniiento  se  opone  a la  direc- 
ddn  de  la  velocidad  angular.  La  ecuacion  de  movimiento  se  deriva  como 

J08  + ctÒ  + kt8  = 0 (2.102) 


donde  JQ  = momento  de  ineicia  de  masa  dd  disco,  k,  = constante  de  resorte  del  sistema  (par  de 
torsidn  de  restauration  por  unidad  de  desplazamiento  angular),  y 8 = desplazamiento  angular  del 


1 

1 

Flecha  tht- — ^ 

i _ 

Fluido,  ct 

Discos/tì 

(a) 


Figura  2.28  Amortiguador  viscoso  torsional. 
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Ejemplo  2.10 


disco.  La  soluciòn  de  la  ecuacidn  (2. 102)  se  determina  con  exactitud  oomq  en  el  caso  de  vibmcidn 
lineal.  Por  ejemplo,  en  el  caso  subamortìguado,  la  frecuencia  de  vibracion  amortiguada  es 

<ùd  = Vl  - f (o„  (2.103) 


donde 


cK  2J0ù>„  2 VkJQ 

donde  cK  es  la  oonstante  de  anKjrtiguamiento  torsional  crftica. 


(2.104) 


(2.105) 


Respuesta  del  yunque  de  un  martillo  de  forja 

El  yunque  de  un  tnartillo  de  foija  pesa  5000  N y e&tà  montado  sobre  una  base  con  una  rigidoz  de  5 X 106  N/m  y 
constantie  de  amortìguamiento  viscoso  de  10,000  N-s/m.  Dimmte  um  operaridn  de  forja  partìcular,  $e  bace  que 
el  mazo  (e$  derir,  el  peso  que  cae  o el  maitillo),  cuyo  peso  es  de  1 000  N,  caiga  desde  uua  altum  de  2 m sobre  el 
yuuque  (figum  2.29{a)).  Si  el  yuuque  estì  en  reposo  autes  del  impacto  del  mazo,  determiue  la  respuesta 
del  yunque  despufe  del  impacto.  Suponga  que  el  coefiriente  de  iestìturidn  eutie  el  yunque  y el  itiazg  es  de  0.4. 

Sohiritìn;  Primero  aplicamqs  el  prinripio  de  conservaridu  de  la  cantidad  de  movimiento  y la  definiciòn  del 
coefiriente  de  iestituritìn  pam  mcontmr  la  veloridad  inirial  del  yunque.  Sean  vtì  y v^3  respectivamente,  las 
veloridades  del  mazo  justo  antes  y desputìs  del  impacto.  Asimismo,  seau  va , y v^  las  veloridades  del  yunque 
justo  antes  y desputìs  del  impacto,  iespectìvameute  (figum  2.29(b».  Gbserve  que  el  desplazamiento  del  yun- 
que  se  mide  a paitir  de  su  posicitìn  de  equilibrio  estàtìco  y que  todas  las  veloridades  se  considemn  positivas 
cuando  actuan  eu  descenso.  E1  prineipio  de  conservaritìn  de  la  cantìdad  de  movimiento  (momento)  da 


MÌV&  ~ vai)  = m(v(1  - va) 


(E.l) 


E { 


J 

\ 


(•) 


(b) 


Flgura  2*29  Martillo  de  forja. 
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dbnde  vfl,  =0  (el  yunque  està  en  reposo  antes  del  impacto)  y vf1  se  determina  igualando  su  energia  dnetica 
justo antes del impacto  a su energia potendal ontes de que caiga desde una altu ra *=2m; 


-mv?i  = mgh 


(E.2) 


0 

vfl  = \%h  = V2  X 9.81  X 2 = 6.26099  m/s 


Ebr  lo  tanto,  la  ecuacidn  (E.  1)  se  hace 


5000 

9.8L 


(v^  - 0)  = 


1000 

9.81 


(626 099  - va) 


esdecir, 


510.204082  v^  = 638.87653  - 102.040813 vfi 


(E.3) 


la  definiddn  del  coeficiente  de  restitucidn  (r)  produce 


esdecir, 


b que  implica, 


v^  = vf2  + 2.504396 


(E.4) 


(E.5) 


La  soluddn  de  las  ecuadones  (E.3)  y (E.5)  da  por  resultado 


= 1,460898  m/s;  va  = - 1.043498  m/s 


Rjr  lo  tanto,  las  condidones  inidales  del  yunque  estàn  dadas  por 


jfo  = 0;  xq  = 1.460898  m/s 


H coefidente  de  amortiguamiento  es  igual  a 

r. 

i 


1000 


2%/kM 


f^W) 


0.0989949 


las  frecuendas  natuiales  no  amortiguadas  y amortiguadas  del  yunque  son 
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Ejemplo  2.11 


ù»„  = 


h x to6 

/ 5000 N 

U-Sl  ) 


= 98.994949  ratUs 


a>d  = 6)„Vl  - f = 98.994949 Vl  - 0.09899492  = 98.024799  rad/s 
La  ecuadon  <2.72)  da  la  respuesta  dd  desplazamienta  resultante  del  yunque; 

jr(t)  = “*■'  |^sen 

= {Otoi 490335 sen  98.024799  r}m 


Amortlguador  para  una  motoclcleta 

Se  tm  de  disenar  un  aniortìguador  snbamoitiguado  para  nna  motoddeta  de  200  tg  de  masa  (figma  2.30(a)). 
Cuando  el  amortiguador  $e  somete  a nna  veloddad  iniciai  debido  a im  bacbe,  la  curva  de  deaplazamiento- 
tiempo  iesnltante  debe  ser  como  la  que  se  mnestra  en  la  figuia  2.30(b).  Encnentre  las  constantes  de  rigidez 
y amortignamiento  necesarias  del  amortiguadùr  si  el  periodo  de  vibiaddn  amortiguada  esde2sysehade 
ledncir  la  amplitnd  *i  a nn  cuarto  en  un  medio  dclo  (es  dedr,  jcj  5 = xi/4)t  Encnentre  tambièn  la  velocidad 
inicial  minima  que  produce  un  desplazamiento  maximo  de  250  mm. 

Procedimlento;  Utilizamos  la  ecnadtìn  para  el  decremento  logaritmico  en  funddn  de  la  reladtìn  de  amorti- 
guamiento,  la  ecnaddn  para  el  periodo  de  vibmddn  amortiguada,  el  tiempo  conespondieote  aJ  desplazamieuto 
mdximo  para  nn  sistema  subamortiguado  y la  envolvente  que  pasa  por  los  pnntos  mdximos  de  un  sistema 
subamortìguado. 


Flgttra  2.30  Àmortìguador  de  una  motocideta. 
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Soludòn:  Como  jfL5  = jri/4,  jr2  = *u/4  = jri/16.  Pbr  consiguiente  el  decremento  lcgarifimico  e$ 


S = ln  [— ) = In(ltì)  = 2.7726  = 

W VTT? 


a partir  del  cud  se  encuentra  d vdor  de  £ como  f = 0.4037.  E1  perìodo  de  vibraddn  amordgnada  es  de  2 $. 
Ibr  consiguiente 


2=rd  = 


<*à  <onvi  - e 


2 VI  - (0.4037 )2 


= 14338  md/s 


Ha  oadstante  de  amortìguamiento  critìco  $e  obtìeae  como: 


cc  = 2«tù)„  = 2(200)(3.4338)  = 1373.54  N-sM 


I-br  tanto,  la  constante  de  amortìguamiento  resulta  de: 


y la  rigidez  por 


c = £cr  = (0.4037)(1373.54)  = 554.4981  N-s/m 


k = mu2  = (200)(3.4338)2  = 2358.2 652  N/b 


H desplazainiento de la masa alcanzad su  vdoimitiiiio  en  d instante ^dado  poi 


sen  ùj^!  = VI  - £2 


{Vea  d pxsblema  2.99).  Esto  da 


sen  ìo^  = sen  ttìi  = Vl  - (0.4037)2  = 0.9149 


sen-'tO.SHS) 

H = = 0.3678  seg 


la  envolvente  que  pasa  poi  los  puntos  mdximos  (vea  d problema  2.99)  està  dado  por 


* = Vl  - fXe-Z"-1 


Cbmo  x =250  mm,  la  ecuacidn  (E2)  da  en  el  instante  fj 


0.25  = Vl  - (0.4037 )2  Xe~^^  «mw>(wct« 
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o 


X = (14550  m 


la  vdocidad  de  la  ma$a  se  obtìefle  diferefldaudo  el  de$plazamieflto 


x(t)  = Xe  sen  m/ 


como 


i(r)  = Xe  ^(-^ùj^sefl  todt  + (od  co$ 


(E.3) 


Qiafldo  t = 0,  la  ecnacidn  (E.3)  da 


i(r  = 0}  = x0  = Xtùd  = X(onVl  ~ £ = (0.4550) (3.4.338)  Vl  - (0.4037 )2 
= 1.4294  m/$ 


Ejemplo  2.12  Anaiisls  de  un  canòn 


En  la  figma  2k3 1 [2,8]  se  muestm  d diagrama  de  un  cafidn.  Cuando  se  dispara,  gase$  a alta  piesidn  en  el  in* 
terior  del  cafidn  aceleran  el  proyectìl  a una  velocidad  muy  alta.  La  fiierza  de  ieaccitìn  empuja  el  cafiòn  en  la 
direccidn  opuesta  a la  del  proyectìl.  Como  lo  deseable  es  que  el  cafidn  estd  en  ieposo  en  el  màs  corto  tiempo 
posible  sin  que  oscile*  se  hace  que  ietroceda  hacia  un  sistetna  de  iesorte  y amortìguador  criticamente  amorti- 
guado  llamado  mecanìsmo  de  retrccew.  En  un  caso  particular,  el  cafitìn  y el  mecanismo  de  retroceso  tìenen 
una  masa  de  500  tg  con  un  lesorte  de  ietroceso  de  10,000  N/m  de  rigidez.  El  candn  ietrocede  0.4  m cuando 
se  dispam.  Encuentie  (1)  el  coeficiente  de  amortìguamiento  critìco  del  amortìguador,  (2)  la  veloeidad  de 
letroceso  inicial  del  cafidn,  y (3)  el  tìempo  que  iequieie  el  cafidn  pam  regiesar  a 0.1  m de  su  posicidn  inicial. 

Solucidn: 

La  ftecuencia  natural  no  amortìguada  del  sistema  es 


ftoyeetiJ 


Mecanismo  de  letroceso 
{resorte  y amortiguador) 


Fìgura2.3J  Retroceso  da  uncafidn. 
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y d coeficiente  de  amoitigiiamiento  critìco  (ecnacitìn  2.65)  del  amoitìguador  e$ 
cc  = 2mù)„  = 2(500)  (4.4721)  = 4472.1  N-s/m 


2.  La ecnacidn  (2.78)  da  la  respnesta  de  un  sistema  crftìcamente  amortìguado: 

x(t)  = (Q  + C7s)e-^ 


(E.l) 


donde  Cj  = if0  y C2  = Jfp  + E1  riempo  /,  en  quejf(f)alcanza  un  valor  mibcimo  $e  obtiene  hadendo 
x(t)  = 0.  La  diferenciacitìn  de  la  ecuacitìn  (E 1)  da 

i(t)  = C^-^'  - ^(C,  + C2/)e-^f 


POr  consiguiente,  x(t)  = 0 da  pOi  leSultado 


0 = 


(E.2) 


En  este  caso,  jr0  = C,  = 0;  por  cousiguiente,  la  ecuacitìn  (E.2)  conduce  a t,  = 1 /&)„.  Como  el  valormtUimo 
de  x(t)  o la  distancia  de  retroceso  deben  ser  x^  = 0,4  m,  tenemos 

Xfasx  = x(t  = ti)  = C2fle-^f|  = “e_1  = “ 


xo  = xm = (0.4)  (44721)  (2 .7 183)  = 4.8626  m/s 

3.  Si  fj  indica  c utìnto  tìempo  requiere  el  cafitìn  paia  regiesar  a 0. 1 m de  su  posicitìn  inicial,  tenemos 

0.1  = = 4.8626(2«- 4472 1,3  (E.3) 

La  solucitìfl  de  la  ecuadtìu  (E.3)  da  t7  = CX8258  $. 


2.7 


Representaciòn  grafica  de  raices  caracteristicas 
y soluciones  correspondientest 


2.7.1 


Raices  de  la 

ecuaciòn 

caracteristica 


La  ecuacìon  (2.59)  rige  la  vibradon  libre  de  un  sistema  de  resorte-masa-amortiguador  visooso  de 
un  sdo  giado  de  libertad  que  se  muestra  en  la  figuia  2.21; 

mx  + c'x  + Jbt  = 0 (2.106) 


ISì  cs  necesario,  se  ptieden  pasar  por  alto  las  secdones  2,7  y 2,8  sin  qtie  se  pierda  la  contimiidad. 
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cuya  ecuadòn  caracteri'stica  se  expresa  como  (ecuaciòn  (2.61)): 

ms1  + cj  + ifc  = 0 


o 

s2  + 2gù)„s  + ùj^  = 0 


(2.107) 

(2.108) 


Las  raices  de  esta  ecuacìòn  caracteristica,  llamadas  ratces  caracteHsticas,  o simpiemente  rakes, 
nos  ayudan  aentenderel  comportamiento  del  sisteraa.  Las  ecuaciones  (2.62)  y (2.68)  dan  las  rafces 
de  las  ecuadones  (2.107)  o (2.108): 


—c  ± Vc2  - 4m<fc 
2 m 


(2.109) 


o 


*1>*2  = ~$6>n  ± *)„  Vl  - f 2 


(2.110) 


Representa- 
ciòn  gràfica 
de  raices  y 
soluciones 
correspon- 
dientes 


Las  ralces  dadas  por  la  ecuadòn  (2.1 10)  se  pueden  Uazar  en  un  plano  complejo.  tambiòn  conocido 
como  plano  s,  indicando  la  parte  real  a lo  largo  del  eje  horizontal,  y la  parte  imaginaria  a lo  largo 
dd  eje  vertical.  Es  preciso  observar  que  la  respuesta  del  sistema  esta  dada  por 

x(r)  = C]CJ|f  + C2eS2t  (2.111) 

donde  Ct  y C2son  constantes;  si  examinamos  las  ecuaciones  (2.1 10)  y (2.1 1 1)  se  pueden  hacer  las 
siguientes  observadones: 

1,  Como  d exponente  de  un  nùmero  negativo  real  mayor  (como  e~2r)  decae  mas  dpido  que  el  ex- 
ponente  de  un  ntìmero  negati  vo  real  menor  (como  c"0.  ias  rm'ces  que  quedan  mas  a la  izquierda 
en  d plano  s indican  que  las  respuestas  correspondientes  decaen  mas  rapido  que  las  asociadas 
oon  rat'ces  mas  ceicanas  al  eje  imaginario. 

2,  Si  las  raices  tienen  valores  reales  positivos  de  s,  es  decìr,  las  ratces  quedan  en  la  mitad  dere- 
cha  dd  plano  s,  la  rcspuesta  correspondiente  crece  exponenciaJ mente  y por  oonsiguiente  sera 
inestable. 

3,  Si  las  rafoes  quedan  en  el  eje  imaginario  (con  valor  real  oero),  la  respuesta  correspondiente  sera 
naturalmente  estable. 

4,  Si  la  parte  ìmaginaria  de  las  rafoes  es  oero,  la  respuesta  correspondiente  no  oscUarà. 

5,  La  respuesta  dd  sistema  presentarà  un  comportaniiento  oscilatorio  sòio  cuando  las  partes  ima- 
gjnarias  de  las  lafoes  sean  no  cero. 

6,  Cuanto  mas  a la  izquierda  queden  las  rafces  en  d plano  s,  mas  rapido  decrecerà  la  respuesta 
correspondiente. 

7,  Cuanto  mayor  sea  la  parte  imaginaria  de  las  rei'ces,  mas  alta  serà  la  frecuencia  de  oscilaciòn  de 
larespuesta  oorrespondiente  del  sistema. 

La  figura  2.32  muestra  algunas  localizadones  representativas  de  las  lafces  caiacteristicas  en  el 
plano  s y las  respuestas  correspondientes  [2.15].  Las  caiacteristicas  que  describen  d compor- 
tamiento  de  ia  respuesta  de  un  sistema  incluyen  la  naturaleza  oscilatoria,  la  frecuencia  de  oscilaciòn 
y el  tiempo  de  respuesta.  Estas  caracteristicas  son  inhercntes  al  sistema  (depende  de  los  valores  de 
m,cyk)y  estan  determinadas  por  las  rafces  caracteristicas  del  sistema  pero  no  por  las  condiciones 
iniciaies.  Las  condiciones  iniciales  determinan  sòlo  las  amplitudes  y àngulos  de  fese. 
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Figura  2J32  Ubicadones  de  rafces  caracterfsticas  (•)  y la  respuesta  oorrespondiente  del  sistema. 


2.8  Variaciones  de  paràmetros  y representaciones 
del  lugar  geomètrico  de  las  raices 


2.8.1 


interpreta- 
ciones  de  <an, 
a>d,  f y t en  el 
plano  s 


Aunque las  rdces  j,  y s2 apaiecen  como  oonjugados  complejos, solo  consideramos  las  raices  en la 
mitad  supaior  ddpiano  s.  La  raiz  j,  aparece  como  el  punto  A con  el  valor  real  como  £<y„  y el  valor 
complejo  ù)nVl  - £2,de  modo  que  lalongitud  OA  es  e)„{figura  2.33).  Por  lo  tanto,  las  raices  que 
se  encuentran  en  el  circulo  de  radio  <wn  corresponden  a la  misma  frecuencia  natural  {<w„)  dd  sistema 
(PAQ  significaun  cuarto  dd  ctrculo).  Por  lo  tanto,  los  cfrculos  concentricos  diferentes  representan 
ristemas  con  frecuencias  naturales  diferentes,  como  se  muestra  en  la  ftgura  2.34.  La  lineaharizontal 
que  pasa  por  el  punto  A corresponde  a la  frecuenda  natural  amortiguada,  a>d  = u)nVl  - £2,  Asi 
pues,  las  lfneas  paraldas  al  eje  reai  indican  sisteraas  con  frecuencias  naturales  amortiguadas  dife- 
ìentes,  como  se  muestra  en  la  figura  2.35. 

Se  puede  ver,  por  la  figuta  2.33,  que  el  angulo  formado  por  la  lfnea  OA  con  el  eje  imaginario 
b da 

sen  = “ = f {2.112) 

<ùn 


o 

8 = sen"1  £ 


(2.113) 


Fbr  lo  tanto,  las  lfneas  radiales  que  pasan  por  el  origen  corresponden  a telaciones  de  amortì- 
guamiento  diferentes,  como  se  muestia  en  la  figura  2.36.  Por  consiguiente,  cuando  £ = 0,  no 
hay  amortiguamiento  (8  = 0)  y la  frccuencia  natural  amortiguada  se  redudra  a la  frecuencia  natural 


2.8  Variacìones  de  parimetrosy  representaciones  del  higar  geomètrico  de  las  ratces 


Im 


t 


Flgura  2.33  Interpretaciones  de  <o„,  <ody  f. 


Im 

f 


Re 


Figura  2.34  en  eJ  plano  s. 
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Ptgura  2.35  ùjrfen  d plano  s. 


no  amqrtìguada.  Asimismq,  cuandq  £,  = I,  tenemqs  amqrtiguamicntq  critico  y lalfnea  radial  queda 
a lo  laigo  del  ejc  real  negativo.  La  constante  de  tiempo,  t,  del  sistema,  se  define  como 

t ~ — a.n4) 

£,&n 


y,  por  consiguiente,  la distancia  DO  q AB representa d recfproco  de la constante  de  tiempq  = 

Pqr  consiguiente,  li'neas  diferentes  paralelas  al  eje  imaginario  indican  los  recfprocos  de  constante 
tìempo  diferentes  (figura  2.37). 


8-M 
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Im 


Flgura  2.37  t en  el  plano  5. 


Lugar 

geomètrico 
de  las  raices 
y variaciones 
de  paràmetro 


Una  grafica  que  muestra  còmo  los  cambìos  en  uno  de  los  paràmetros  del  sistema  modificaran  las 
nuces  de  la  ecuadòn  caiacteristica  del  sistema  se  conoce  como  gràfica  del  lugar  geometrico  de 
las  rafces.  E1  metodo  dd  lugar  geomòirico  de  las  rafces  es  un  poderoso  mdtodo  de  analisis  y disefio 
para  determinar  la  estabilidad  y respuesta  transitoria  de  un  sistema.  Para  un  sistema  vibratorio, 
d lugar  geometrico  de  las  raices  se  puede  usar  para  describir  cualitativamente  d desempeiio  del 
sistema  a medida  que  cambian  variqs  paràmetros,  como  la  masa,  la  constante  de  amortiguamiento 
o la  constante  de  resorte.  En  el  mdodo  del  lugar  geomdrico  de  las  rafces,  la  trayectoria  o el  lugar 
geomdtrico  de  las  raices  de  la  ecuaciòn  caracleristica  se  traza  sin  encontrar  en  realidad  las  raices 
mismas.  Esto  se  logra  con  un  conjunto  de  reglas  que  conducen  a una  gràfica  razonablemente  pre- 
dsa  en  un  tìempo  rdatìvamentc  corto  [2.8].  Estudiamos  el  comportamiento  dd  sistema  variando 
un  parametro,  entre  la  relaciòn  de  amortiguamiento,  la  constante  de  resorte  y la  masa,  a la  vez  en 
funciòn  de  las  ubicaciones  de  sus  rafces  caracteristicas  en  el  plano  .r. 


Variaeion  de  ia  relacion  de  amortigmndentQ;  Variamos  la  constanle  de  amortiguamiento  desde 
cero  hasta  ìnfinìto  y estudiamos  la  migradòn  de  las  rafces  caracteristìcas  en  el  plano  s.  Para  esto, 
utilizamos  la  ecuaciòn  (2.109).  Observamos  que  no  es  necesario  considerar  los  valores  negativos 
de  la  constante  de  amortiguamiento  (c  < 0),  porque  producen  rafces  situadas  en  el  semiplano  real 
positivo  que  corresponden  a un  sistema  inestable.  Por  lo  tanto,  iniciamos  con  c =0  para  obtener,  a 
partir  dela  ecuadòn  (2.109), 


s 1,2 


± 


V-4mifc 

2m 


(2.115) 


Por  lo  tanto,  las  ubicadones  de  las  rafces  caracteristìcas  se  inician  en  el  eje  imaginario.  Como 
las  rafces  aparecen  en  pares  conjugados  complejos,  nos  conoentramos  en  el  semiplano  imaginario 
superior  y luego  localizamos  las  rafces  en  el  semiplano  imaginario  inferior  como  imagenes  de  es- 
pejo.  Manteniendo  constante  la  frecuencia  natural  no  amortiguada  variamos  la  constante  de 
amortìguamiento  c.  Se  nota  que  las  partes  real  e imaginaria  de  las  rafces  de  la  ecuaciòn  (2.109)  se 
pueden  expresar  como 


2 m 


= -$<*n  y 


V4mJfc  - c2 


= ù)„Vl  - f 


= t»d 


~ <T  = 


2 m 


(2.116) 
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para  0 < f < I,  encontiamos  que 

a2  + <ù\  = <4  {2.1 17) 

Como  ù)k  se  iuantìene  fija,  la  ecuadòn  (2 .117)  representa  la  ecuadon  de  un  cfrculo  con  radio  r = 
<uften  el  plano  <r  (real)  y plano  <ùd  (imaginario).  H vector  radio  r = <ùn  formara  un  angulo  8 con  el 
efe  imaginan.o  positì  vo  con 


. <ù4 

sen  8 = — = a 

(2. 118) 

CG5  6 = = = f 

(2.1 19) 

ù)n  ù)n 

1 

s 

II 

<3 

(2-120) 

ftr  lo  tanto,  las  dos  raices  describen  lugaies  geomòtricos  o trayectorias  en  laforma  de  aicos  circu- 
lares  a medida  que  larelacion  de  amortiguamiento  se  incrementa  desde  cero  hasta  la  unidad,  como 
se  muestra  en  lafigura  2.38.  La  rafz  oon  parte  imaginaria  positiva  se  mueve  en  direccion  contraria 
a la  de  las  manedllas  dd  reloj,  mienlras  que  la  rafz  con  parte  imaginaria  negativa  se  mueve  en 
la direcddn de  las  manecillas  del  reloj.  Cuando  la rdacidn  de  amortìguamiento  (£)es  iguàl  a l, los 
dos  lugares  geomdtricos  coindden,  lo  que  indica  que  las  dos  raices  coinciden,  es  decir,  laecuacidn 
caracteristìca  tìene  rafces  repetìdas.  A medida  que  incrementamos  la  reladon  de  amortiguamiento 
mas  allà  de  la  unidad,  el  sistema  se  vuelve  sobreamortiguado  y,  como  se  vio  en  la  seccion  2.6,  las 


Eje  imagmario 


Eje  real 


Fìgurz  238  Grffica  del  iDgai  geometrico  de  la$  rafces  cori  variacidD  de  la  relaciÒD  de  amorùgDaDiieDto  f. 
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dos  rafces  se  vuelven  reales.  Por  las  propiedades  de  una  ecuacidn  cuadratica  vemos  que  el  pro- 
ducto  de  dos  rafces  es  igual  al  coeficiente  de  la  menor  potencia  de  s <la  cual  es  en  la  ecuaciòn 
(2.108)). 

Como  el  valor  de  se  mantiene  constante  en  este  estudlo,  el  producto  de  las  dos  rai'oes  es  una 
oonstante.  Con  valores  crecientes  de  la  relaciòn  de  amortiguamiento  {£)  una  raiz  se  incrementara  y 
la  otra  se  reducirà,  con  el  lugar  geometrico  de  cada  raiz  en  el  eje  real  negativo.  Por  lo  tanto,  una 
rarz  tenderà  a — oo  y la  otra  tenderà  a oero.  Los  dos  lugares  geomòtrioos  se  unìràn  o cdnddiràn 
en  un  punto,  conocido  como  punto  àe  escape  en  el  eje  real  negativo.  Las  dos  partes  de  los  lugares 
geometricos  que  quedan  en  el  eje  real  negativo,  una  desde  el  punto  P hasta  — oo  y la  otra  desde  el 
punto  P hasta  el  origen  se  conocen  como  segmentos. 


Ejemplo  2.13 


Estudlo  de  las  ralces  con  varlaciòn  de  c 

Tmce  el  diagmma  del  lugar  geomdtrico  de  las  mfoes  del  sistcma  regido  por  la  ecuacidn 


3tf2  + cs  + 27  = 0 

varmndo  el  valor  de  c > 0. 

Soludòn:  las  raices  de  la  ecuaddn  (E.  1 ) resultan  de 

c ± V?  ~ 324 


(E.l) 


(E.2) 


hiciamos  coo  un  vàlor  dec  = 0.  En  c = 0,  las  mices  $on*|^  = ±3i.  Estas  mfoe$  se  mnestmn  como  pnntos  en 
d eje  imagmario  de  la  fignm  2.39.  AJ  ntilizar  una  secuencia  crccfonte de  valores  de c>  Ja  ecnacitìn  (E.2)  da  las 
mfces  como  se  indica  en  la  tabla  2.1. 


Figura  2.39  Grafica  del  Itigar  georrrètrico  de  las  ralces con  variacitìrt  de  la constante  de  amortiguamiento  (c). 
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Se  ve  que  las  rafces  pennanecen  como  conjugado$  complejos  a medida  que  c $e  inciemenia  hasta  un  va- 
toi  de  c = 18.  En  c = 18,  la$  do$  iafces  se  vuelven  reales  e itfcnticas  con  un  valoi  de  -3.0.  A medida  que  c $e 
incrementa  mas  alla  de  un  valor  de  1 8,  las  rafces  peimanecen  disdntas  con  valores  reales  negativos.  Una  iafz 
$e  vuelve  mà$  y mtis  negativa  y la  Otia  $e  vuelve  menos  y meno$  negati va,  Poi  lo  tanto,  a medida  que  c -*  oo, 
una  mfz  tiende  a -ooen  tanto  que  la  otm  tiende  a 0.  E$ta$  tendencias  de  las  mfces  se  muestran  en  la  figum  2.39. 


Tabla  2,1 

Valor  de  c 

Vator  de*! 

Valordejj 

0 

+ 3 / 

— 3i 

2 

-0.3333  + 2.9814 / 

-0.333  — 2.9814; 

4 

-0.6667  + 2.972  1/ 

-0,6667  -2.9721/ 

6 

-1.0000  + 2.8284Ì 

-1,0000-2,8284/ 

8 

-1,3333  +2.6874Ì 

- 1,3333  - 2,6874/ 

10 

-1,6667  + 2.4944Ì 

-1.6667-2.4944/ 

12 

-2,0000  + 2.236  1/ 

-2.0000-2,2361/ 

14 

-2,3333  + 1.8856Ì 

-2,3333  - 1.8856/ 

16 

-2.6667  + 1.3744Ì 

-2,6667  - 1.3744/ 

18 

-3.0000 

-3.0000 

20 

- 1,8803 

-4,7863 

30 

-1.0000 

-9.0000 

40 

-0.7131 

- 12,6202 

50 

-5587 

-16.1079 

100 

-0.2722 

-33.0611 

1000 

-0.027 

-333,3063 

Variacfcm  de  la  constaute  de  resorte:  Como  la  constante  de  resorte  no  aparece  explicitamente  en 
la  ecuadòn  (2. 108),  consideramos  una  forma  especifica  de  la  ecuadòn  camcteristica  <2. 107)  como: 

s2-  + 16*  + Jfc  = 0 0.1 21) 


Las  rafces  de  la  ecuaciòn  {2.121)  son 


-16  ± V256  - 4jfc 

^1^2  “ fy 


-8  ± V64  - ifc 


{2.122) 


Como  la  rigidez  de  resorte  no  puede  ser  negativa  para  sistemas  vibratorios  reales,  consideramos 
la  variaciòn  de  los  valores  de  k desde  cero  hasta  infinito.  La  ecuaciòn  (2.122)  muestra  que  para 
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0 ^ k < 64,  las  dos  mfces  son  realcs  e idàiticas.  A medida  que  Jt  se  hace  mayor  que  64,  las  rafces 
se  vuelven  conjugados  compiejos.  Las  rafces  correspondientes  a valores  difeientes  de  Jtse  muestran 
en  la  tabla  2.2.  Las  variaciones  de  las  dos  raices  se  trazan  {como  puntos)  corao  se  muestra  en  la 
figura  2,40, 


Variacidn  de  la  masa:  IVa  hailar  la  migraddn  de  las  raices  con  una  variacion  de la  masa  m,con- 
sideramos  unaforma  especffica  de  la  ecuadon  caracteristica,  la  ecuacion  {2.107),  como 

+ 14i  + 20  = 0 (2.123) 


cuyas  tafces  son 


= 


-14  ± Vl96  - 80m 
2 m 


(2,124) 


Como  no  es  necesario  consideiar  los  valores  negativos  ni  el  valor  ceio  de  la  masa  para  sistemas 
fisicos,  variamos  d valor  de  men  d rango  1 £ w < oo.  Algunos  valores  de  m y las  iafces  corres- 
pondientes  dadas  por  la  ecuacidn  (2.124)  se  muestran  en  la  tabla  2.3. 

Se  ve  que  ambas  rafces  son  negativas  con  valores  ( — 1.6 148,  — 12.3852)  para  m = 1 y {—  2,  — 5) 
para  m = 2.  Se  observa  que  la  raiz  mayor  se  mueve  bacia  la  izquierda  y que  la  menor  se  mueve  ha- 
da  la  derecha,  como  se  muestra  en  la  figura  2.41 . Se  halla  que  las  raiccs  mayor  y menor  convergen 
hacia  el  valor  —2.857 1 a medida  que  m se  incrementa  a un  valor  de  2.45.  Mas  alla  de  este  valor  de  m 
= 2.45,  las  rafces  se  vuelven  conjugados  complejos.  A medida  quc  el  valor  de  m se  incrementa  des- 
de  2.45  hasta  un  valor  grande  ( — » oo),los  lugares  geomdtricos  de  los  dos  conjugados  complejos 
(raicra)  se  muestran  por  medio  de  la  curva  (drculo)  que  se  muestraen  la  figura2.41 . Para  m —*  oo, 
ambas  raices  conjugadas  complejas  convergen  a cero  (jt,  s2  —*  0). 


Tabla  22 

Valor  de  fc 

Valor  deij 

Valor  de  j2 

0 

0 

-16 

16 

-1.0718 

-14.9282 

32 

-2.3431 

-13,6569 

4S 

-4 

-12 

64 

-8 

-8 

80 

-8  +4i 

i 

00 

96 

-8  +5,6569i 

-8  -5.6569/ 

112 

-8  +6.9282Ì 

-8  -6.9282/ 

128 

-8  + 8; 

-8  - 8/ 
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Flgura  2.40  Cràfìca del  lugar  geomètrico  de  las  rafces  con  variacidn  de  la constante  de  resorte  (i). 


Tabla  23 

Valor  de  m 

Valorde*! 

Valordes2 

1 

-1.6148 

- 12,3852 

2 

-2.0 

-5.0 

2,1 

-Z0734 

-45932 

2.4 

-2.5 

-3,3333 

2,45 

-2.871 

-Z871 

2.5 

-2.8  + 0.4000Ì 

-2.8  + 0.4000/ 

3 

-2,3333  + 1.1055Ì 

-23333  - 1,1055/ 

5 

-1.4  + 1,4283/ 

-1.4  - 1,4283/ 

S 

-0.8750  + 1,3169/ 

-0.8750  - 1,3169/ 

10 

-0.7000  + 1.2288/ 

-0.7000  - 1,2288/ 

14 

-0.5000  + 1.0856/ 

-03000  - 1.0856/ 

20 

-0.3500  + 09367/ 

-03500  - 09367/ 

30 

-0,2333  + 0.7824/ 

—0,2333  - 0.7824/ 

40 

-0.1750  + 06851/ 

-0.1750  -06851/ 

50 

-0,1400  + 0.6167/ 

-0,1400  - 0,6167/ 

100 

-0.0700  + 0,4417/ 

-0.0700-  0,4417/ 

1000 

-0.0070  + 0.1412/ 

-0.0070  - 0.1412/ 
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Flgura  2.41  Curva  del  lugar  geometrico  de  las  raices  con  variaciòn  de  la  masa  (m). 


2.9  i Vibraciòn  libre  con  amortiguamiento  de  Coulomb 


En  muchos  sistemas  mecànicos  se  utilizan  amqrtiguadores  de  Coulomb  o de  frìcciòn  seca  por  su 
sencillez  y comodidad  mecànica  [2.9].  Indusive,  en  estructuras  vibratorias,  sfempre  que  los  com- 
ponentes  se  deslizan  entie  si',  el  amortiguamiento  de  friccion  seca  aparece  intemamente.  Como  se 
manifestò  en  la  secciòn  1 .9,  el  amortiguamiento  de  Coulomb  surge  cuando  los  cuerpos  se  deslizan 
sobre  superfi-des  secas.  La  ley  de  Coulomb  de  fricdòn  seca  establece  que,  cuando  dos  cuerpos  es- 
tan  en  contacto,  lafuerza  requerida  para  producir  desLizamiento  es  propordonal  a la  fiierza  nonual 
que  actua  en  d plano  de  contacto.  Por  lo  tanto,  la  fuerza  de  fricdòn  F se  expresa  como 


F = fiN  = fiW  = tiiTtg  (2.125) 

donde  jV  es  la  fuerza  normal,  igual  al  peso  de  la  masa  (IV  = mg ) y fi  es  d coeficiente  de  desli- 
zamiento  o fiicdòn  cinètica.  El  valor  del  codiciente  de  fricciòn  (fi)  depende  de  los  materiales  en 
oontacto  y de  la  condidòn  de  las  superficies  en  contacto.  Por  ejemplo,  fi  — 0.1  para  metal  sobre 
metal  (lubricado),  0.3  para  metal  sobre  metal  (no  lubricado),  casi  1.0  para  caucho  sobre  metal.  La 
fiierza  de  fricciòn  actda  en  una  diiecdòn  opuesta  a la  direcciòn  de  la  velocidad.  En  ocasiones  al 
amoriiguamiento  de  Coulomb  se  le  conoce  como  amoitiguamiento  constante,  puesto  que  lafuerza 
de  amortiguamiento  es  ìndependiente  del  amoriiguamiento  del  desplazamiento  y la  vdoddad;  de- 
pende  sòlo  de  la  fuerza  normal  jVentre  las  superficies  deslizantes. 
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2,9. 1 Considere un  sistema  de  un  solo  grado  de lìbertad  oon  friocidn  seca como  se  muestra en  la  figura 

242(a).  Como  la  fuerza  de  friccidn  varia  con  la  diieccion  de  la  velocìdad,  tenemos  que  considerar 
Ecuaciò  n d€  dos  casos,  como  se  indica  en  las  figuras  2.42(b)  y (c). 

movimiento 

Caso  1,  Qiando  xy  dx/dt  son  positivas  o cuando  x es  negativa  y dx/dt  es  positiva  (es  decir,  en  el 
semiciclo  durante  el  cual  la  masa  se  mueve  de  izquierda  a derecha),  la  ecuacion  de  movimiento  se 
obtiene  aplicando  la  segunda  ley  del  movìmiento  de  Newton  (vea  lafigura  2.42(b)); 

mx  = -kx  - pN  o mx  + kx  = -fiN  (2.126) 

Èsta  es  una  ecuacidn  diferencial  no  bomogdnea  de  segundo  grado.  La  solucidn  se  verifica  sustitu- 
yendo  la  ecuacidn  (2.127)  en  la  ecuacion  (2.126): 


,v(t)  = A\  cos  ù)„t  + A2  sen  ùìJ  - 


jN 

k 


(2127) 


donde  ùì„  = y/kjm  es  la  frecuencia  dc  vibracidn  y At  y son  constantes  cuyos  valores  dependen 
de  las  condiciones  iniciales  de  este  semiciclo. 

Caso  2,  Cuando  x es  positiva  y dx/ dt  es  negativa  o cuando  x es  negativa  y dx/ dt  es  negativa  (es 
decir,  en  d semidclo  durante  el  cual  la  masase  mueve  de  derecha  a izquierda),  laecuacion  de  mo- 
vimiento  se  deriva  desde  la  ecuadon  2.42(c)  como 

-kx  + fiN  = mx  o mx  + kx  = fiN  (2.128) 


La  soluddn  de  la  ecuacidn  (2. 128)  es 


*{f)  = Aj  cos  ù)„t  + A4  sen<u^  + (2,129) 

donde  j43  y A4  son  constantes  que  se  Uenen  que  hallar  a partir  de  las  condidones  inidales  de  este 
semiciclo.  E1  tdnuino  fiN/kqm  aparece  en  las  ecuaciones  (2.127)  y (2.129)  es  una  constante  que 
lepresentael  desplazamiento  virtual  dd  resortesomctido  a la  fuerza  /jjV,aplicadacomo  una  fuerza 
cstatica.  Las  ecuaciones  (2.127)  y (2.129)  indican  que  en  cada  semicido  el  mqvimiento  es  armdni- 
co,  oon  laposicidn  de  equilibrio  cambiando  de  fiN/k  a— (/tW/A)cada  medio  cido,  como  se  muestra 
cn  la  figuia  2.43. 


W 


w 


-w- 


|— ►-  +X 


m 


U7777-777777m 


(a) 


JV 

(b) 


N 

<c> 


Flgura  2A2  Sistema  de  resorte  y masa  oon  amortiguamiento  de  Coulomb. 
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soluciòn 


Las  ecuaciones  (2.126)  y (2,t28)  sepueden  expresar  como  una  solaecuacion  (aplicando  N = mg); 

mx  + /J.mg  sgn(i)  + kx  = 0 (2.130) 

donde sgn(y) se  conooe como  funcion  signum (o  signo),  cuyo  valor  se  define como  I paray  >0,-1 
para  y < 0,  y 0 para  y = 0.  Se  ve  que  la  ecuaciòn  (2. 130)  es  una ecuaciòn  diferencial  no  lineal  para 
la  cual  no  existe  unasolucìòn  analitica  simpie.  Se  pueden  utilizar  mòtodos  numòricos  paia  resolver  la 
ecuadòn  (2.130)  de  manera  còmoda  (vea  el  ejemplo  2.21).  Sin  embargo,  la  ecuadòn  (2.130)  se 
puede  resolver  analiticamente  si  dividimos  d eje  de  tiempo  en  segmentos  separados  por  x = 0 
(es  dedr,  intervalos  de  tiempo  con  diferesntes  direcciones  de  movimiento).  Para  hallar  la  solucìòn 
siguiendo  este  procedimiento,  supongamos  las  oondidones  iniciales  como 

x(t  = 0)  = Xq 

x(t  = 0)  = 0 (2.131) 


Eslo  es,  el  sistema  se  inicia  con  velocidad  y desplazamiento  cero  Xq  en  d instante  t = 0.  Como 
x = el  instante  i = 0,  el  movimiento  se  inicia  de  daecha  a izquierda.  Sean  xq,  X\ , x2, ...  las 
amplitudes  del  movimiento  en  semidclos  sucesivos.  Si  utilizamos  las  ecuaciones  (2.129)  y (2.131), 
podemos  evaluar  las  constantes  A3  y À4; 


Por  lo  tanto,  la  ecuaciòn  (2. 129)  se  escribe  como 


jc(t)  = 


flN 

cos  ùi„t  + —j— 


(2.132) 


*<f> 


Figura  2.43  Movimiento  de  la  masa  con  amortiguamiento  de  Goulomb. 


176 


Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 


Esta  soluciòn  es  vàlida  s61o  para  el  semiciclo  dado,  es  dedr  para  O^rS  Cuando  t = 'sr/ùtn, 
la  masa  estarà  en  su  posiciòn  extrema  izquierda  y su  desplazamiento  con  respecto  a la  posicidn  de 
equilibrio  se  determina  con  laecuacidn  {2.132); 


(t  *\  ( tM\  . W 

'x' = x{‘ = ».)  = ' Tj™”  + T = 


Como  el  movimiento  se  iricid  con  un  desplazamiento  de  x = x0  y f en  un  semiciclo,  el  valor  de  x se 
volvio  — [jc0  — (2iiNjk}\  la  reduccion  de  la  magnitud  de  x en  d tiempo  ir/<u„  es  2fiN/k. 

En  d segundo  semìciclo,  la  masa  se  mueve  de  izquierda  a derecha,  asf  que  se  tiene  que  utilizar 
la  ecuacion  {2.127).  Las  condiciones  inidales  en  este  semidclo  son 


x(t  = 0)  = valor  de  x en  el  instante  t = — en  la  ecuacidn  {2.132)  = — 

<u„ 


'JT 

x(t  = 0)  = valor  de  x en  el  instante  t = — ai  laecuacitìn,  (2,132) 


■{ 


vator de  -wn\  Jfo  _ J sen en  t 

JV 


flN\  TI  1 

~r~  ) sen  ù>ttt  en  t = — 7 = 

* } *>«J 


Rjr  lo  tanto,  las  constantes  en  la  ecuacion  {2.127)  son 

SfiN 


-At  = -Xq  + 


k ’ 


A'y  — 


de  modo  que  la  ecuacidn  {2.127)  se  escribe  como 


( 3 fiN\  fiN 

JC(f)  = I Xq  - — — Joosttij/  - — 


<2.133) 


Esta  ecuacidn  es  vàlida  sdlo  para  d segundo  semidclo,  es  decir,  para  ir/ù)n  £ t £ 2it/ to„.  A1  final 
de  este  semidclo  el  valor  de  x(t)  es 


*2 


( ^ \ 

= x\  t = — en  la 

V 


— en  laecuacidn  <2.133)  = jt0  - 


ArflN 


y 


en  la  ecuadon  <2.133)  = 


0 


ètas  se  convierten  en  las  condidones  iniciales  para  el  tercer  semicido,  y el  procedimiento  con- 
tìnua  hasta  que  el  movimiento  se  detìene.  E1  movimiento  cesa  cuando  x„  s fiN/k,  puesto  que  la 
fiierza  de  restauiacidn  ejercida  por  d resorte  (kx)  serà  entcnces  menor  que  la  fuerza  de  friccidn  fiN. 
Fbr  lo  tanto,  d numero  de  semicidos  {r)  que  transcurrcn  antes  de  que  el  movimiento  cese  es 

2 fxN  fxN 

*o  - '■~T“  s ~T~ 
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es  decir, 


r ^ * 


2fiN 


k 


(2.134) 


Observe  las  siguientes  caractCTi'sticas  de  un  sistema  con  amortiguamiento  de  Coulomb; 

1,  Laecuaciòn  de  movimiento  es  no  lineal  con  amortiguamiento  de  Coulomb,  cn  tanto  que  es  lineal 
con  amortiguamiento  viscoso. 

2,  La  frecuencia  natural  del  sistema  no  se  altera  si  se  agrega  el  amortiguamiento  de  Coulomb, 
mientras  se  reduce  con  la  adiciòn  de  amortiguamiento  viseoso. 

3,  H mo  vimìento  es  periòdico  con  amortiguamiento  de  Coulomb,  mientras  quc  puede  ser  no  periò- 
dico  en  un  sistema  viscosamente  amorùguado  (sobreamortiguado). 

4,  H sistema  entra  en  reposo  despuòs  de  un  cierto  tiempo  con  amortiguanùento  de  Coulomb,  mien- 
tras  que  el  movimiento  teòricamente  contìntìa  por  siempre  (tal  vez  con  una  amplitud  inftnitesi- 
malmente  pequeria)  con  amortiguamiento  viscoso  y de  històrcsis. 

5,  La  amplitud  se  rcduce  linealmente  con  amortiguamiento  de  Coulomb,  mienlras  que  se  rcduce 
exponencialmente  con  amortiguamiento  viscoso. 

6,  Eo  cada  ciclo  sucesivo,  la  amplitud  del  movimiento  se  rcduce  en  la  cantidad  AfiN/k,  de  modo 
que  las  amplitudes  al  fmal  de  cualquiera  de  los  dos  ciclos  consecutivos  estan  relacionadas: 

4pN 

Xm  = Xm-\ T-  (2.135) 

A medida  que  la  amplitud  se  reduoe  en  una  cantidad  ApNjkzn  un  ciclo  (es  decir,  en  el  tiempo 
2ir  /<un),  la  pendiente  de  las  lineas  rectas  envolventes  (punteadas)  en  la  figura  2.43  es 

Por  lo  comtìn,  la  posiciòn  final  de  la  masa  se  desplaza  de  su  posiciòn  de  equilibrio  (jc  = 0)  y 
rcpresenta  un  desplazaraiento  perraanente  en  el  cual  la  fuerza  de  fricciòn  esta  enlazado.  Un 
leve  golpeteo  harà  que  la  raasa  llegue  a su  posiciòn  de  equilibrio. 


Sistemas 
torsionales 
con  amorti- 
guamiento 
de  Coulomb 


S un  par  de  torsiòn  de  friociòn  constante  acttìa  en  un  sistema  torsìonal,  la  ecuaciòn  que  rige  las  os- 
dladones  angulares  del  sisteraa  se  deriva  de  una  raanera  similar  a las  ecuadones  (2. 126)  y (2. 128), 
corao 

Jq6  + kt6  = -T  (2.136) 


y 


JQ'è  + kt6  = T 


(2.137) 


donde  Tindica  d par  detorsiòn  de  amortiguamiento  constante  (similar  a pN  para  vibraciones  linea- 
les).  Las  soluciones  de  las  ecuaciones  (2. 1 36)  y (2. 137)  son  similares  a las  de  las  vibradones  lineales. 
En  particular,  la  fiecuencia  de  vibraciòn  es 


(2.138) 
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Ejemplo  2.14 


Ejemplo  2.15 


y la  amplitud  del  movimiento  al  final  dei  semiciclo  r-òsimo  (Br)  es 

0r=6Q-  r^-  ^.139) 

donde  0Q  es  el  desplazamiento  angular  itiicial  en  t = 0 {con  Ò = 0 en  t = 0).  E1  movimicnto  cesa 
cuando 


/ 


r s < 


kt 


ai40) 


coeficlente  de  fricclon  a partir  de  poslclones  medidas  de  la  masa 

Ud  b loque  de  metaJ , colocado  $òbre  utia  superficie  rugosa,  $e  utìe  a tìtì  resorte  y Se  le  impaite  utì  desplazaitìietì- 
to  iuidal  de  10  cm  a partìr  de  su  posiciòn  de  equilibrio.  Despuòs  de  ciuoo  ciclos  de  osciladòn  e n 2 s , se  ve  que 
la  posiciòn  fiual  del  bloque  està  a 1 cm  de  su  posidòn  de  equilibrio.  Encueutre  el  coefidente  de  fricdòu  eutre  Ja 
superficie  y el  bloque  de  metal. 

Sùluciòn:  Cqmo  se  observò  que  eu  2 $ ocurrieion  ciuco  dclos  de  osdJadones,  el  periodo  (rn)  es  2/5  = 0.4  s, 

y por  cotìsigtìieute  ia  frecuencia  de  osciladòu  e$  ti>n  = \fà  = = ^ = 15,708  rad/s.  Como  la  amplitud 

db  osdladòn  se  ieduce  eu 


4 4fimg 
k k 


en  cada  ciclo,  la  reducdòu  de  amplitud  eu  ciuco  ddos  es 


= 0.10  ” 0.01  = 0.09  m 


0 


0.09 jfc  _ 0.0%)2 

^ 20 mg  20g 


0.09(15.708)2 

= 01132 


Polea  sometida  a amortiguamlento  de  Coulomb 

Uua  flecha  de  acero  de  1 m de  largo  y 50  mm  de  diòmetro  tieue  un  extremo  fijo  y en  otro  tiene  una  polea  de 
momeuto  de  iuercia  de  masa  de  25  kg-m2,  Un  freno  de  mano  ejeiee  nn  par  de  toidòn  de  fricdòn  constante 
de  400  N-m  aliededor  de  la  drcunferencia  de  la  polea.  Si  la  polea  se  desplaza  6°  y lnego  se  suelta,  dctermiue  ( 1) 
la  cantìdad  de  ciclos  antes  de  que  la  polea  se  detenga,  y (2)  la  posidòn  final  de  la  polea. 
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Solucitìn; 

1*  La  ecuacitìn  (2.140)  da  la  cantidad  de  semiciclos  que  transcurren  autes  de  que  el  movimieuto  angulai  de  la 
poleacese: 


r > 


2T 

. &t  ì 


(E.l) 


donde  = desplazaitiiento  angulai  inicial  = 6“  = 0. 10472  rad,  k,  — comtantc  de  resorte  torsional  de  la 
flecha  dada  por 


GJ 


(8 


X 10io)|^(0.05)4| 


49,087.5  N-m/rad 


' l l 

y T = par  de  toreidn  de  friccitìn  constante  aplicado  a la  polea  = 400  N-m.  La  ecuacitìn  (E.  1)  da 


0.10472 


_ f 400  \ 
^49,087.5/ 


Z'  800  \ 

\ 49,087 .5  / 


5.926 


Por  lo  tanto,  el  mo  vimiento  cesa  despnes  de  seis  semidclos. 

2.  la  ecuacitìn  (2. 120)  da  el  desplazamiento  angular  desputìs  de  seis  semidclos: 


0 = 0.10472  - 6 X 2^^  ^ = 0.006935  rad  = 039734* 


PCr  lo  tanto,  la  polea  $e  dctieuo  a 0.39734°  desde  la  posicitìn  de  equilibrio  en  d mismo  lado  del  despla- 
zamiento  micial. 


2.10  | vibraciòn  libre  con  amortiguamiento  histerètico 


CbnàdCTe  el  sistenia  de  resorte  y amortiguador  viscoso  de  la  figuia  2.44<a).  Para  este  sistema,  la 
fuerza  F necesaria  para  impartir  un  desplazamiento  x(t)  esta  dada  por 

F = kx  + cx  (2.141) 

Fkra  un  movimiento  armònioo  de  frecuencia  tay  amplitud  X, 

jc(t)  = Jfsenmf  (2.142) 

Las  ecuadones  (2. 141)  y (2. 142)  dan  por  resultado 

^(t)  = kX  sen  mt  + cXùì  cos  m# 


= kx  ± 00^/ — (X  senrn#)2 
= kx  ± crnVx2  - X? 


(2.143) 
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F 


Figura  2.44  Sistema  de  resorte  y amortiguador  viscoso. 


Cuando  se  traza  F contra  x,  la  ecuaciòn  (2.143)  nepiesenta  un  lazo  cerrado,  como  se  muestra  en  la 
figura  2.44<b).  E1  area  del  lazo  indica  la  eneigfa  disipada  por  el  amortiguador  en  un  ciclo  de  movi- 
miento  y se  expresa  como 


ATV 


//>  2v/a> 

Fdx  = l < 


(kX  sen  a>t  + cXtn  oos  <ur)  (a>X  oos  a>t)dt 


= TTÙICX 


(2.144) 


La  ecuaciòn  (2. 144)  tambien  se  derivò  en  la  secciòn  2.6.4  (vea  la  ecuaciòn  (2.98)). 

Como  seenunciò  en  la  secciòn  1.9,  el  amortiguamiento  originado  por  lafriociòn  entre  los  pla- 
nos  intemos  que  deslizan  o resbalan  a medida  que  el  material  se  deforma,  se  llama  amortiguamiento 
de  histdiesis  (o  sòlido  o estructuml).  Èste  hace  que  se  forme  un  lazo  de  històresis  cn  la  curva  de 
esfuerzo -deformaciòn  o fuerza-desplazamiento  (vea  la  figura  2.45(a)).  La  pòrdida  de  energfa  en 
un  dclo  de  carga  y descarga  es  igual  al  area  enceirada  por  el  lazo  de  histdresìs  [2.11-2.13].  La 
semejanza  entie  las  figuras  2.44<b)  y 2.45(a)  se  puede  usar  para  definir  una  constante  de  amorti- 
guamiento  de  històresis.  Se  encontrò  experimentalmente  que  la  pòrdida  de  energfaporciclo  a causa 
de  la  fricciòn  Lntema  es  independientede  lafrecuenda  pero  apioximadamente  propordonal  al  cua- 
dado  de  la  amplitud.  Paia  lograr  este  comportamiento  observado  a partir  de  la  ecuadòn  <2. 144),  se 
aipone  que  el  coefidente  de  amortiguamiento  c es  inversamente  propoicional  a la  fiecuenda  como 


c = 


h 

iù 


(2.145) 


donde  h se  conoce  como  constante  de  amortìguamiento  de  histdesis.  Las  ecuaciones  (2.144)  y 

(2. 145)  dan  por  resultado 

A W = tthX2  (2- 146) 

Rigidez  compleja.  En  la  figura  2.44{a ),  el  resorte  y d amortiguador  estan  conectados  en  paralelo, 
y paia  un  movimiento  armònico  general,  x = Xe^M  fuerza  es 


F = kXe!a3t  + canXemt  = (Jfc  + ì*jc)jc 


(2-147) 
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Figu«  2.45  Lazode  histeresis. 


Asiimsrao,  si  un  resorte  y un  amortiguador  de  hist^resis  se  conectan  en  paralclo,  como  se  rauestra 
en  la  figura  2.45(b)(  la  relaciòn  fuerza-desplazaraiento  se  expresa  corao 


donde 


F = (Jfc  + ih)x 


(2.148) 


k + ik  = 


= i(l  + ip) 


(2.149) 


se  conocecomo  rigidez  corapleja  del  sistema  y 0 = A/Jfces  unaconstanteque  indica  una  medida  de 
amortiguamientQ  sin  unidades. 

Respuesta  del  sistema.  Eh  funciòn  de  0,  lapòrdida  de  energia  por  ciclo  se  expresa  corao 

AW  = -nkpX2  (2.150) 


Con  amortiguamiento  de  histeresis  se  puede  considerarque  el  movimiento  es  casi  armònico  (puesto 
que  AW  es  pequeno),  y la  reducdòn  de  la  amplitud  por  cido  se  deterraina  utilizando  un  balance 
de  energfa.  Por ejemplo, las  energfas  cn los  puntos  Py  Q (separadas por un semidclo)  en  la fìgura 
2.46  cstan  relacionadas  como 


kxj  vkpxj  irjfc/3x]+0j  _ kxj+05 

~2  4 4 2 


o 


nfi 


1T0 


*j+0.5 


(2.151) 
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x(t) 


Figuia  2.46  Respuesta  de  un  sistema  histereticamente  amortiguado. 


Asiimsmo,  las  energfas  en  Iqs  puntos  Q y R resultan 


_ J2  + TTft 
XJ+ 1 " V 2 - 1T0 


La  multiplicaddn  de  las  ecuaciones  (2.151)  y (2.152)  da 


Xj+ 1 


2 + iTjfi  2 — + 2tT|Q 

2 - vft  “ 1 + = oonsa,’B 


H decremento  logaritmico  histerdtico  se  define  como 


(1  + 1 Tp)  1T0 


(2-152) 


(2.153) 


(2.154) 


Como  se  supone  que  el  movimiento  es  aproxìmadamente  armonico,  la  frecuencia  correspondiente 
esta  defìnida  por  [2.10]: 

(2.155) 

La  relacidn  de  amortiguamiento  viscoso  equivalente  f ^ se  determina  igualando  la  rdadon  del 
decremento  logaritmico  5: 

S « 2ir£eq  h ir/3  = “ 

/3  k 

- à ai56) 

ftir  lo  tanto,  la  canstante  de  amortiguamiento  equivalente  ceqesta  dada  por 

ceq  = cc-£eq  = = " = i (2.157) 

Observe  que  d metodo  de  encontiar  un  coefidente  de  amortiguamiento  viscoso  equivalente 
para  un  sistema  estructuralmente  amortiguado  es  vàlido  solo  para  excitacidn  armdnica.  E1  analisis 
aiterior  supone  que  la  respuesta  del  sistema  es  aproximadamente  anudnica  a ia  frecuencia  <u. 
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Ejemplo  2.16 


Estlmaclòn  de  la  constante  de  amortiguamlento  hlsterètico 


Las  mediciones  expcrimentales  en  nna  estructuia  arrojaron  lo$  datos  de  fuem-deflesidn  mostrados  en  la 
figum  2.47.  A partìr  de  estos  datos,  calcule  la  constante  de  amgrtìguamiento  histerètico  jB  y el  decremento 
logarìtmico  5. 

Solucidn: 

Mètodo;  Igualamos  la  energia  disipada  en  un  ciclo  (àrea  encerrada  por  el  lazo  de  histèresis)  a A W de  la  ecua- 
000(2.146). 


Fìgura  2.47  Qj;rvade  fuerza- 
deflexion. 
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Ejemplo  2.17 


E1  Irea  encerrada  pgr  la  Curva  de  hist&esis  propOrdona  la  energfa  dlsipada  en  cada  dclo  de  carga  CompletO. 
Cada  coadro  de  la  figura  2,47  indica  100  X 2 = 200  N-rnm,  E1  àrea  encerrada  por  el  lazo  se  puede  hal  lar  como 
areaACfi  + diea  ABDE  + àiea  DFE  “ j (AB)  ( CG)  + (AB)(AE)  + ± (DE)(FH)  = ± (1.25X1.8)  + (1.25X8) 
+ 5 (1.25X1.8)  = 12.25  unidades  cuadradas,  E$ta  Irea  representa  una  energia  de  12.25  X 200(1000  = 2.5 
N-m.  A partir  de  la  ecuacidn  (2,146),  tenemos 


AIV  = it hX2  = 2.5  N-m 


(E.l) 


Como  la  deflexitìn  màxima  X es  de  0.008  m y la  pendieote  de  la  curva  ftierza-4efleiiòti  (dada  aproxLmadameù- 
te  por  la  poidiente  de  la  Irnea  OF)  e$  k = 400/8  = 50  N/mm  = 50,000  N/m,  la  constaate  de  amortìguamiento 
hi$tèretìco  h e$ 


h = 


AW 

vX2 


2.5 

tt(0.008}2 


= 12,433.95 


(E.2) 


ypor  consiguiente 


12,433.95 

50,000 


= 0.248679 


H decremento  logarftmico  se  puede  hallar  como 


S = np  = ti(0.248679}  = 0.78125 


(E.3) 


Respuesta  de  una  estructura  de  puente  hlsterètlcamente  amortlguada 

La  e$tructura  de  ua  puente  se  modela  como  ua  $i$tema  de  uu  solo  giado  de  libertad  cou  una  masa  equivaleute 
de  5 X 105  kg  y una  rìgidez equivalente de  25  X 10^  N/m,  Durante una prueba de  vibracidn  libre,  se  encontrd 
que  la  relacitìn  de  amplitude$  $uce$iva$  em  de  1 .04.  Calcule  la  constaute  de  amortìguamiento  de  la  e&truetura 
<jS)  y la.  re$pue$ta  de  vibmcidn  libie  del  puente. 

Solucw5n;  Utìlizando  la  lelacidn  de  amplitude$  $uce$iva$,  laecuacitìn  (2.154)  produoe  el  deciemento  logant- 
mico  de  histèie$i$  (5)  como 


S = ln 


= ln(1.04)  = ln(l  + 5) 


0.04 

1 + irp  = 1.04  o P = — = 0.0127 

'JT 

H coefidente  de  amgrtiguainiento  vi$co$o  equivalente  (c^)  $e  determina  a partii  de  la  ecuaddn  (2.157)  como 

isVta 


t«l 


6) 


K 


(E.l) 
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Apro vechando  los  valoreS  COnoddoS  de  la  rigidez  equivalente  (k)  y la  masa  eqnivalente  (m)  del  pnente,  la 
ecnaciòn  (E 1)  da  poi  resultado 

= (0.0127)V(25  X 106)(5  xlo5)  = 44.9013  X 103  N-s/m 

La  constante  de  amortigwatniento  crìtico  equivalente  del  puente  se  calcula  aplicando  la  ecuadtìn  (2,65)  como 

cc  = 2 Vkm  = 2 V(25  X 106)(5  X 105)  = 7071.0678  X 103N-s/m 

Como  Co,  < cc,  el  pnente  està  snbamoitignado  y por  consiguiente  la  ecnaciòn  (2.72)  da  sn  respuesta  de  vibra* 
ciòn  libre  como 


x(t)  = e ^LcosVw5^  + sin  Vl  - ^2mnr} 

l Vl  - f<o„  } 


donde 


S = 40.9013  X 10*  =ftM<i3 

Cc  7071.0678  X 103 

yx0y  io indican  el  desplazamiento  y la  velocidad  iniciales  al  oomenzar  la  vibiaciòn  libie. 


2.11  Estabilidad  de  sistemas 


La  eslabilidad  es  una  de  ias  caracteristicas  mas  importantes  de  cualquier  sistema  vibratcrio.  Aun 
cuando  el  tdrmino  estabilìdad  se  puede  defmir  de  muchas  maneras  segun  la  clase  de  sistema  o 
el  punto  de  vìsta,  consideramos  la  definicìon  de  sistemas  lineales  e invariables  con  d tiempo  (es 
dedr,  sistemas  cuyos  paiametros  m,  c y kno  cambian  con  el  tìempo).  Un  sistema  se  define  como 
asmtòticamente  estabie  (llamado  estable  en  literatura  de  controles)  si  su  respuesta  de  vibracidn 
libre  tìende  a cero  a medida  que  el  tiempo  tiende  a infinito.  Unsisteraa  se  considera  Ìnestabie  si  su 
respuesta  de  vibracidn  lìbre  crece  ilimitadamente  (tiende  a infinito)  a medida  que  el  tìempo  tiende  a 
infinito.  Porultìmo,  se  dice  que  un  sistema  es  estable  (Uamado  marginalmente  estable  en  literatura 
de  controles)  si  su  respuesta  de  vibracidn  libre  ni  decae  ni  crece,  sino  que  permanece  constante  u 
oscila  a medida  que  el  tìempo  tìende  a infinito.  Es  evidente  que  un  sistema  inestable  cuya  respuesta 
de  vibracidn  libre  ciece  sin  lfmites  puede  danar  el  sistema,  las  prqpiedades  adyacentes  y la  vida 
humana.  Usualmente,  los  sistemas  dinamicos  se  disenan  con  li'raites  para  impedir  que  las  respuestas 
crezcan  sin  Limite. 

Como  se  verà  en  los  capftulos  3 y 4,  la  respuesta  total  de  un  sisteraa  vihratorio,  sometìdo  a 
fiierzas  y/o  excitaciones  extemas,  se  compone  de  dos  partes:  la  respuesta  forzada  y la  respuesta  de 
vibracidn  libre.  Paratales  sistemas,  las  definidones  de  sistemas  asintdticamente  estables,  inestables 
y estàbles  antes  dadas  siguen  siendo  vàlidas.  Esto  impUca  que,  para  sistemas  estables,  timcamente 
la  respuesta  forzada  permanece  a medida  quc  la  rcspuesta  de  vibracion  se  acerca  a cero  al  tender  el 
tiempo  a infinito. 
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Laestabilidad  se  puede  interpretar  en  funcidn  de  las  lafces  caiacten'sticas  del  sistema.  Como  se 
vio  en  la  secciòn  2.7  las  rafces  situadas  en  el  semiplano  izquierdo  dan  o un  decaimiento  esponencial 
puio  q respuestas  de  vibracidn  libre  sinusoidales  amortiguadas.  Estas  respueslas  decaen  a cero  a 
medida  que  d tiempo  tiende  a intinito.  Por  lo  tanto,  los  sistemas  cuyas  rafces  caracteristicas  quedan 
m la  mitad  izquierda  del  plano  s {con  una  parte  negativa  real)  seràn  asintdticamente  estables.  Las 
lafces  que  quedan  en  la  mitad  deiecha  del  semiplano  dan  por  resultado  o respuestas  de  vibracidn  li- 
tre  puras  exponencialmente  crecientes.o  respuestas  de  vibiacidn  libre  senoidales  exponencialmente 
(recientes.  Estas  respuestas  de  vibiaddn  tienden  a infmito  en  cuanto  el  tiempo  se  aceica  a infinito. 
Fbr  lo  tanto,  los  sistemas  cuyas  lafces  caracterfsticas  quedan  en  La  mitad  derecha  del  plano  s <con 
una  parte  real  positiva)  seràn  inestables.  Finalmente,  las  rafces  que  quedan  en  el  eje  imaginario  del 
flano  s pioducen  oscilacidnes  enoidales  puras  como  respuesta  de  vibiacidn  libre.  La  amplitud  de 
cstas  respuestas  ni  se  inciementa  ni  disminuye  a medida  que  d tiempo  se  incrementa.  Por  lo  tanto, 
bs  sistemas  cuyas  rafces  caiacteristicas  quedan  en  el  eje  imaginario  dd  plano  s {oon  parte  real  cero) 
seian  estables.3 

Notas: 

L Es  evidente,  por  la  definicidn  dada,  que  los  signos  de  los  coeficientes  de  la  ecuaciòn  caracterfs- 
tica,  ecuacidn  {2. 107),  determinan  el  comportamiento  de  estabilidad  de  un  sistema.  Si  hay  cual- 
quier  cantidad  de  tdrminos  negativos  o si  ialta  cualquier  tdrmino  en  el  polinomio  en  j,  aitonces 
una  de  las  rai'ces  serà  positiva,  lo  que  pioduciià  un  comportamiento  inestable  dd  sistema,  por 
ejemplo.  Este  aspecto  se  considera  màs  a fondo  en  las  secciones  3.1 1 y 5.8  en  la  forma  del  cri- 
terio  de  estabilidad  de  Routh-Hurwitz. 

2,  En  un  sistema  inestable,  la  lespuesta  de  vibracidn  libre  puede  crecer  sin  lfmite,  sin  oscilaciones 
o sin  li'mite  con  oscilaciones.  E1  primer  comportamiento  se  denomina  mestabUÌdad  dìvergente 
y ai  segundo  se  le  llama  ÌnestabìUdad  de  vibracidn.  Estos  casos  tambien  se  conocen  como  vi- 
braciòn  autoexcitada  {vea  la  seccidn  3.1 1). 

3,  Si  un  modelo  lineal  es  asintoticamente  estable,  en  ese  caso  no  es  posible  encontrar  un  conjunto 
de  condidones  inidales  can  las  cuales  la  respuesta  tienda  a infinito.  Por  otia  parte,  si  el  moddo 
lineal  del  sistema  es  inestahle,  es  posìble  que  ciertas  condiciones  iniciales  pudieian  hacer  que 
la  respuesta  tienda  a cero  a medida  que  se  incrementa  el  tiempo.  Como  un  ejemplo,  considere 
un  sistema  regido  por  la  ecuacidn  de  movimiento  x - x = 0 con  tai'ces  caracterfsticas  dadas 
por  jli2  = Tl.  Por  lo  tanto,  la  respuesta  està  dada  porx(0  = C^e-1  + C2eU  donde  Ct  y C2  son 
constantes.  Si  las  condiciones  iniciaiesse  especitican  comojrfO)  = 1 y i{0)  = -l,vemos  que 
C,  = 1 y C2  = Oy  por  consiguiente  la  respuesta  es  jc(#)  = e“',la  cual  tiende  acero  a medidaque 
el  tiempo  tiende  a infinito. 

4,  En  las  figuras  2.48{a)— {d)  se  muestian  respuestas  comunes  correspondientes  a diferentes  tipos 
de  estabilidad. 

5,  La  estabilidad  de  un  sistema  tambidn  se  puede  explicar  respeclo  de  su  eneigi'a.  Segun  su  esque- 
ma,  se  considera  que  un  sistema  es  asintdticamente  estable,  estable,  o inestable  si  su  energi'a  se 
ieduce,  se  mantiene  constante  o se  inciementa  con  el  tiempo.  Esta  idea  constituye  la  base  del 
criterio  de  estabilidad  de  Lyapunov  [2.14, 2.15] 

6,  La  estabilidad  de  un  sistema  tambidn  sc  puede  investigar  con  base  en  qud  tan  sensible  sea  la 
respuesta  o movimiento  a pequenas  peiturbaciones  {o  variaciones)  en  los  paràmetros  (m,  cy  k) 
y/o  a pequefias  perturbaciones  en  las  condiciones  iniciales. 


3En  rigor,  d cnundado  es  verdadcro  sdlo  si  las  raices  que  quedan  en  el  eje  imaginarìo  apareoen  con  imdtìplicìdad  uno.  Si 
tales  raices  aparecen  con  multiplicidad  n > 1,  el  astema  scrà  ìncstablc  porque  1a  respucsta  de  vibracidn  libre  de  tales  siste- 
mas  serà  de  la  forma  Cr»  sen  (<ut  + $), 
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Ejemplo  2.18 


x(t) 


Sistema  asmtdticamente  estable 


(b> 


Sistema  inestable  (con  inestabUidad  de  divergente) 

(c> 


Sistema  inestable  {con  inest  abilidad  de  vibraddn) 

m\  Figura  2*48  Diferentes  tipos  de  estabilidad. 


Estabiiidad  de  un  sistema 


Considere  una  barm  rigida  nniforme,  de  masa  m y largo  /,  con  un  extremo  pivotado  y eJ  otro  conectado  simd* 
tricamente por  dos resories, como  se mnestm en la figura 2.49.  Suponiendo  qne los resortes no  estSn  alargados 
cnando  la  barra  es  vertical,  obtenga  la  ecuaddn  de  movimiento  del  sistema  para  desplazamientos  angulares 
peqnefios  {&)  de  la  barra  alrededor  del  pivote*  e in  vestigue  el  comportamiento  de  estabilidad  del  sistema. 

Solueiòn:  Qjando  la  barm  se  desplaza  nn  dngnlo  0,  lafuem  en  cada  resorie  es  fc/sen  d,  la  fuem  total  es  2 kl 
sen tì.  La fnem de  la giavedad  W = mg actua  veriicalmente hacia abajo  a travès del  centro  de gmvedad,  G.  H 
momento  en  tomo  al  pnnto  de  rotacidn  O debido  a la  aceJemcidn  anguiar  6 es  Jq&  = (ml1/ 3}  è . Por  lo  tanto 
la  ecnacitìn  de  movimiento  de  mtacitìn  de  la  barm,  alrededor  dei  pnnto  O,  se  escribe  como 
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Figura  2.49  Estabilidad  de  una  barra  rfgida. 


Rua  osdlaciones  pequeiias,  la  ecuacidn  (E.l)  se  reduce  a 


mi 


Wl 


0 + 2kl20  ~ —0  = 0 

3 2 


0 

d + <2  0 = 0 


dbnde 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


La  ecnadtìn  caracteristica  està  dada  por 

sz+  a2  =0  (E.5) 

ypor  tanto  la  soluddn  de  la  ecnaddn  (E.2)  depende  del  signo  de  o3  corno  se  indica  a continaaddn. 

Caso  1,  Cbando  (l2kP  - “ìWfy/tmP  > 0,  la  solnddn  de  la  ecnaddn  (E.2)  representa  nn  sistema  estable  con 
osciladones  estables  y se  expresa  como 

fl(r)  = A]  COS  ù)„r  + A2  sen  6)„r  (E.6) 


donde  A , y Aj  $on  constantes  y 
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Ca$0  2,  Cuiuìdo  (l2kP  - 3W()/2mP  = 0,  la  ecuacidn  se  reduce a 8 = 0 y la soluddn  de obtìene directnmente 
al  integrardos  veces  como 


8(t)  = Cxt  + Ci 


(E.8) 


Para las  condiciones  iniciflles  6(i  =0)  =8&y  è(t  = 0)  = 8&,  la  soluddn  e$ 


8(t)  = 8ot  + 80  (E.9) 

La  ecuaddn  (E.9)  muestra  que  el  sistema  es  inestable  con  el  desplazamiento  angulai  incrementtìndose  lineal- 
mente  a una  velocidad  constante  6&.  Sin  embargo,  si  8&  = 0,  la  ecuadòn  (E.9)  indica  una  posiddn  estable  o 
de  equilibriq  esttìtìco  con  8 = 8^  e$ decir,  el  pdndulo  permanece  en  su  posidtìn  original,  definida  por  8 = 8&. 

Caso  3.  Cuando  (12  kP  - 3 Wt)/2mP  < 0,  la  soluddn  de  la  ecuadtìn  (E.2)  se  expresa  como 


8(t)  = + Bie^ 


(E.10) 


donde  S|  y Sj son  constantes.  Para las  condidones  iniciales  8(t  = 0)  = 8^  8(t  = 0)  = d0,la  ecuodtìn  (E.  10) 
se  escribe  como 


8(t)  = 


2 a 


[(«tì0  + 80)^°*  + (a8&  ~ èo)^1] 


(E.ll) 


La  ecuacitìn  (E.  1 1)  muestra  que  8(t)  se  incrementa  exponencialmente  con  el  tìempo,  por  consiguiente  el  movi- 
miento  es  inestable.  La  raztìn  ffsica  de  esto  es  que  el  momento  de  restauracitìn  producido  por  el  resorte  (2kP8), 
el  cual  trata  de  regresar  el  sistema  a la  posidtìn  de  equilibrio,  e$  menor  que  el  momento  de  no  restauradtìn 
debido  a la  gravedad  [-  W(i/2)  8],  el  cual  tìata  de  alejar  la  masa de  la  posidtìn  de  equilibrio. 
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Ejemplo  2.19  variaciones  de  la  frecuencia  natural  y el  periodo  con  deflexiòn  estatica 

Tmce  las  variaciones  de  la  frecuencia  natuiaJ  y el  periodo  de  tiempo  con  deflexitìn  estàtìca  de  un  sistema  no 
amoitìguado  utilizando  MATLAB, 

Solnrìtìn:  Las  ecuaciones  (2.28)  y (2.30)  propoicionan  la  frecnencia  natuml  y el  periodo  (ja)\ 
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EJemplo  2.20 


Si  se  aplica  g =9.81  m/s2,  y Tfl se  trazan  en  el  rango  de  = 0 a 0.5  utilizando  el piognuna  MATLAB 


% Ex2_19 .m 
g = S.filF 
for  i a li  101 

B 0.01  + (0 . 5*0 . 01)  * (i-lJ/100? 
V(D  - (g/t(l))A0.EF 
tu(i)  * 2 • pl  * (t(l)/g)  A0.Ef 

ond 

plot (trw) ? 

gte«t  (Tw_nr)  i 

bold  on? 

plot (tr  tfco)  f 

gt«tt  ('T_nr)  f 

klibtil  ( 1 Dftlt*_*_t r ) r 

titl*  ('Bjamplo  2.17')  i 


Ejemplo  2+19 


Variaciones  de  Jfl  frecuenda  natural  y el  periodo. 


Respuesta  de  vibraclòn  llbre  de  un  sistema  de  resorte-masa 

Un  sistema  de  resorte-masa  oon  ima  tnasa  de  20  lb-s2  y rigidez  de  500  lb  /pnlg5  se  somete  a im  desplazamiento 
inidai  de  = 3t0  pulg  y una  vdocidad  inidal  de  Ìq  = 4.0  puig/s.  Trnce  las  variaciones  de  tiempo  del  despla- 
zamientq  de  la  masa,  la  vdocidad  y la  aceleradon  utilizando  MATLAB. 
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SoluCwSn:  E1  desplazamienta  de  un  sistema  no  amortìguado  Se  expresa  como  (vea  la  ecuaciòn  (2.23)): 

jf(/)  = Aq  sen(w„|  + d>o)  (E.l) 


donde 


<j>o  = tan  I — ; — I = tan 


/500 


A0  : 


|l/3 


500 

— = 5rad/s 
20 

<”'*(s)']‘ 


: 1 ÌHJW 


Por  Iq  la  ecuajddn  (E.  1)  da  por  resultado 


jr(f)  = 3.1048  scd(5t  + 1.3102)  pulg 

(E.2) 

i(f)  = I5.524cw(5f  + 1.3102)  puJg/s 

(E.3) 

i(f)  = -77.62  seu(5r  + 1.3102)  pulg/s 2 

( E.4) 

Ejcmplo  2,20 
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Ejemplo  2.21 


Las  ecuadones  (E.2)  y (E.4)  se  trazan  utilizando  MATLAB  en  d rango  t = 0 a 6 seg. 


% Ek2_20.ii 
for  1 * 1=  101 

ttl)  = fi  * (1-1) /100; 

3t(i)  = 3 . 1040  * flin  (E  * t(i)  + 1.3102); 
xl(l)  = 1E.&24  * coe  (£  * t(i)  + 1.3102); 
x2  (1)  = -77.02  * flints  * t(i)  + 1.3102); 

ond 

flnbpltìt  (311)  ; 
plùt  (trx) ; 
ylabal  ('x(t)'); 
tltl*  ('ExiU^lfi  2.1tìr); 

■ubplot  (312) ; 
plùt  ( t r X 1)  ; 
ylabal  ('ka.  (t)r); 
subplot  (313)  ; 
piot  (tr»a) ( 
xlibal  (^  tr ) ; 


Respuesta  de  vibraciòn  llbre  de  un  slstema  con  amortiguamiento 
de  coulomb 


Encuentre  Ja  respuesta  de  vibiaeiòn  libre  de  uu  sistema  de  iesoite-masa  sujeto  a amortiguamieuto  de  Coulomb 
para  las  siguieutes  condiciones  inidales:  x(0)  = 0.5  m,  x(0)  = 0. 

Datos:  m = 10  kga  k = 200  N/m,  /i  = 0S5 

Soluciòn:  La  ecuacitìn  de  mo  vimiento  se  expresa  como 

mx  + pmg  sgn(i)  + kx  = 0 (E.l) 

Para  resolver  la  ecnacitìn  diferencial  de  segundo  orden,  ecnacitìn  (E.  1)5  por  el  metodo  de  Runge-Kutta  (vea 
el  aptìndice  F),  reescribimos  la  ecuacitìn  (Es  1)  como  nn  conjunto  de  ecuaciones  difeienciales  de  primer  orden 
como  sigue: 

X\  = X)  X2  - X\  = X 

X\  = x2  ■ /i(*i,  X2)  (E.2) 

k 

x2  = -fig  sgn(jr2) xi  ■ f2(xi,  x2 } (E.3) 

JTt 

Las  ecuaciones  (Es2)  y (Es3)  se  expresan  en  notacitìn  matricial  como 

X = 7(x)  (E.4) 


donde 


W)j’  l/2(^i,^)j 


X(t  = 0) 
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Ejemplg  221 


Soludòn  de  la  ecuaciòn  (E4): 


Se  utiliza  d progmma  MATLAB  ode23  para  encoatiai  la  soluciòn  de  la  ecmcitìu  (E.4)  como  se  muestia 
a ooutmuaridn. 


% Ej 3.31.m 

% Eet*  pfogruu  utiliaiti  dfunel.a 
tspan  =t  [Oi  Ù.OS:  6]  ; 
xo  = [5.cr  o.o] r 

[tr  x]  m odo23  tspaiir  scO)  r 

plot  [tr  x(i  r l))i 

xlabel  pt')r 

ylabùl  rmi)'], 

titl*  ( 1 E j &ntplo  2.19 N, 

% dfuncl.n 

functlon  f ■ dfuncl  (tr  x) 
f m a«ros  (2  r 1)  j 
f[l)  e x(2)  f 

f (2)  » -e.S  • 9. 01  * slgn(K(2))  - 200  * x(l)  / 10f 
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Ejemplo  2.22  Respuesta  de  vlbraclòn  iibre  de  un  slstema  vlscosamente  amortiguado 
utflizando  matlab 


Desarrolle  un  programa  MATLAB  de  uso  general,  Uamado  Programljn  para  determinai  la  respuesta  de 
vibmciòn  libre  de  m sistema  viscosamente  amortiguado.  Use  ei  progiama  paia  determidai  la  respuesta  de  un 
astema  con  los  signientes  datos: 

m = 450.0,  k = 26519.2,  c = 1000.0,  *0  = 0.539657,  i0  = 1.0 

Soluciun:  Se  desanoUa  el  progiama  Programljn  pna  qne  acepte  los  siguientes  datos  de  entrada: 


m = masa 

k = rigidez  del  iesorte 
c = constante  de  amortìgnamiento 
= desplazamiento  inidal 
xdo  = vdocidad  inicial 

n = cantìdadde  pasos  de  tiempo  al  cual  se  tìenen  que  detenninai  los  valores  de  x(t) 
delt  = intervalo  entre  pasos  de  tiempo  consecntìvos  (Ar) 

H progiama  anoja  los  siguientes  iesultados: 
cantìdad  de  pasos  i,  tiempo  (i)5  *(i)3  x(i),  x(l) 

H progiama  tambi£n  trnza  las  vaiiaciones  de  x,  xy'x  con  el  tiempo. 


AnilifliB  da  vibrflcìAu  libre  do  un  fliat«du  da  un  eolo  grA-do  da  libemd 
Datofl i 

4 . 50000000440 02 
2 . £ E192G  0Qo+0  04 
1. 0 00000  00«+ 0 03 
E.3SeE7000*-Q01 
1.00000000*4000 
100 

2 . E00000  00«-D  02 
el  flìetAiu  «sti  Bubamortiguado 


k= 

3ed0  = 
n= 

dtìl  t= 


Eteflultadofli 


i tieaaptì  (i) 

1 2.500000*-002 

2 E.000000a-002 

3 7.E00000a-002 

4 1.0000004-001 
E 1.2500004-001 
£ 1.5000004-001 


0G  2.400000a>f000 
07  2 .42  500044000 
SS  2.45000044000 
Ss  2.4750004-4000 
100  2.50000044000 


K(iJ 

5 . E40S  S24-0  01 
5.47SGSG4-G01 
5 . 22SS GS4-0  01 
4 . 7SS3  314-0  01 
4. 224307«-Q01 
3.5294744-001 


2.2032714-002 
2.72200S4-G02 
3.1170164-002 
3 . 3765  S04-0  02 
3.5053504-002 


3«d(i| 

1. ESGIE  S4-001 
-6. 41054 54-001 
-1. 37555 S44000 
-2 . 02123  S44000 
-2 . 55S63 144OOO 
-2.S77B6544000 


2.3 136S5  4-001 
1.6340S24-001 
1.3147074-001 
7.7  £43124-002 
2.3S511B4-002 


xdd(i) 

- 3 .300  65344001 
-3.06561344001 
-2.77407744001 
-2.37S15G44001 
- 1. S20  ESS44OOI 
-1.41622244001 


- 1. 612  £2144  000 
-2.01217044000 
-2 . 12 S 05444000 
- 2 . 153  ESG44  000 
-2.H6S6244000 
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Variadones  de  x,  x y x. 


Resumen  del  capitulo 

Conside  rartios  las  ecuaciones  de  movimiento  y $u$  $olucione$  para  la  vibracitìn  libre  de  $i$tetna$  de  uu  $olo 
grado  de  libertad  uo  amqrtiguados  y $ubamortiguado$,  Para  obtener  la  ecuaciou  de  movimieuto  de  $i$tema$ 
subamortiguados  se  preseutarou  cuatro  metodos  diferentes,  a saber,  la  segunda  ley  del  movimieuto  de  Newtou, 
el  prìucipio  de  DTAlembert,  el  prìucipio  de  desplazamientos  virtuale$  y el  prìdeipio  de  conservaciòu  de  La 
euergia.  Se  cousideiaron  lo$  $i$tema$  tia$laciouale$  y tor$iouale$.  Se  pie$eutaron  la$  solucioues  de  vibiaeidn 
libie  para  $istema$  uo  amortiguados.  Se  cousideid  la  ecuacidn  de  movimieuto  eu  la  forma  de  una  eamacidn 
difereucial  de  primer  orden  para  uu  $i$tema  de  ma$a-amoitiguador  ($in  resorte),  a$i  como  la  idea  de  constaute 
de  tiempo. 

Se  piesentd  la  solucidu  de  vibiaddn  libie  de  $i$temas  vi$cosamente  amortìguados  junto  cou  los  concep 
to$  de  si$tema$  subamortìguados,  $obieamortìguado$  y cntìcameute  amortìguados.  Tambidn  $e  cousideraron 
la$  soludones  de  vibiaddn  libie  de  sistemas  con  amortiguamieuto  de  Coulomb  e histerdtico.  Se  explicaron  la$ 
repie$entadoue$  grfificas  de  mfces  camcterì$tica$  en  el  plauo  complejo  y la$  soludones  conespondieutes. 
Tambidn  $e  cou$idemrou  lo$  efectos  de  la  variaddn  de  los  parfimetros  m,  c y k en  la$  rafces  camcterì$tìca$ 
y $u$  represeutadoues  utìlizaudo  grfificas  del  lugar  geomdtrico  de  la$  mfces.  La  identifìcacidn  del  e$tado  de 
e$tabilidad  de  uu  sistema  tambidn  se  explicd. 

Ahora  que  ya  ba  termiuado  este  capftulo,  usted  debeitì  $er  capaz  de  iesponder  la$  pieguntas  de  repaso  y 
iesolver  lo$  problemas  que  se  daiàu  a coutìuuaddu. 
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preguntas  de  repaso 

21  Responda  brevemente  lo  siguiente; 

1*  Sugiera  nn  metodo  para  determinar  la  constante  de  amortìguamiento  de  un  sistema  vibratorio  $u- 
mamente  amortiguado  con  amortiguamiento  viscoso. 

2 ^biede aplicar los resultados de la seccidn  2.2  en  los que  la fuerza de restauracidn no  es proporcio- 
nal  al  desplazamiento,  es  dedr,  donde  k no  es  una  constante? 

3*  Nfencione  los  paitimetros  conespondientes  a m,  c,  k y jrpara  un  sistema  torsional. 

4.  ^Qutì  efecto  tiene  la  ieduccidn  de  la  masa  en  la  fiecuencia  de  un  sistema? 

5*  iQuè  efecto  tiene  la  reduccitìn  de  la  rigidez  del  sistema  en  el  periodo  natuml? 

6*  iPor  qutì  la  amplitud  de  vibmcitìn  libre  $e  reduoe  gmdualmente  en  sistemas  pràcticos? 

7*  ^por qutì  es  importante  determinar  la  irecuencia natuml  de  un  sistema  vibmtorio? 

8*  iCuàntas  constantes  arbitmrias  debe  tener  una  solucitìn  de  una  ecuadtìn  diferendal  de  segundo 
ciden?  iCtìmo  se  determinan  estas  constantes? 

9#  ^Puede  usarse  el  mtìtodo  de  energia  pam  hallar  la  ecuadtìn  diferendal  de  movimiento  de  todos  los 
sistemas  de  un  solo  gmdo  de  libertad? 

10*  iQue  suposidones  se  hacen  al  deferminar  la  frecuencia  natuml  de  un  sistema  de  un  solo  gmdo  de 
Hbertad  cuando  se  utìliza  el  mtìtodo  de  energia? 

11#  ^La  frecuenda  de  una  vibmdtìn  libre  amortìguada  es  menor  o mayor  que  la  ftecuencia  natuml  del 
sistema? 
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12*  iCufiJ  e$  el  u$0  del  decremjento  logardmico? 

13*  JEa  d flitio rrigu amiento  hi$teretioo  ona  funciòn  dd  esfuerzo  mòximo? 

14*  iQuè  e$  d amortignamiento  cntico,  y cudl  es  so  impoitanda? 

15,  iQufi  le  sucede  a la  energia  disipada  por  d amortiguamiento  ? 

16*  iQoè  e$  d amortignamiento  viscosoa  equivalente?  ;,E$  el  factor  de  amortiguamiento  viscoso  equi- 
valente  una  con&tante? 

17*  ^Cuàl  e$  la  iazdn  de  estudiar  la  vibiaciòn  de  un  $i$tema  de  un  $olo  grndo  de  libertad? 

18*  iOSmo  puede  determinar  la  ftecuencia  natuial  de  un  $i$tema  midieudo  $u  deflexiòn  estàtica? 

19*  K do$  aplicaciones  pràcticas  de  un  pdndulo  toisional. 

20*  Deftna  e$to$  tdrminos:  ielaciòn  de  amortiguamiento,  decremento  logarftmico,  coeficiente  de  pd> 
dida  y capacidad  de  amortiguamiento  e$pecffico. 

21*  ^En  quò  formas  e$  la  respuesta  de  un  $i$tema  con  amortiguamiento  de  Coulomb  diferente  de  lo$ 
$istema$  con  otro$  tipo$  de  Amortiguamiento? 

22*  iQuè  e$  la  rigidez  compleja? 

23*  Defina  la  con$tante  de  amortiguamiento  de  hi$tère$i$. 

24*  K tre$  aplicaciones  piticticas  del  coneepto  de centio  de  percu$iòn. 

25*  ^Cutil  e$  el  orden  de  la  ecuadòn  de  movimiento  dada  por  m v + cv  = 0? 

26.  Defina  la  constante  de  tiempo. 

27*  iQoè  e$  una  gràfìca  del  lugar  geomètrico  de  la$  raice$? 

28*  iCufil  e$  la  importancia  de  c < 0? 

29*  iQuèe$unsi$temainvariableconeltiempo? 

2*2  bdique  $i  cada uno  de  lo$  $iguiente$  enundados  e$  verdadero  o fal$o: 

1*  La  amplitud  de un  sistema  no  amortiguado  no  cambiarà  con  el  tiempo. 

2*  Lin  $i$tema  vibmtorio  en  aire  se  puede  consideiar  un  sistema  amortiguado. 

3*  la  ecuaciòn  de  movimiento  de  un  $i$tema  de  un  solo  giado  de  libertad  permaneceià  sin  cambio  ya 
sea que  la  masa se  mueva  en  un  plano  horizontal  o en  un  plano  inclinado. 

4*  Cuando  una  masa  vibia  en  una  diiecciòn  vertical,  $u  pe$o  siempie  puede  ser  ignoiado  al  obtener  la 
ecuaciòn  de  movimiento. 

5*  E1  principio  de  conservaciòn  de  la  energia  $e  puede  u$ar  paia  derivar  la  ecuaciòn  de  movimiento 
de  sistemas  amortiguado$  y no  amortiguado$. 

6*  Bi  alguno$  casos  la  frecuencia  amortiguada  puede  ser  mayor  que  la  ftecuenda  natuial  no  amorti- 
giada  del  sistema. 

7*  La  ftecuencia  natuial  puede  $er  cero  en  algunos  casos.  jj 

8*  La ftecuencia natuiaJ  de vibiaciòn  de un  sistema  tomionaJ està dada por  donde  kym  indican 

la  constante  de  iesorte  toisionaJ  y el  momento  polar  de  inercia  de  masa,  iespectivameute. 

9*  H mètodo  de  Rayleigh  està  basado  en  el  principio  de  conservaciòn  de  la  energia. 

10*  La  posiciòn  fìnal  de  la  masa  siempie  es  la  posiciòn  de  equilibrio  en  el  caso  de  amortiguamiento  de 
Cbulomb. 

11*  La  fiecuenda  natuial  no  amortiguada  de  un  $i$tema  iesulta  de  y/8/S^  donde  e$  la  deflexiòu 
estàtica  de  la  masa. 

12*  Rna  un  sistema  no  amortiguado,  la  velocidad  adeJanta  al  desplazamiento  en  tt  /2. 

13*  Rua  un  sistema  no  amortiguado  la  veloddad  adelanta  a la  aceleiadòn  en  tt/2 
14*  E1  amortiguamiento  de  CouJomb  se  conoce  como  amortiguamiento  con$tante. 

15*  E1  coefidente  de  pèrdida  indica  la  energia  disipada  poi  radiàn  por  energia  de  deformaciòn  unitaria. 
16*  H movimiento  di$minuye  a cexo  en  ca$o$  de  $ubamortiguado  y sobreamortiguado. 

17*  H deciemento  logaritmico  se  puede  utilizar  paia  determinar  la  ieladòn  de  amortiguamiento. 

18*  El  lazo  de  histèresis  de  Ja  curva-^sfueizo-deformadòn  de  un  material  provoca  amortiguamiento, 
19*  La  rigidez  compleja  se  puede  utilizar  para  determinar  la  fueiza  de  amortiguamiento  en  un  $i$tema 
con  amortiguamiento  de  histèie$i$. 

20*  H movimiento  en  el  caso  de  amortiguamiento  de  hisièresis  se  puede  considerar  armònico. 

21*  En  el  plano  s,  el lugar geomètrico  conespondiente a Ja ftecuencia natmaJ  constante serà un  cifculo. 
22*  La  ecuadòn  caracteristica  de  un  sistema  de  un  $olo  giado  de  libertad  puede  tener  una  iaiz  ieal  y 
uia  raiz  compleja. 
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13  liene  los  espacios  eo  blanco  cod  la$  palabras  correctas: 

La  vibraciòn  libre  de  un  sistema  no  amortiguado  representa  un  intercambio  de  energfas  de 

y 

1 Un  sistema  sometìdo  a movimiento  armtìnico  simple  se  conoce  como  oscilador . 

3*  E1  reloj  mecàiico  iepresenta  un  pònduJo . 

4.  E1  centro  de se  puede  ntìlizar  ventajosamente  en  un  bate  de  bdisbol. 

5*  Cbn  amortìguamiento  viscoso  y de  històiesis,  en  teoria  el  movimiento por  siempie. 

6.  La  fuerza  de  amoitiguamiento  en  amoitignamiento  de  Coulomb  està  dada  por . 

7*  E1  coeficiente  de se  puede  utilizai  paia  compaiar  la  capacidad  de  amoitiguamiento  de 

diferentes  materiales  de  ingenieiia. 

8*  Gcmre  vibiaciòn  torsional  cnando  un  cueipo oscila  aliededoi  de  un  eje. 

9#  La  propiedad  de  amoitiguamiento  de se  utiliza  en  muchas  aplicaciones  piàcticas,  como 

encafiones  giandes. 

10*  E1  decremento  lognntmico  determina  la  veloddad  a la  cnal  la de  nna  vibiaciòn  libie 

amoitiguada  disminuye. 

11*  E1  mòtodo  de  Rayleigh  $e  puede  utilizai  paia  deteiminai  la  fiecnencia de  un  sistema  de 

ibnna  diiecta. 

12*  Do$  desplazamientos  sucesivos  del  sistema,  sepaiados  poi  un  ciclo,  se  pueden  utìlizai  paia  deter- 
minài  el  decremento . 

13*  La  frecnencia  natmaJ  amortìgnada  (toj)  se  puede  expresai  en  funciòn  de  la  frecuencia  natuial  no 
amoitìgnada  como . 

14.  ta  constante  de  tiempo  indica  el  tìempo  en  el  cual  la  iespuesta  iaicial  se  reduce  enun poi 

ciento. 

15*  E1  termino  c_2r  disminuye que  el  tòimino  e~J  a medida  que  el  tìempo  se  incrementa. 

16.  Bi  el  plauo  $ , las  lmeas  paialelas  al  eje  ieaJ  indican  aistemas  de  ftecnencias diferentes. 

14  Seleccione  la  respuesta  mò$  apiopiada  de  entre  las  opciones  multìples  dadas: 

1*  La  ftecuencianatmaJ  de  un  sistema  con  masa  my  rigidez  k es: 


1 En  amoitìguamiento  de  Coulomb,  la  amplitud  de  movimiento  se  leduce  en  cada  ciclo  en: 

txN  ^ 2 tiN  4 tiN 

a*  " b*  ~ c+  " 

k k k 

3*  La  amplitud  de  nn  sistema  no  amoitìgnado  sujeto  a un  desplazamiento  inicial  de  cero  y velocidad 
inicial  io  està  dada  poi: 

* . io 

flt  Xo  c*  

4.  Elefectodelamasadeliesoitesepuedeteneiencu«3itaagiegandolasignieiitefTacciòndesumasa 
a la  masa  vibiatoria: 


5+  un  amoitiguadoi  vi$co$o  con  conatante  de  amoitiguamiento  c,  la  fueiza  de  amoitiguamiento  es: 

a.  cx  b*  cx  c*  cx 

6-  E1  deslizamiento  relativo  de  los  componentes  en  un  sistema  mecànico  ocasiona: 

a*  amoitìguamiento  de  fricciòn  $eca  b*amoitìgnamiento  vi$co$o  cvamoitìguamiento  de 

hi$tère$i$ 
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7*  Eb  vibmcitìn  tor$ional3  el  desplazainiento  $e  mide  en  ftmddn  de: 

a*  coordenada  lineal  b*  cooidenada  angnlar  c*  cooidenada  de  fneiza 

S*  La  relacitìn  de  amortignainiento,  en  ftmcitìn  de  la  constante  de  amortìgnamiento  c y la  constante 
de  amortìguamiento  critìco  (cf)5  e$: 


9*  La  amplitnd  de  un  $i$tema  snbamortìgnado  snjeto  a un  de$p1azamiento  inicial  x^  y una  velocidad 
inicial  0 e$tà  dada  por: 

a*  xq  b*  2*q  c.  *o (oa 


10*  H jngulo  de  fase  de  un  sistema  snbamortignado  sujeto  a un  desplazamiento  inicial  *0  y a una  ve- 
locidad  inicial  0 està  dado  por: 

a *o  ^ c*  0 

11+  La  energia  di$ipada  debida  a amortìgnamiento  viscoso  e$  proporcional  a la  signiente  potencia  de 
la  amplitud  de  movimiento: 

a 1 b.  2 c.  3 


1 2*  Rua  un  sistema  critìcamente  amortìguado,  el  movimiento  serà: 

a periddico  b*  aperiddico  c*  anntìnico 

13*  La  energta  disipada  por  ciclo  en  amortìgnamiento  vi$coso  con  constante  de  amortìguamiento  c 
dnante  el  movimiento  aimdnico  $imple  x{t ) = X sen  w/  e$tà  dada  poi: 

a ITCùìjX2  bu  C*  1TCù)dX 


14*  ftra  un  $i$tema  vibiatorio  con  una  energia  total  W y una  eneigia  disipada  por  ciclo  Ja  capaci- 
dad  de  amortiguamiento  especffica  e$: 


a 


w 

AW 


C,  AW 


15*  Si  las  rafces  caiacterfetìcas  tìenen  valores  positivos,  Ja  respuesta  del  sfetema  seià: 

a*  estable  b*  inestabl  e c*  asinttìticamente  estable 

16*  Laftecuenciadeoscilacitìndelaie$pue$tadeun  sfetema  serà  màs  alta  $i  la  parte  imaginaria  de  las 
mfces  e$: 

a*  menor  b*  cero  c*  mayor 

17*  Si  la$  rafces  camcterfeticas  tìenen  una  paite  imaginaria  cero,  la  ie$pue$ta  del  sfetema  serà: 
a*  oscilatoria  b*  no  oscilatoria  c*  estable 

18*  La  forma  del  lugai  geomtìtrico  de  las  imces  de  un  sfetema  de  un  solo  grndo  de  libertad  paia  G ^ ^ 1 
e$: 

a*  circular  b*  linea  horizontal  c*  linea  iadial 

19+  La  foima  del  lugar  geomtìtrico  de  la$  rafce$  de  un  $i$tema  de  un  $olo  grado  de  libertad  a medida 
que  k varia  e$: 

a*  Imeas  vertìcales  y horizontales  b*  arco  circular  c*  lmeas  mdiales 
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2J  CoixeJadoùe  lo  siguiente  para  un  sistema  deun  $olo  giado  de  libeitad  con  m 0.5: 


I* 

Frecnencia  natmal, 

a- 

1.3919 

2. 

Recuencia  lineal,  fn 

b. 

28284 

3. 

I^riodo  de  tiempo  naturaJ,  t„ 

c. 

22571 

4, 

Ffecnencia  amortìguada,  (od 

d. 

(12251 

5. 

Cbnstante  de  amortìguamiento  crftìoo,  cc 

e. 

ai768 

6, 

Relacitìn  de  amoitìgnamiento,  f 

f- 

44429 

7. 

Efeciemento  Jogaritmico,  5 

g- 

1,4142 

Z6  Couelacione  lo  signiente  para  nna  masa  m = 5 kg  que  $e  mneve  a nna  velocidad  v = 10  m/$: 


Fuerza  de 
AnOFtEguamiento 

h 20  N 
2>  1.5  N 
1 30  N 
A.  25  N 

5,  10N 


Tipo  de  amtìrtiguam  lento 

fl*  Amoitignamiento  de  Conlomb  con  coeficie  nte  de  fricciqn  de  0.3 

Ik  Amortignamiento  vi$co$o  con  im  coeficiente  de  amoitignamiento  de  1 N-$An 

c.  Àmortiguamiento  viscoso  oon  un  coeficiente  de  amordgnamiento  de  2 N-s/m 

d*  Amortìgnamiento  vi$co$o  con  coeficiente  de  amortiguamiento  histdretìco  de 
12  N/m  a una  fiecnencia  de  4 rad/s 

e*  Amortìgnamiento  cnadiàtìco  {fnerza  = av2)  con  constante  de  amortigna- 
miento  a = 0.25  N-$2/m2 


17  Conelacione  la$  signiente$  caracteristicas  del  plano  s: 

Lugflr  geomètrìco  Imptìrtflnrìa 

1*  Cucnlos  concèntricos  a.  Valores  difemntes  de  fiecuencia  natural  amortìguada 

1 Uheas  pamlelas  al  eje  ieal  b,  Valoies  difeientes  de  ieriprocos  de  con$tante  de  tìempo 

3*  Lmea$  paialelas  al  eje  imaginario  c*  Valoies  diferentes  de  ielacitìn  de  amortìgnamiento 

4*  Lfneas  radiales  a travès  del  origen  <L  Valores  diferentes  de  fiecnencia  natuml 


1S  Empate  Jos  signientes  trìminos  relacionados  con  la  estabilidad  de  sistemas: 


Tipa  de  sfctema 

Natartdeza  de  la  respaesta  de  vibraddn  Iibre  a medida  que 
d tìempo  tìende  a infmìto 

1*  A$inttìticamente  estable 

a*  Ni  decae  ni  crece 

2.  Inestable 

b.  Qece  con  oscilaciones 

3.  Estable 

C.  Crece  $in  oscilaeiones 

4.  Inestabilidaddivergente 

d.  Tiendeacero 

3.  Inestabilidad  de  vibraeidn 

e.  Crece  sin  Ifmite 
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Problemas 

Secciòn  2.2  Vibracion  libre  de  un  sistema  traslacional  no  amortiguado 

2d  Una  preosa  iddiistrial  se  edcuentra  mootada  sobre  ana  base  de  caucho  pam  aislarla  de  cimedtacibn. 
Si  la  base  de  caocho  se  comprime  5 mm  por  el  peso  mi$mo  de  la  pren$a5  eneoentre  la  frecnencia  natmal 
del  sistema. 

2 *2  H periodo  natural  de  un  sistema  de  resorte-masa  es  de  0.21  seg.  £C ubl  serS  el  nuevo  periodo  si  la  con$- 

fante  de  resorte  (a)  se  inciementa  en  50%  y (b)  se  ieduce  en  50  por  ciento? 

23  La  frecuencia  natuial  de  un  sistetna  de  iesorte-masa  es  de  10  Hz.  Cuando  la  constante  de  iesorte  se 
ieduce  en  800  N/m,  la  fiecuencia  se  modiiica  en  45  por  ciento.  Encuentie  la  constante  de  resorte  del 
sistema  original. 

2 A Qiando  el  extremo  de  un  iesorte  helicoidal  se  fija  y otro  se  carga,  $e  iequieie  una  fueiza  de  100  N paia 

alargarlo  10  mmb  Los  extiemos  del  iesorte  ahoia  estàu  rigidamente  fijos,  un  extiemo  veiticahnente 
sobie  el  otro,  y a la  mitad  de  sn  longitud  se  fìja  una  masa  de  10  kg,  Determine  el  tiempo  requerido  para 
completar  un  ciclo  de  vibmcibn  cuando  se  hace  que  la  masa  vibie  en  la  diieccibn  vertical . 

2 3 ttaa  unidad  de  aiie  acondicionado  que  pesa  2000  Ib  tiene  qne  estar  soportada  por  cuatro  iesortes  neu- 

màtioos  (figma  2.50).  Disefte  los  resortes  neumàticos  de  modo  que  la  fiecuencia  natmal  de  vibiacibn  de 
la  unidad  resnlte  entre  5 md/$  y 10  iad/$. 


2*6  la  velocidad  màxima  alcanzadà  por  la  masa  de  un  oscilador  armbnico  simple  e$  de  10  cm/$a  y el  perio- 
do  de  oscilacibn  esde2  seg.  Si  la  masa  se  snelta  con  un  desplazamiento  inicial  de  2 cm  determine  (a) 
la  amplitud;  (b)  la  velocidad  inicial;  (c)  la  acelemcibn  màxima,  y (d)  el  àngulo  de  fase. 

2*7*  Tres  ie$orte$  y una  ma$a  $e  fijan  a una  bana  PQ  rigida  $in  peso  como  se  muestra  en  la  figura  2.51 . 
Deteimine  la  ftecuencia  natural  de  vibracibn  del  sistema. 
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Fìgura  2.5 1 


Un  automòvil  de  2000  kg  de  masa  deforma  sus  resortes  de  suspensiòn  0,02  m en  condiciones  estaticas, 
Determine  1a  frecuencia  natural  del  automòvil  en  la  direcdòn  vertical  suponiendo  que  el  amortigua- 
miento  es  msignificante. 

2.9  Halle  la  ftecumcia  natural  de  vibraciòn  de  nn  sistema  de  resorte-masa  colocado  sobre  un  plano  inclina- 
do,  como  $e  muestra  en  la  figura  2.52. 


2.10  A un  cano  de  mina  cargado,  que  pesa  5000  lb,  se  le  està  alzando  por  medio  de  una  polea  libre  de  ffic- 
ciòn  y un  cable,  como  Se  muestra  en  Ja  frgura  2,53.  Halle  la  ffecuencia  natuial  de  vibraciòn  del  càrro  en 
una  posiciòn  dada. 

2.11  Un  Cbasis  electrònico  que  pesa  500  N $e  afsla  moutandolo  sobre  cuatro  resortes  helicoidales,  como 
muestra  en  la  figura  2.54-.  Disefie  lo$  resortes  de  modo  que  la  unidad  pueda  u$aiSe  en  un  ambiente  en 
que  la  fiecueucia  vibratona  oscile  de  0 a 50  Hz. 


Figura  2.53 


2.  8 
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Pigtora  2J54  Chasis  electrònico montado  sobre  aisladores  de  vibradòn.  (Cortesfa  de  Titan  SESCO) . 


X12*  Bnaientre  la  frecuenicia  natural  dd  sistema  que  sc  muestra  en  la  figura  2.55  con  y $in  los  resortes  y 
kz  a la  mitad  de  la  viga  dàstìca. 

X13*  Bncnentre  1a  fiecnencia  natural  dd  sistema  de  poleas  qne  se  muestra  en  la  figma  2.56  ignorando  la 
tìiccitìn  y las  masas  de  las  poleas. 

114,  Ties  poleas  sin  fiiccitìn  y sin  masa,  y uniesorte  de  rigidezfcsoportan  uu  peso  H'como  se  muestraen  la 
figuia 2.57.  Encuentre  la  ftecuencia  natural de  vibiacitìn del  peso  W paia  oscilaciones  pequetìas. 


Figui-a  2.55 


Figura  2.56 


2*15  Un  bloque  ngido  de  masa  M està  montado  sobre  cuatro  soportes  elàstìcos,  como  $e  muestra  en  la  figuia 
258.  Una  masa  m cae  desde  una  aitura  / y se  adhieie  al  bloque  rfgido  sin  iebotar.  Si  la  constante  de 
xesoite  de  cada  soporte  elàstico  es  fc  determine  la  ftecuenda  natural  de  vibiacitìn  dd  sistema  (a)  sin  la 
masa  may  (b)  con  la  masa  m.  Tambien  determine  d movimiento  resultante  dd  sistema  en  d caso  (b). 

X16  Un  mazo  golpea  un  yunque  con  una  vdocidad  de  50  pies/s  (figura  2.59).  EI  mazo  y d ynnque  pesan 
12  lb  y 100  lb,  respectìvamente.  El  yunque  està  montado  sobre  cuatro  iesortes,  cada  uno  de  rigidez 
k = 100  Ib/pu  lg.  Deteimine  el  movimiento  iesultante  dd  yunque  (a)  si  d mazo  permanece  en  contacto 
con  el  yunque  y (b)  si  el  mazo  no  permanece  en  oontacto  con  el  yunque  desputìs  dd  impacto  inicial. 

2.17  Deiive  la  eipiesitìn  para  la  ftecuenda  natuial  dd  sistema  mostrado  en  la  figura  260.  Observe  que  la 
carga  W està  aplicada  en  d exbemo  de  la  viga  1 y a la  mitad  de  la  viga  2. 


204 


Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 


s 


mJ 


w 


Figura  2.57 


Figura2.58 


2.18  Una  miqnina  que  pesa  9,810  N se  e$tì  bajando  con  im  malacate  a una  velocidad  uniforme  de  2 m/s, 
El  diàmetro  del  cable  de  acero  que  soporta  la  màquina  es  de  0.01  m.  E1  malacate  se  detiene  de  repente 
cuando  1a  longitud  del  cable  de  acero  es  de  20  m.  Encuentre  el  periodo  y la  amplitud  de  la  vibracion 
resultante  de  la  màquina. 


Fìgura  2.59 
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Figura  2.60 


2.19  La  frecuencia  natnral  de  nn  $istema  de  re$orte-ma$a  es  de  2 Hz.  Cuando  $e  agrega  una  masa  adicional 
it  1 lg  a la  masa  original  m,  la  fxecuencia  natmal  se  reduce  a 1 Hz.  Encuentie  la  constante  de  resorte  k 
ylamasam. 

220  Unagrua  soporta  ud  mecanismo  de  COntrol  electrico  pOr  medio  de  un  cable  de  acero  de  4 m de  Jargo  y 
0.01  m de  diàmetro  (figum  2.6 1).  Si  el  periodo  natuiaJ  de  vibiaciòn  asiaJ  del  mecanismo  de  control  es 
dfc  0.1  s,  determine  la  masa  del  mecanismo. 

221  Qiatro  eslabones  rigidos  y un  resorte  sin  peso  estìn  dispuestos  paia  que  soporten  un  peso  W de  dos 
maneras  diferentes,  como  se  muestra  en  Ja  figura  2.62.  Deteimine  las  frecuencias  naturales  de  vibracidn 
dfc  las  dos  disposidones. 


Figtira  2.61  Fotog  raffa  cortes  fa  de  la  Institution  of  Ele  c- 
trical  Engineers  (Institudòn  de  Ingenieros  Electridstas). 
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(a)  (b)  Figura  3.62 


2.22  Se  uriliza  un  gato  de  tijera  para  levantar  una  carga  W.  Los  eslabones  del  gato  $00  ngidos  y los  col  lares 
pueden  deslizarse  libremente  sobre  la  flecba  contni  los  reSOrteS  de  rigideceS y k2(yz&  la  figora  2.63). 
Enc  ue  ntre  la  frec  uencia  natuml  de  vibiaddn  de  la  carga  en  Ja  direcddn  vertical. 


Figura  2.63 


2*23  Hay  un  peso  suspendido  por  seis  eslabones  rfgidos  y dos  resortes  de  dos  diferentes  maneras,  como  se 
muestra  en  la  figura  2.64.  Encuentre  las  fnecuencias  naturales  de  vibradòn  sobie  los  dos  conjuntos. 


(b) 


Figura  2.64 
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2*24  La  figu ia  2,65  rtiuestra  qqa  pequefia  masa  m $qjetada  por  cuatro  resortes  elàsticos  Uiiealmente,  cada 
ino  de  los  cuales  tiene  una  longitudno  alargada  / y un  nngulo  de  orientacidnde  45°  con  respecto  al  eje 
x.  Detennine  la  ecuacidn  de  movimiento  conespondiente  a pequeflos  de$p1azamiento$  de  la  masa  en  la 
dùeccitìn  x. 

2*25  Una  ma$a  m e$tà  $o$tenida  por  do$  conjunto$  de  ie$orte$  orientado$  a 30°  y 12(P  con  ie$pecto  al  eje 
xt  como  $e  muestra  en  la  figura  2,66.  Un  tercer  par  de  re$orte$5  cada  uno  con  rigidez  k3,  $e  tiene  que 
diseflarpara  que  el  $i$tema  tenga  una  fiecuencia  natural  constante,  mientras  vibrn  en  cualquier  direccidn 
x.  Deteimine  la  rigidez  nece$aria  k3  y la  orientacidnde  lo$  ie$orte$  con  ie$pecto  al  eje  X, 


2*26  Una  ma$a  m se  $ujeta  a una  cueida  sometida  a una  tensitìn  T como  $e  muestia  en  la  figum  2,67.  Supo* 
nìendo  que  T no  cambia  cuando  la  ma$a  $e  desplaza  normal  a la  cuerda  (a)  escriha  la  ecuacidn  dife- 
iencial  de  movimiento  para  vibiaciones  tran$vei$ale$  pequeflas  y (b)  encuentie  la  fiecuencia  natural  de 
vibracitìn. 

2*27  Un  saltador  con  un  peso  de  160  lb  $ujeta  un  extiemo  de  una  cueida  eltìstica  de  200  pie$  de  largo  con  rigi- 
dez  de  10  lb/pulg  a un  puente  y el  otro  extremo  a $f  mi$mo  y salta  del  puente  (figurn  2,68),  Suponiendo 
que  el  puente  e$  rigido,  determine  el  movimiento  vibiatorio  del  saltador  con  ie$pecto  a $u  posicitìn  de 
equilibrio  estàtico. 
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Figura  2.67 
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Lijngitud  nQ  alargada,  200  pies 


Figura  2*68 


2*28  Un  acrtìbata  quc  pcsa  120 1b  camina  sobre  uua  cucrda  tensa,  como  se  muestra  eu  la  figura  2t69.  Si  la  fie* 
cuencM  natural  de  vibmddn  en  la  posicitìn  dada,  en  diieccidn  vertìcal,  cs  de  10  md/$5  determine  la  tensidn 
en  la  cuerda. 

Ì29  En  la  figura  2.70  $e  mue$tra  el  diagrama  de  un  gobemador  centnfugo.  La  longitud  de  cada  varilla  e$  /5  la 
ma$a  de  cada  bola  esm,  y la  longitud  Jibre  del  re$orte  e$  h,  Si  la  velocidad  de  la  flecha  e$  w,  detennine 
la  po$icidn  de  equilibrio  y la  fiecuencia  con  pequetìas  o$cilacione$  con  respecto  a e$ta  posicidn. 

2J0  En  el  gobemador  de  Hartnell  que  $e  muestra  en  la  figura  2.71,  la  rigidez  del  resorte  e$  de  104N/m  y el 
pesodecadabolae$de25  N.Ellargodelbmandebolaesde^Gcm^yeldebmzodemangae^de  12  cm. 
ia  distaucia  entre  el  eje  de  rotacidn  y el  pivote  de  la  palanca  acodada  e$  de  16  cm.  E1  resorte  se  compri- 
me  1 cm  cuando  el  bmzo  de  bola  e$tà  en  po$icidn  vertìcal.  Encuentre  (a)  la  velocidad  del  gobemador  a 
la  cual  el  bmzo  de  bola  peimaneee  vertìcal  y (b)  la  fteeuencia  natuml  de  vibmcidn  con  desplazamiento$ 
pequeSos  con  respecto  a la  posicitìn  vertical  de  lo$  bmzos  de  bola. 


Figura  2.69 
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231  Una  plataforma  cuadmda  PQRS  y el  auto  que  està  sostcnieudo  tìeneu  una  nrnsa  combiuada  de  M.  La 
[dataforma  cudga  de  cuatro  cables  elfcticos  dcsde  un  puuto  fijo  O , como  se  indica  en  la  figuia  2,72. 
La  distancia  vertìcal  entie  el  punto  de  suspeusitìn  O y la  posicidn  de  equilibrio  horizontal  de  la  platafor- 
ma  es  h P Si  el  lado  de  la  plataforma  es  a y la  rigidez  die  cada  cable  es  k,  determine  el  periodo  de  vibmcidn 
vertìcal  de  la  plataforma. 

232  H mantìmetro  inclinado  que  se  muestrn  en  la  figuia  2.73  se  utilm  para  medir  presiòn.  Si  la  longitud 
total  del  meicurio  en  el  tubo  es  L , encuentie  una  espresitìn  paia  la  fiecuencia  natuial  de  oscilaciòn  del 
meicurio. 
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Ì33  E1  embalaje  de  250  kg  de  masa  que  cuelga  de  un  helicdptero  (figura  2.74(a))  se  puede  modelai  como  se 
muestra  en  la  figura  2.74(b),  Las  aspas  del  rotor  del  helictìptero  gimn  a 300  rpmk  Encuentre  el  diimetro 
de  los  cables  de  aoero  de  modo  que  la  frecuencia  natmal  de  vibracidn  del  embalaje  sea  al  menos  dos 
veces  la  ftecuencia  de  las  aspas  del  rotor. 
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234  H cabezaJ  de  un  recipiente  de  presido  estì  $u$pendido  por  nn  ccnjunto  de  cables  de  2 m de  largo  como 
se  mue&tra  en  la  fìgum  2.75.  El  periodo  de  vibmcitìn  axial  {en  direccidn  vertìcal)  varia  de  5 $ a 4k0825  $ 
cuando  se  agrega  una  masa  adicional  de  5000  kg  al  cabezaJ.  Determine  el  tìrea  de  seccitìn  tmnsveisal 
equivalente  de  los  cables  y la  masa  del  cabezal. 

235  Un  volante  està  montado  en  una  fledia  vertìcal,  como  $e  muestm  en  Ja  figum  2.76.  E1  diimetro  de  Ja 
flecliaesdysulaTgoes/y  esttìfija  porambosextremos.  Elpesodelvolantees  VTysumdiodegiroesr. 
Encuentre  la  ftecuencia  natuml  de  las  vibmdones  JongitudinaJ,  tmnsveisaJ  y torsionai  deJ  sistema. 


Figurn  2*7S  Fotograflta  cortesfa  de  CBI  Industries  Inc. 


\blante 


///7^7/// 


Figura  2*76 
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136  Una  torre  de  antena  de  TV  e$tà  aseguiada  por  cuatro  cables,  como  se  mueatia  en  la  figma  2,77.  Cada 
cable  estd  sometido  a tensitìn  y es  de  aceio  con  àica  de  seccitìn  tiansversal  de  0,5  pnlg2.  La  tone  de 
antena  se  puede  modelai  como  una  viga  de  aceio  de  seccitìn  cuadiada  de  1 pulg  de  lado , para  estimai  su 
masa  y rigidez.  Encuentie  la  fiecusnda  natuial  de  flexitìn  de  la  tone  con  respecto  al  eje  y. 


z 


t 


137  la figma 2,78(a) muestrauna seiial de tiànsito  de acero,  de  j pulgde  espesor,  fija a un  poste de acero.  La 
altuia  del  poste  es  de  72  pulg,  su  Seccidn  transveisal  es  de  2 pnlg  X V*  pnlg,  y es  capaz  de  iesistii  vi* 
bmcitìn  toisionaJ  (con  respecto  al  eje  z)  o vibiacitìn  de  flexitìn  (ya  sea  en  el  plano  zx  o en  el  plano  yz). 
Cfetermine  el  modo  de  vibracitìn  del  poste  en  nna  tormenta  durante  la  cual  la  velocidad  del  vieuto  tìene 
un  componente  de  fiecuenda  de  1 .25  Hz. 

Sugerencias; 

L %nore  el  peso  del  poste  cuando  encnentre  las  fiecnencias  natuiales  de  vibiadtìu. 

1 La  rigidez  toisional  de  nna  flecha  de  secdtìn  iectangulai  (vea  la  figuia  2.78(b))  es 


doude  G e$  el  mtìdulo  de  cortante. 


Probfeiras  213 


Ftgura  2.78 


3.  E1  momento  de  inercia  de  masa  de  un  bloque  rectangular  con  respecto  al  eje  OO  (vea  la  figura 
2.7  8(c))  està  dado  por 

Joo  = + k2b) 

donde  p es  la  densidad  del  bloque. 

2-38  Una  estructura  de  edificio  se  modela  por  medio  de  cuatro  columnas  de  acero  iddnticas,  cada  una  de  peso 
w,y  unpiso  ngido de peso  VV', como  semuestra en  la figura2.79.  Las columnas estdn  fijas en  ei suelo  y 
tienen  una  rigidez  a la  flexidn  de  El  cada  una.  Determine  la  ftecuenda  natuial  de  vibiacidn  horizo  ntal 
de  la  estmctura  suponiendo  que  la  conexidn  entre  el  piso  y las  columnas  es  (a)  de  pivote  como  se  mues* 
traenla  figura  2.79(a)  y (b)  fija  contra  rotacidn  como  se  muestra  en  la  figura  2.79(b).  Incluya  el  efecto 
de  los  pesas  de  las  columnas. 


Figura  2.79 
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Z39  E1  bmzo  de  ud  robot  de  sefcccidD  y colocacitìD,  qye  se  Diyestra  en  la  figura  2.S0,  sujeta  un  objeto  que 
pesa  10  lbk  Eucuentre  la  fiecuencia  natural  del  brazo  del  robot  en  la  dixeccidn  asial  pam  los  siguientes 
datos:  /j  = 12  pulg,  4 = 10  pulg,  /3  = 8 pulg;  = E3  = 107  Ib/pulg2;  £>,  = 2 pulg,  D2  = 1.5 

pulg,  D3  = 1 pulg;  = 1.75  pulg,  d2  = 1.2 5 pulg,  d3  =0.75  pulg. 


Figuta  2*80 


240*  Un  resorte  helicoidal  de  rigidez  k $e  corta  a la  mitad  y $e  conecta  una  masa  m a las  dos  mitades,  como 
se  muestia  en  la  figura  2.8 l(a).  E1  periodo  natural  de  este  sistetna  es  de  0.5  $.  Si  $e  corta  un  resorte 
iddntico  de  modo  que  una  parte  sea  de  un  cuarto  y la  otm  de  ties  cuartos  de  la  longitud  original,  y la 
masa  m se  conecta  a las  dos  partes  eomo  se  muestm  en  la  figum  2.8  l(b),  icutìl  seria  el  periodo  natuml 
del  sistema? 
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Fìgura  2.81 


241*  la  figum  2.82  muestm  un  bloque  de  metal  montado  sobre  dos  rodillos  cilmdricos  identicos  que  girnn 
ei  direcciones  opuestas  a la  misma  velocidad  angular.  Cuando  en  principio  el  centro  de  gmvedad  del 
bloque  se  desplaza  una  distancia  x,  el  bloque  asumirà  un  movimiento  armònico  simple.  Si  la  fiecuencia 
db  movimiento  del  bloque  es  (o5  determine  el  coefidente  de  fticcitìn  entre  el  bloque  y los  rodillos. 

242*  Si  dos  iesortes  idèntìcos  de  rigidez  k cada  uno  se  conectan  al  bloque  de  metal  del  problema  2.41  como 
se muestm  en  la  figum  2.83,  determine  el  coeficiente de  fiiccitìn  entre  el  bloque  y los  rodillos. 


+E1  ssteriseo  àndica  un  proto  bma  de  diseflo,  o un  pnoblema  sin  respaesta  tìnica* 
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Flgura  2.82 


243  Un  electroirnàn  que  pesa  3000  Ib  estd  en  reposo  mientras  sostiene  un  automòvil  de  2000  Lb  de  peso  en 
m depòsito  de  chatarra.  La  corriente  elòctrica  Se  intemraipe,  y el  automtìvii  cae.  Snponiendo  que  la 
grua  y el  Cflible  de  SOpOrte  tìenen  una  constante  de  resorte  equivalente  de  10,000  Ib/pnlg,  encuentre  lo 
àguiente;  (a)  la  frecuenria  natural  de  vibiaritìn  del  electroimtìn;  (b)  el  movimiento  resultante  del  elec- 
troimàn,  y (c)  la  tensitìn  mtìxima  desarrollada en  el  cable durante  el  movimiento. 

2,44  Derive  la  ecuaritìn  de  movimiento  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figuia  2.84,  cou  los  siguientes  me- 
todos:  (a)  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton;  (b)  el  principio  de  D’Alembert;  (c)  el  prinripio  de 
trabajo  viitual,  y (c)  el  prinripio  de  conseivaritìn  de  la  energra. 


i— thM 

' m 

— tut — s 

^>///^/////////9/ A/ ////////////)/. 

Fìguta  2.84 


2.45-2,46  Trace  el  diagrama  de  cuerpo  libie  y derive  la  ecuaritìn  de  movimiento  aplicando  la  segunda  ley 
del  movimiento  de  Newton  para  cada  uno  de  los  sistemas  qne  se  muestran  en  las  figmas  2.85 
y2.86. 
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Fìgura  2.85 


Figura  2.86 


247-2.4S  Derive  la  ecuaciòn  de  mo  vimiento  aplicando  el  principio  de  cgnsemcitìn  de  la  energla  paia  cada 
uno  de  los  sistemas  que  $e  muestran  en  las  figuras  2.85  y 2.86. 

249  llna  viga  de  aceio  de  1 m de  largo  soporta  una  masa  de  50  tg  en  sn  extremo  libie,  como  $e  mnes- 
tra  en  1a  figuia  2.87.  Encuentre  la  fiecuencia  natmal  de  vibmcitìn  transversal  de  la  masa  modeltìn- 
dola  como  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad. 


Seecitìn  transversal,5  cm  X 5cra 


Masa*  50  tg 


-Ok&ih- 


— 0.2  m 


Figura  2*87 


2J50  Una  viga  de  acerù  de  I m de  largo  SOpOrta  nna  nmsa  de  50  tg  en  $u  extremo  Ubre,  como  Se 
rnuestra  en  la  figuia  2k88.  Eucnentre  la  tTecuencia  natuial  de  vibracidn  tramversaJ  del  sistema 
mcde  landolo  como  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad. 
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Seccido  transversal,  5 cm  X 5 cm 

Z 

1%F~ 


Masa.50  kg 


0,8  m 


— 5 02  m — H 


Flgura  2.88 


251  Detemiiiie  el  desplazamiento,  la  velocidad  y la  aceleraddnde  la  masa  de  nn  sistema  de  iesorte-masa  con 
k = 500  N/m,  m =2  kg,  *0  =0.1  m y i0  = 5 m/$, 

2J2  Determine  el  desplazamiento  ù)3  velocidad  (i)  y aceleiacidn  (i)  de  nn  sistema  de  iesorte-masa  con 
<an  = 10  iad/s  con  las  condiciones  iniciales  = 0.05  myi0=  1 m/$.  Trace  x(t),  i(f),  y i(f)  de  / = 0 
a5  $. 

2-53  Se  observa  qne  la  iespnesta  de  vibiacidn  libre  de  nn  sistema  de  iesorte-masa  tiene  nna  ftecnencia  de 
2 radVs,  una  amplitud  de  10  mm  y nn  de&plazamiento  de  fase  de  1 rad  a partir  de  / = 0.  Determine  las 
condiciones  iniciales  que  iniciaron  la  vibiacitìn  libie.  Siqmnga  la  ielacidn  de  amortiguamiento  del  sis- 
temacomo  0.1. 

2J54  Se  determina  qne  la  ftecnencia  natmal  de  un  antomdvil  es  de  20  iad/s  sin  pasajeros  y de  17.32  rad/$  con 
pasajeros  de  500  kg  de  masa.  Encnentie  la  masa  y rigidez  del  antomdvil  tmttindolas  como  nn  sistema  de 
ui  solo  gmdo  de  libertad. 

2*55  Un  sistema  de  iesoite-masa  con  masa  de  2 kg  y rigidez  de  3200  N/m  tiene  un  desplazamiento  inicial 
de  *0  = 0.  ^CnSl  es  la  veloddad  inicial  m&cimaqne  sepnede  impartir  a la  masa  sin  qne  la  amplitud  de 
vibiaddn  libie  exceda  nn  valor  de  0. 1 m? 


256  Un  iesorte  helicoidal,  hecho  de  alambie  mnsical  de  ditimetro  d,  tiene  nn  ditimetro  de  espira  medio  (D) 
0.5625  pnlg  y Afespiras  (vneltas)  activas.  Sn  ftecuencia  de  vibiacidn  (f)  es  de  193  Hz  y $n  tasa  k 
es  de  26.4  lb/pulg.  Determine  el  didmetro  d del  alambie  y la  cantidad  de  espiras  suponiendo  qne  el 
mddulo  de  cortante G es  de  1 1 .5  X 10^ lb/pnlg2 y la densidad  de  peso  p es  de  0,282  lb/pulg3.  La  tasa  de 
lesorte  (k)y  la  ftecnenda  (flesttin  dadas  por 


k = 


d4G 

8 D*n’ 


f 


1 /M 

2 V W 


donde  W es  el  peso  del  iesorte  helicoidal  y g es  la  aceleiacidn  de  la  giavedad. 


257  Resnelva  el  problema 2.56  si  el  material  del  resorte helicoidal $e cambia de alambie mnsical  a alnminio 
con  G = 4 X 106  Ib/pulg2  y p =0.1  lb/pulg3. 

258  Se  ntiliza  nna  viga  de  acero  en  voladizo  pma  soportar  una  màquina  en  $n  extiemo  libie.  Pma  ahonar 
peso,  se  propone  ieemplazar  la  viga  de  acero  por  nna  de  aluminio  de  dimensiones  iddnticas.  Determine 
el  cambio  espeiado  de  la  ftecuencia  natmal  del  sistema  viga-mtiquina. 


259  Un  banil  de  petrdleo  de  1 m de  ditimetro  y masa  de  500  kg  flota  en  nn  baflo  deaguasaladade  densidad 
pu  = 1050  kg/m3,  Consideiando  desplazamientos peqnefios  del  banil  en  la  diieccidn  vertical  (x) deter* 
irrine  la  fiecnenda  natmal  de  vibiacidn  del  sistema. 


La  ecuacidn  de  movimiento  de  un  sistema  de  resorte-masa  es  (nnidades:  sistema  SI) 


500'i  + 1000 


= 0 


260 
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a*  rfetermine  la  po$icitìn  de  eqnilibrio  estàtìco  del  $i$tema. 

b,  Ifcrive  Ja  ecnaciòn  lineaiizada  de  moviiniento  para  deaplazamientos  peqnefioa  (x)  con  reapecto  a la 
posicitìn  de  equilibrio  estàtìco. 

c*  Bicuentre  la  ftecnencia  natmal  de  vibracidn  del  sistema  p&ra  desplazamientos  pequefios. 

dL  Bicnentre  la  ftecnencia  natmal  de  vibracidn  del  sistema  para  despJazamientos  peqnefios  cuando  la 
masa  es  detìOO  (en  lugar  de  500). 

2,61  Ctìando  se  aplican  Jos  fienos  a nn  veJifcnlo  qne  viaja  a una  velocidad  de  J00  lcm/boia  se  prodnce 
una  desaeeleracitìn  de  JO  m/s2.  Determine  eJ  tìempo  iequerido  y la  distancia  ieconida  antes  de  qne  eJ 
vehfcuio  se  detenga  por  compieto. 

262  Un  poste  ciiindrico  bueco  se  suelda  a nna  sefiai  de  trinsito  rectangular  de  acero  como  se  muestra  en  la 
fignra  2.89  con  ios  signientes  datos: 

Dimensiones;  / = 2 m,  = 0.050  m,  = 0.045  m,  b = 0,7 5 m,  d = 0.40  m,  t = 0.005  m;  propiedades 
dei  materiaJ:  p( peso  especffico)  = 7tì.50  JcN/m3,  E =207  GPa,  G = 79.3  GPa 

Encnentre  las  frecuencias  naturaJes  dei  sistema  en  vibracidn  transversaJ  en  Jos  planos  yz  y xz  conside- 
rando  las  masas  deJ  poste  y la  sefiai. 

Sugerencìa:  Consideie  el  poste  como  nna  viga  en  voladizo  snjeta  a vibracitìn  transversal  en  ei  pJano 
apiopiado. 

263  Eesneiva  ei  probiema  2.62  con  un  cambio  de  materiai  de  acero  a bronce  tanto  para  ei  poste  como  para 
la  sefiai.  Propiedades  del  bronce:  p (peso  especffico)  = 80,  i ltN/m3,  E = 1 1 1.0  GPa,  G = 41 .4  GPa, 


Secciòn  2.3  Vibraciòn  libre  de  un  sisterrra  torslonaE  no  amortiguado 

264  Un  pdndulo  simple  se  hace  osciJar  a partir  de  su  posicidn  de  ieposo  al  impartirle  nna  veloddad  angn- 
lar  de  1 rad/s.  Gsciia  con  nna  amplitud  de  0.5  rad.  Determine  la  fiecuenda  natural  y la  longitud  del 
ptìndnlo. 


Sefialde 

trànsito 


Figura  2.89 
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Ì65  tbia  polea  de  250  mm  de  diàmetro  imputsa  wna  segimda  polea  de  1000  mm  de  diàmetro  por  medio  de 
m banda  (vea  la  figum  2.90),  E1  momento  de  inereia  de  la  polea  impulsada  es  de  0.2  kg-m2.  La  banda 
ìjjc  conecta  estas  poleas  està  representada  por  dos  iesortes  cada  uno  de  rigidez  L ;Con  qud  valor  de  k 
seri  la  fteeuencia  natrnal  de  6 Hz? 

Ì66  Derive  una  expresitìn  para  la  fiecuencia  natural  del  pdudulo  simple  que  se  muestra  en  la  figuia  1.10,  De- 
lermme  el  periodo  de  oscilacidn  de  un  pendulo  simple  de  masa  m = 5 kg  y longitud  / = 0.5  m. 

2>67  Ikia  masa  tn  se  fija  en  el  extremo  de  una  barra  de  masa  insignificante  y se  hace  que  vibre  en  tres  dife- 
ientes  configumciones,  como  se  indica  en  la  figum  2.9 1 . Deteimine  la  confìgumddn  conespondiente  a 
la  ftecuencia  natuml  màs  alta, 

2*68  La  figum  2.92  muestm  una  nave  espadal  con  cuatro  paneles  solaies.  Cada  panel  es  de  5 pies  X 3 pies 
X 1 piecon  densidaddepeso de  0.1  lb/pulg3y  estS conectado  al  cueipo  de  la  nave  por  medio  de  barras 
de  aluminio  de  12  pulg  de  longitud y 1 pulg  de  diàmetio.  Suponiendo  que  el  cuerpo  de  la  nave  es  muy 
gmnde  (rigido),  determine  la  ftecuencia  natuml  de  vibmdòn  de  cada  panel  con  iespecto  al  eje  de  la 
barm  de  aJ  uminio  de  conexidn . 

2*69  Se  quita  una  de  las  aspas  de  un  ventilador  eldctrioo  (como  $e  muestm  mediante  lmeas  punteadas  en  la 
figum  2.93).  La  flecha  de  acero , sobie  la  cual  estàn  montadas  las  aspas,  equivale  a una  flecha  unifoime 
de  1 pulgdediàmetroyfipulgdelargo.Cadaaspasepuedemodelaicomounavarilladelgadauniformede 
2 lb  de  pe$o  y 12  pulg  de  largo.  Determine  la  ftecuencia  de  vibmddn  de  las  tres  aspas  iestantes  con 
icspecto  alejey. 


Rgura  2*90  (Foto  cortesfci  de  Reliance  Electric  Company). 
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170  Ed  el  extremo  de  una  flecha  hyeca  dc  do$  capa$  de  2 m de  laigo  (figma  2.94)  se  fija  ao  pesado  anillo 
db  momento  de  inereia  de  1.0  kg-m2.  Si  las  dos  capas  de  la  flecha  son  de  acero  y laton,  deteimme  el 
peiiodo  de  vibmdon  toisionai  del  anillo. 


171  Eacaentre  la  fiecnencia  natuial  del  pèndnlo  moshado  en  la  figma  2.95  cuando  la  masa  de  !a  bana  de 
ounexiòn  no  es  insignificante  compaiada  con  la  masa  de  la  lenteja  del  pèndnlo. 


Figura  2.95 


172  Una  flecha  de  acero  de  0.05m  de  diàmetio  y 2 m de  laigo  se  fija  poi  nn  extiemo  y en  el  otro  Ueva  nn 
disco  de  acero  de  1 m de  diàmetro  y 0. 1 m de  espesoi,  como  se  muestra  en  la  figma  2. 14.  Encuentre  la 
frecuencia  natrnal  del  sistema  de  vibmcitìn  torsional. 

173  Una  bana  nnifonne  de  masa  m y longitud  / esta  conectada  a la  bisagia  en  el  pnnto  A y a cnatro  resortes 
lineales  y a nn  resorte  toisional,  como  se  mnestia  en  la  fignia  2.96.  Detennine  la  ftecnencia  natmal  del 
sistema  si  Jt  = 2000  N/m,  = 1000  N-mAad,  m = 10  kg,  y/  = 5m, 

174  Un  cilindro  de  masa  m y momento  de  inercia  de  masa  rueda  libremente  sin  deslizaise  peio  està  ies- 
tringido  poi  dos  iesoites  de  rigideces  k\  y k^ , como  se  mnestra  en  la  figma  2.97.  Encnentie  sn  fiecnencia 
natmal  de  vibmcitìn,  asi  como  el  valoi  de  aqne  maximiza  la  fiecnenda  natmal  de  vibiacitìn. 


;\\x 
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k k 


2.75  Si  el penditlo  del  pioblema 2.66  se coloca en  ufl  cohete  que  Se  moeve verticfllmeflte COn  ona acelemcitìn 
de  5 m/s2,  icoài  serà  so  periodo  de  oscilacitìn? 

2.76  Encoentre  la  ecuacitìn  de  mo vimiento  de  la  barra  rigida  uniforme  OA  de  longitud  / y masa  m de  la  figura 
2.98.  Encuentre  tambien  su  frecuencia  natural, 


2,77  Un  disco  circular  uniforme  gira  alrededor  del  punto  O,  como  se  muestra  en  la  figora  2.99.  Encuentre  la 
frecuencia  natural  del  sistema,  asf  como  su  frecuencia  mtìxima  al  variar  el  valor  de  b. 


Figura  2.99 
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178  Derive  la  etuatitìn  de  mo vimieato  del  siatema  mostiado  ea  la  figuia  2. 100,  tou  los  siguientea  mtìtodos: 
(a)  la  seguuda  ley  del  movimieuto  de  Newtou;  (b)  el  priucipio  de  D'Alembert,  y (t)  el  priucipio  de 
trabajo  virtual. 


Figura  2-100 


179  Eutueutie  la  fietueutia  uatural  del  sistema  de  seflal  de  transito  destrito  en  el  problema  2.62  eu  vibrn- 
dtìn  torsioual  con  respetto  al  eje  z oonsideraudo  las  masas  tanto  del  poste  como  de  la  sefial. 
SugermcUt : la  rigjdez  de  iesorie  del  poste  en  vibracitìn  torsioual  con  iespetto  al  eje  z esttì  dada  poi 

kt  = ~^j~(rt  ~ rt)' momeuto de iuercia de masa de la seiialtou iespetto  al eje zestà dado  por 

/o  = 12  m°^3  + ^dondemoeslamasadelasefial. 

180  Resuelva  el  problmm  2.79  cambiando  d material  de  acero  a brouce  tauto  para  el  poste  como  paia  la 
seiial.  Pmpiedades  del  brouce:  p (peso  esj>ecifito)  = 80. 1 kN/m3 , E = 1 1 1 .0  GPa,  G =41.4  GPa. 


181  Una  masami  se  fija  eu  uu  extremo  de  uua  barra  uniforme  de  masa  m^cuyo  otro  extremo  gira  alrededor 
del  puuto  O como  se  muestia  eu  la  figura  2. 101 . Determiue  la  fiecueucia  uatuial  de  vibracitìn  dd  ptìn- 
dulo  resultante  paia  pequenos  desplazamieutos  augulaies. 

182  En  la  figuia  2. 102  se  muestra  el  movimiento  angular  dd  antebiazo  de  una  mauo  humaua  que  sostiene 
una  masa  mo.  Duiante  d movimieuto  se  puede  considemr  que  d autebiazo  gùa  aliededor  de  la  artìtu- 
ladtìu  (pivote)  O con  las  fuerzas  musculaies  moddadas  eu  la  forma  de  una  fuerza  geueiada  por  d 
triceps  (c\x)  y una  tuerza  genemda  por  d bfceps  (-Cjfl) donde  t|  y c2 son  coustantes  y x es  la  vdoti- 
dad  con  la  cual  d triteps  se  alarga  (o  contme).  Repieseutaudo  d autebrazo  como  una  brnra  uniforme 
de  masa  m y largo  /,  derive  la  etuacitìu  de  movimieuto  dd  antebmzo  para  pequeflos  desplazamientos 
angularesd.  Eucuentre  tambien  la  frecueucia  natuml  del  antebrazo. 


Figura  1101 
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secctòn  2.4  Respuesta  de  sistemas  de  primer  orden  y constante  de  tlempo 

Z83  Eacuentre  la  re$pue$ta  de  vibracitìn  libre y la  con$tantie  de  tìcmpo  en  lo$  casos  en  qqe  sea  aplicable,  de 
sistemas  regidos  por  las  siguientes  ecnaciones  de  movimiento: 

a.  10 Oif  + 20i/  = 0,  v(0)  = v(t  = 0)  = 10 

b.  \00i>  + 2Qv  = 10,  v(0)  = v(t  = 0)  = 10 
C*  100v  - 2Qv  = 0,  v(Q)  = v(t  = 0)  = 10 
(L  500w  + 50w  = 0,  w(0)  = to(t  = 0)  = 0.5 


Sagerencia:  La  constante  de  tìempo  tambitìn  se  define  como  el  valor  de  tìempo  al  cual  la  iespuesta 
gradual  de  un  sistema  se  elevaa  63.2%  (100h0%  - 36,8%)  de  su  valor  final. 

2w84  lAi  amortìguador  viscoso,  con  constante  de  amortiguacitìn  c , y un  resorte,  con  rigidez  k , se  conectan 
a una  barrn  sin  masa  AB  como  se  muestm  en  la  figura  2.103.  La  barm  AB  se  desplaza  una  distancia  de 
x = 0. 1 m cuando  se  aptìca  una  fuerza  constante  F = 500  N,  La  fuerza  aptìcada  jF  se  tìbem  entouces 
^ruptamente  de  su  posicitìn  desplazada  Si  el  desplazamiento  de  la  barm  AB  se  ieduce  con  respecto 
a su  valor  inicial de 0. 1 m en  el  instante / = 0a 0,01  m en  el  instante  t = 10,  encuentie los  valoies de 
cyk. 

2.85  la  ecuacitìn  de  movimiento  de  nn  cobete,  de  masa  m3  qne  se  eleva  vertìcalmente  bajo  un  empuje  F y 
iesistencia  o arrastre  del  aiie  D es 


mù  = F — D — mg 


Problevms  225 


c 



Au 

1 

_U 

/ 

? 

T 

k 

/ 

/ 

5 

F=  500  N 


x 


Figura  2.103 


Si  m = 1000  kg,  F = 50,000  N,  D = 2000  v y g =9.81  tn/$2,  encuentre  la  vaiiacitìn  coa  cl  tìettipo  de 

dx(t) 

la  veloddad  del  oohjete,  v(t)  = ^ , utilizando  la$  condicione$  inidale$  x(0)  = 0 y t<0)  = 0,  donde 

x{t)tt  la  distancia  reconida por  el  cohete  en  d tìetnpo 


seociòn  2.5  Mòtodo  de  ta  enor^fa  de  Rayieigh 

2*86  Detennine  d dccto  dd  propio  peso  en  la  frecuencia  natural  de  vibmdtìn  de  la  viga  doblemente  artìcn- 
lada  mostiada  en  la  figura  2. 104, 


Viga  u nifor  me , 


M 

m 

rigidezftexional  = 
peso  total  = mg> 

/ 

I 

^ 

2 

r 1 i 

Figura  2.104 


2*87  Siga  d metodo  dc  Rayldgh  para  iesolver  d problema  2.7. 

2*88  Siga  d metodo  de  Rayldgh  paia  ie$olver  d problema  2. 13. 

2*89  Encuentie  la  fiecuencia  natural  del  $i$tema  que  $e  mue$tia  en  la  figuia  2.54. 

2.90  Siga  d mtìtodo  de  Rayldgh  paia  ie$olver  el  probletna  2.26. 

2*91  Siga  d metodo  de  Rayldgh  para  ie$olver  d problema  2.73. 

2*92  Siga  d metodo  de  Rayldgh  paia  ie$olver  d problema  2.76. 

2*93  En  principio,  un  pri$ma  iectangular  de  madeia  de  densidad  pu,  alturn  k y secdtìn  tran$vei$aJ  a X b 
$e  $umerge  en  una  tìna  de  acdte  y $e  hace  que  vibre  libremente  en  la  direcdtìn  vertical  (vea  la  figma 
2.105). 

Siga  d mtìtodo  de  Rayleigh  paia  determinar  la  ftecuencia  natuial  de  vibradtìn  dd  pri$tna.  Suponga  que 
la  densidad  dd  acdte  e$  Si  d prisma  rectangular  e$  reemplnzado  por  un  cilindro  circular  uniforme 
de  mdio  rt  altura  k y densidad  icambiarii  la  ftecuencia  natural? 

2*94  U$e  el  mtìtodo  de energia  para  determinar  la  ftecuencia  natuial  dd  $i$tema  mo$trado  en  la  figma  2.97. 

2*95  U$e  el  mtìtodo  de energfa  para  determinar  la  ftecuencia  natuial  dd  $i$tema  mostmdo  en  la  figma  2,85. 
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Flguta  2.105 


2.96  Un  dJindro  de  masa  m y momento  de  inercùi  de  masa  j'esta  ajnectadoa  un  resorte  de  rigidez  k y rueda 
sobre  una  superfirìe  àspera  como  se  muestra  en  la  figura  2.106.  Si  el  desplazamientos  traslarìonal  y 
angulai  del  cilindio  son  x y 6 con  respecto  a su  posirìdn  de  equilibrio,  deteimine  lo  siguiente: 

a-  la  ecuarìdn  de  movimiento  del  sLstema  para  pequenos  desplazamientos  en  fimcidn  de  x por  medio 
del  mdtodo  de  energia. 

b.  Ia  ecuarìdn  de  movimiento  del  sistema  pora  pequefios  desplazamientos  en  fimrìdn  de  0 por  medio 
del  mdtodo  de  energia. 

c.  Bacuentre  las  fiecuenrìas  natnrales  del  sistema  por  medio  de  la  ecuarìdn  de  movimiento  derivada  en 
las  partes  (a)  y (b).  £Son  iguales  las  fiecuenrìas  naturales  resultantes? 


Secciòn  2.6  vibraclòn  libre  con  amortiguamiento  viscoso 

2.97  Un  pendulo  simpte  vibra  a una  fiecuenrìa  de  0.5  Hz  en  el  vacio  y a 0.45  Hz  en  un  fluido  viscoso.  De- 
termine  la  constante  de  amortiguamiento,  suponiendo  qne  la  masa  de  la  lenteja  del  pdndulo  es  de  1 kg. 

2.98  La  rolarìdn  de  amplitudes  sucesivas  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  viscosamente  amorti- 
gnado  es  de  1 8: 1 . Determine  la  relarìdn  de  amplitudes  sucesivas  si  la  canddad  de  amortiguamiento  se 
(a)  dupJica,  y (b)  se  reduce  a la  mitad. 

2.99  Suponiendo  que  el  Sngulo  de  fase  es  cero,  demuestre  que  la  respuesta  j<f)de  un  sistema  de  un  solo  grado 
de  libeitad  subamortiguado  alcanza  un  valor  mlximo  cuando 


sen  ò>dr  - Vl  - 


y un  valor  mfiìimo  cuando 


sen  ùijf  = -Vl  - 
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Demuestre  tambien  que  la$  ecuadonjes  de  las  cmvas  que  pa&au  por  lo$  valores  màximo  y muiimo  de  jt(0 
son5  respectivamente 

x = Vl  - Cxe-^X 


y 

x = - Vl  - i2xe~^' 

ilOO  Derive  nna  expresiòn  pam  el  tiempo  en  qne  la  re$pne$ta  de  un  $i$tema  criticamente  amortiguado  alcance 
su  valor  mtiximo.  Tambi£n  determine  la  expre$itìn  para  la  re$pue$ta  màxima. 

2*101  Se  va  a disefiar  uu  amoitiguador  para  limitar  $u  alargamiento  de  màs  a 15%  de  $u  de&plazamiento  inicial 
cuando  $e  deja  libie.  Encuentre  la  ielacidn  de  amortiguamiento  £0iequerida.  ^Cudl  seiti  el  alargamiento 
de  màs  $i  £ sehace  igual  a (a)  |f0  y ;j£0? 

2.102  La$  ie$pue$ta$  de  vibraciòn  libre  de  un  motor  electrico  de  500  N de  pe$0  montado  en  cimentnciones 
diferentes  $e  muestran  oì  la$  figuia$  2J07(a)  y (b).  Identifique  lo  siguiente  cn  cada  ca$o;  (i)  la  natu- 
raleza  del  amortiguamiento  provisto  por  la  cimentacidn,  (ii)  la  constante  de  iesorte  y el  coeficiente  de 
amortiguamiento  de  la  cimentaciòn , e (iii)  la$  fiecueucia$  naturales  no  amortiguada  y amortiguada  del 
motor  eMctrico. 


x(t\  mm 


ftseg 


fNseg 


Figura  2.107 


2.103  Ptira  un  sistema  de  iesorte-masa-amoitiguador,  m = 50  tg  y k = 5 000  N/m,  Encuentre  lo  siguiente:  (a) 
constante  de  amortiguamiento  critico,  ec;  (b)  ftecuencia  natuial  amortiguada,  cuando  c = cJX  y (c) 
deaemento  logaritmico. 

2.104  Ud  carro  de  fenocarril  de  2000  kg  de  masa  que  viaja  a una  velocidad  v = 10  m/$  e$  detenido  al  final 
del  carril  por  un  $i$tema  de  resorte-amortiguador,  como  se  muestra  en  la  figuia  2. 108,  Si  la  rigidez  del 
resorte  e$  k = 80  N/mm  y la  constante  de  amortiguamiento  e$  c = 20  N-s/mm,  determine  (a)  el  despla- 
aamiento  mtiximo  del  cano  despuòs  de  que  choca  con  lo$  resortes  y el  amortiguador,  y (b)  el  tiempo 
lequerido  para  que  alcance  un  desplazamiento  mtiximo. 
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Flgura  2.108 


2105  Un  ptìndulo  toisional  tiene  una  frecuencia  natural  de  200  ciclosAnin  cuando  vibra  en  el  vadb.  El  mo- 
ttiento  de  inercia  de  masa  del  disco  es  de  0k2  kg-m2,  Luego  se  sumeige  en  aceite  y se  ve  que  su  fre- 
cuencia  natural  es  de  1 80  ciclosAnin.  Deteimine  la  constante  de  amortiguamiento,  Si  cuando  el  disco  se 
coloca  en  aceite,  se hace  qne  se  desplace  2°,  encuentre  $u  desplazamiento  al  fìnal  del  primer  ciclo. 

2106  Un  chico  montado  en  una  bicicleta  se  pnede  modelai  como  un  sistema  de  iesoite-masa-amortiguadoi 
cou  un  peso,  rigidez  y coustante  de  amortiguamiento  equivalentes  de  800  N,  50,000  N/m  y 1000  N-s/m, 
lespectivamente.  La  colocacidn  diferencial  de  los  bloques  de  concreto  en  la  cairetera  hace  que  el  nivel 
de  la  snperficie  se  iednzca  de  iepente,  como  se  indica  en  la  figma  2. 109.  Si  la  velocidad  de  la  bicicleta 
es  de  5 m/$  (18  km/h),  deteimine  el  desplazamiento  del  chico  en  la  diieccitìn  vertìcal.  Suponga  que  la 
bicideta  no  vibra  en  la  diieceitìn  vertical  antes  de  encontrarse  con  el  desnivel  en  el  desplazamiento 
veitical. 

2107  Un  prisma  iectangular  de  madera  de  20  lb  de  peso,  3 pies  de  altura  y seccitìn  tmnsversal  de  1 pie  X 2 
pies  flota  y permanece  vertical  en  una  tina  de  aceite.  Se  puede  suponei  que  la  iesistencia  fiiccional  del 
aceite  eqnivale  a un  coefìciente  de  amoitiguamiento  viscoso  £ . Cuando  el  prisma  se  sumeige  una  distan- 
da  de  6 pulg  con  iespecto  a su  posicitìn  de  equilibrio  y se  suelta,  se  ve  que  llega  a una  profìmdidad  de 
5.5  pulg  al  final  de  su  primer  cirio  de  oscilacitìn.  Deteimine  el  valoi  del  coeficiente  de  amoitìgnamiento 
del  aceite. 


Flguva  2.109 


2108  Un  cuerpo  vibmtorio  cou  amortìguamiento  viscoso  iealiza  cinco  oscilariones  completas  por  segundo 
y en  50  ririos  su  amplitud  disminuye  a 10  poi  riento.  Deteimine  el  decremento  logaiftmico  y la  ielaritìn 
cfe  amoitìgnamiento.  ^En  qutì  pioporcitìu  se  reduciià  el  periodo  de  vibiacidu  si  se  suprime  el  amorti- 
guamiento? 
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2.109  La  distaixàa  de  retroceso  mixima  permisible  de  un  canòn  se  cspecifica  oomo  0.5  m.  Si  la  veloci- 
dad  de  retroceso  iniciai  debe  $er  de  entie  S m/$  y 1 0 m/$,  deterraine  la  masa  del  cafltìn  y la  rigidez 
del  mecani$mo  de  retroceso.  Snponga  qne  se  ntiliza  nn  amortiguador  hidrànlico  crftìcamente 
amortìgnado  en  el  mecanismo  de  retroceso  y que  la  masa  del  cafiòn  tiene  qne  ser  al  menos  de 
500  kg. 

2.110  Un  sistema  viscosamente  amortignado  tìene  nna  rigidez  de  5000  N/m,  una  constante  de  amortì- 
gnamiento  crftico  de  0.2  N-$/mm  y un  decremento  logarftmico  de  2.0.  Si  al  $i$tema  se  le  imparte 
una  velocidad  inicial  de  1 m/$,  determine  el  desplazamiento  màximo  del  sistema. 

2.111  Expiiqne  por  què  nn  $i$tema  sobieamortignado  nunca  pa$a  por  la  posidòn  de  eqnilibrio  e$tàtico 
cuando  se  le  imparte  stìlo  nn  desplazamiento  inicial  y 0*)  sdlo  una  velocidad  inicial. 

2.112-2*114  Derive  la  ecuacidn  de  movimiento  y determine  la  ftecnencia  natural  de  vibmciòn  de  cada  uno  de 
los  sistemas  mostrados  en  las  figmas  2. 1 10  a 2. 1 12. 

2*115-2*117  Utilizando  el  principio  de  trabajo  virtnal,  derive  la  ecnaciòn  de  movimiento  de  cada  nno  de  lo$ 
sistemas  que  se  muestianen  las  figmas  2.1 10  a 2.1 12. 


OlindiOt  masa  m 


Rodamiento  puro 


Flgura  2.1 10 


Fìgura  2.112 
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2.118  Un  prisma  rectnngular  dc  madcra  de  seccitìn  transversal  dc  40  cm  X 60  cm,  altura  dc  120  cm  y 
masa  dc  40  tg5  flota  en  nn  fluido  como  sc  mnestrn  en  la  fignra  2. 105,  Cuando  sc  lc  peiturba,  sc 
obscrva  qne  vibm  libremente  con  un  periodo  natuial  de  0 .5  $.  Detennine  la  densidad  del  fluido. 

1119  El  sistema  que  se  muestm  en  la  figura  2, 1 13  tiene  una  frecuencia  natural  de  5 Hz  con  los  siguien- 
tes  datos;  m = 10  kg,  = 5 kg-m2,  r}  = 10  cm,  r2  =25  cm.  Cuando  el  sistema  experimenta  nn 
desplazamiento  inicial,  la  amplitud  de  vibracion  libie  se  ieduce  en  80  por  ciento  en  10  ciclos. 
I>etermine  lo$  valoies  de  k y c. 


'j x(t) 


Figura  2.113 


1120  H rotor  de  nn  indicador  de  caràtula  e$tà  conedado  a un  resorte  torsional  y a un  amortiguador  toisional 
viscoso  para  formar  un  sistema  toisional  de  un  solo  giado  de  libertad.  La  escaJa  està  graduada  en  divi- 
sìones  iguales,  y la  posicidn  de  eqnilibrio  del  rotor  cone$ponde  a cero  en  la  e$cala,  Cuando  $e  aplica  un 
jar  de  torsidn  de  2 X 10-3  N-m,  el  desplazamiento  angnlar  delrotor  esdeSO^y  laagujasefiala  80  divi- 
riun&s  en  la  escaJa.  Cuando  se  libera  el  rotor  en  e$ta po$icidn , la  agnja  osciJa  primero  a -20  divi$ione$ 

m segundo  y luego  a 5 divi$ioue$ en  otro  segundo.  Encuentre  (a)  el momento  de  inercia de  masa  del 
iotor;  (b)  el  periodo  naturaJ  no  amortignado  del  rotor;  (c)  la  constante  de  amortìguamiento  toisional,  y 
(d)  la  rigidez  de  iesoite  torsional. 

1121  Determine  los  valores  de  f d e^  para  Jos  siguientes  $i$tema$  vi$cosamente  amoitìguados: 

a.  m = 10  kg,  c = 150  N-s/m,  k = 1000  N/m 

b.  m = 10  kg,  c = 200  N-s/m,  k = 1000  N/m 

C*  m = 10  kg,  C = 250  N-s/m,  k = 1000  N/m 

1122  Determine  la  respuesta  de  vibiacitìn  libie  de  los  sistemas  viscosamente  amortìgnados  descritos  en  el 

pcblema  2.121  cuand0jc0  =0.1  my  jÌq  = lOm/s. 

1123  Ebtermine  la  respuesta  de  vibraciòn  libre  durante  un  ciclo  de  mo vimiento  armònico  simple  dado  por 

= 0.2  sen  ùj/  m por  un  sistema  de  un  solo  grado  de  Jibertad  viscosamente  amortìgnado  oon  los 
siguiente$  paràmetros: 

a.  m = 10  kg,  c = 50  N-s/m,  k = 1000  N/m 
k m = 10  kg,  c = 150  N-s/m,  k = 1000  N/m 

1124  La  ecuaciòn  de  movimieuto  de  un  sistema  de  resorte-masa-amortiguador,  con  un  resorte  endurecido, 
està  dada  por  (en  unidades  SI) 

lOOjc  + 500i  + IOjOOOjt  + 400JC3  = 0 
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a*  Determine  la  posiritìti  de  equilibrio  estàtico  del  sistema. 

b+  Derive  Ja  ecuacidn  de  movimiento  linealizada  para  desplazamientos  pequefios  (x)  con  respecto  a Ja 
posiritìn  de  eqmlibrio  estàtico. 

c*  Bicuentie  la  frecuenria  natuial  de  vibiaritìn  del  sistema  para  desplazamientos  pequefios. 

2.125  La  ecuaritìn  de  movimiento  de  un  sistema  de  resorte-masa-amortìguadoi,  con  un  resorte  blando,  es  (en 
unidades  SI) 

100*  + 500*  + 10,000*  - 400*3  = 0 


a.  Determine  la  posiritìn  de  equilibrio  del  sistema  estàtìco  del  sistema. 

Iterive  la  ecuaritìn  de  movimiento  linealizada  paia  desplazamientos  pequefios  (x)  con  respecto  a Ja 
posicitìn  de  equiiibrio  estàtìco. 

c*  Determine  la  fiecuenria  natuial  de  vibiaritìn  del  sistema  para  despJazamientos  pequefios. 

X126  E1  indicadoi  de  aguja  de  un  instiumento  electitìnico  està  conectado  a un  amoitìguadoi  toisionaJ  visco- 
so  y a un  resoite  toisional.  Si  la  ineiria  iotarional  del  indicadoi  de  aguja  con  respecto  a su  pivote  es 
25  kg-m2  y la  constante  del  resoite  toisional  es  de  100  N-m/iad,  deteimine  la  constante  de  amoitìgua- 
miento  del  amortìguadoi  torsional  paia  que  el  instmmento  esttì  critìcamente  amoitìguado. 

1127  Encuentre  las  respuestas  de  los  sistemas  legidos  poi  las  siguientes  ecuariones  de  movimiento  con  las 
condiriones  iniriaJes  »0)  = 0,  ir(0)  = 1; 


a*  23c  + + I6x  = 0 

b,  3x  + \2x  + 9x  = 0 
c*2x  + %x  + Sx  = 0 

1128  Encuentie  las  iespuestas  de  los  sistemas  legidos  poi  las  siguientes  ecuariones  de  movimiento  con  las 
condiriones  iniriales  »0)  = 0,  i-(Q)  = 0: 


sl  23f  + Sir  + 16*  = 0 

b.  33f  + I2j  + 9*  = 0 

c,  2 x + Zx  + %x  = 0 

1129  Encuentie  las  iespuestas  de  los  sistemas  iegidos  poi  las  siguientes  ecuariones  de  movimiento  con  las 
condicionesinicialesjriP)  = 1,  x(0)  = -1: 


a~  23f  + Sir  + Ì6x  = 0 
b.  33f  + J2i  + 9jc  = 0 
c;23f  + 8ir  + 8jr  = 0 

1130  Un  sistema  de  iesoite-masa  vibia  con  una  fiecuencia  de  120  riclos  poi  minuto  en  aire  y con  una  fre- 
cuenria  de  100  riclos  poi  minuto  en  un  Jfquido.  Encuentre  Ja  constante  de  resoite  fc  la  constante  de 
amoitiguamiento  c y la  ielaritìn  de  amoitìguamiento  £ cuando  vibrn  en  el  llquido.  Consideie  m = 10  kgt 

1131  Encuentie  la  fiecuenria  de  osrilaritìn  y la  constante  de  tìempo  paia  los  sistemas  iegidos  poi  las  siguien- 
tes  ecuariones: 

x + 2x  + 9x  = Q 

b.  jf  + 8i  + 9*  = 0 

c,  3f  + 6x  + 9x  = 0 
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2,132  EL  rtiomento  de  inerda  de  masa  de  vm  euerpo  de  revolucidn  de  foima  no  homogdnea  y/o  compleja  COn 
icspecto  al  eje  de  rotacidn  se  determina,  si  se  encnentra  antes  su  frecuencia  natural  de  vihmcidn  torsio- 
nal  con  respecto  a su  eje  de  rotaddn.  En  el  sistema  torsional  mostrado  en  la  figura  2.1 14,  el  cuerpo  de 
levoluddn  (o  rotor ) de  inerda  rotatoria  i,  estd  soportado  por  dos  cojinetes  libres  de  fricddn  y conectado 
a un  resorte  toreional  de  rigidez  kr  Si  se  somete  a una  toreidn  inidal  (desplazamieato  angular)  de  y 
luego  se  deja  libre,  el  periodo  de  la  vibiaddu  resultante  se  mide  como  r. 

a.  Bacuentre  una  expresidn  paia  el  momento  de  inereia  de  masa  del  iotor  (J)  en  fnnddn  de  t y k,. 

b.  Determine  e valoi  de  J $i  r = 0.5  s y = 5000  N-m/tad. 


Ptgura  2.114 


secciòn  2.7  Representaclòn  gràfica  de  rafces  caracterlstlcas  y soluclones  comespondlentes 

2.133  Las  rafces  caracteristicas  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  Se  dan  a continuacion.  Determine 
todas  Jas  caracteristicas  aplicables  del  sistema  de  entre  la  ecuaddn  caracteristica,  la  constante  de  tiem- 
po,  la  frecuenda  natural  no  amortiguada,  la  frecuencia  amortiguada  y la  relacitìn  de  amortìguamiento. 

a.  Ji,j  = -4  ± 5 i 

b.  ji^  = 4 ± 5/ 

C.  Ji^  = -4,  -5 

= ”4,  -4 

2.134  Muestre  las  rafces  caracteristicas  indicadas  en  el  psobletna  2.133  (a)-(d)  en  el  plano  s y describa  la  na- 
turaleza  de  la  respuesta  del  sistema  en  cada  caso. 

2.135  la  ecuaddn  caiacteristìca  de  un  sistema  de  un  solo  gmdo  de  libeitad,  dado  poi  la  ecuaddn,  se  puede 
vol  ver  a escribir  como 


j2  + + b = 0 


(Rl) 


donde  a = dm  y b = kJm  $e  consideran  como  los  pardmetro  del  sistema.  Identìfique  regiones  que  re- 
presenten  un  sistema  estable,  inestable  y marginalmente  estable  en  el  plano  de  padmetros,  es  dedr,  el 
pbno  en  el  Cual  a y b estdn  de  notados  a lo  largo  de  los  ejes  vertìcal  y horizo  ntal,  respectivame  nte . 


Seccion  2.9  variaciones  de  paràmetros  y representaciones  del  lugargeomètrico  de  las  rafoes 

2.136  Cbnsidere  la  ecuaddn  caracteristica  2 s2  + cs  + 18  = 0.  Trace  el  lugar  geometrico  de  las  rnfces  paia 

c >0. 

2.137  Cbnsidere  la  ecuadtìn  caracteristìca  2 s2  + 12y  + k = 0.  Trace  el  lugar  geomdtrico  de  las  rafces  para 

*^0. 
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2,138  Cbnsidere  1a  ecnacitìn  caTacterfetica  my2  + 12s  + 4 = 0.  Trace  el  lugar  gecmetrico  de  las  rafces  paia 

m^O, 

seociòn  2.9  vibraciòn  libre  con  amortlguamiento  de  coulomb 


X139  Lb  $i$tema  de  un  solò  gmdo  de  Jibertad  $e  coinpone  de  una  ma$a  de  20  kg  y un  resorte  de  4000  N/m 
de  rigidez.  Las  amplitudes  de  ciclos  sucesivos  son  de  50,  45, 40,  35, ...  mm.  Determiue  la  naturaleza  y 
magnitud  de  la  fuera  de  amortiguamiento  y la  ftecuencia  de  la  vibracidn  amortiguada. 

X 140  Ltaa  masa  de  20  tg  se  desliza  cou  un  mo  vimiento  de  vaivài  sobie  una  superficie  seca  debido  a la  acciòn 
de  un  resorte  de  10  N/mm  de  rigidez.  DeSpuòS  de  cuatro  ciclos  completos  se  ve  que  la  amplitud  es  de 
100  mm.  ^Cual  es  el  coeficiente  de  fricciòn  promedio  entre  las  do$  supeificies  si  la  amplitud  original 
ra  de  150  mm?  ^CuSnto  tiempo  tianscumò  durante  los  cuatro  dclos? 

Z141  Lbia  masa  de  10  kg  se  conecta  a un  iesorte  de  3000  N/m  de  rigidez  y se  deja  libie  despuòs  de  que  se 
dbsplaza  100  mm.  Suponiendo  que  la  masa  se  mueve  sobre  una  superficie  horizontal,  como  $e  muestia 
eu  la  figurn  2.42{a),  determine  la  posiciòn  en  la  cual  la  masa  se  detiene.  Suponga  que  el  coeficiente  de 
tìicriòn  entie  la  masa  y la  superfiries  de  0. 12. 

X142  Lb  pe$0  de  25  N cuelga  de  un  iesorte  con  rigidez  de  1000  N/m,  E1  peso  vibra  en  la  direcriòn  vertical 
por  la  acriòn  de  una  fuerza  de  amgitiguamiento  constante.  Cuando  inicialmente  el  peso  es  tùado  haria 
abajo  una  distancia  de  10  cm  de  su  posiriòn  de  equilibrie  estatìco  y se  deja  libie,  se  detìene  despuòs  de 
completar  exactamente  dos  riclos  completos.  Encuentre  la  magnitud  de  la  fuerza  de  amortìguamiento. 

Ì143  Lba  masa  de  20  kg  cuelga  de  un  resorte  de  10,000  N/m  de  rigidez.  E1  movimiento  vertical  de  la  masa 
$e  somete  a una  fiicriòn  de  Coulomb  de  50  N de  magnitudL  Si  en  prinripio  el  resorte  $e  desplaza  5 cm 
toria  debajo  de  su  posiciòn  de  equilibrio  estàtìco,  determine  (a)  el  numero  de  medios  riclos  tianscum- 
itos  antesde  que  la  masa  $e  detenga;  (b)  el  tiempg  transcunido  antes  deque  lamasa  sedetenga,  y (c)  la 
extensiòn  final  del  resorte. 

X144  La  prueba  de  impacto  de  Charpy  es  una  prueba  dinàmica  en  la  cual  se  golpeauna  muestm  cou  un  pòndulo 
{0  martìho)  y se  mide  la  energia  absorbida  al  romperla.  Los  valores  medidos  sirven  pam  comparar  las 
iesistencias  al  impocto  de  diferentes  materiales.  Como  $e  muestra  en  la  figma  2.115,  el  pòndulo  cuelga 
de  una  flecha,  se  suelta  desde  una  posiriòn  partìcular  y $e  permite  que  caiga  y rompa  la  muestra.  Si  se 
hace  que  el  pendulo  osrile  libremente  (sin  muestra),  encuentre  (a)  una  espresiòn  pam  la  disminuriòn  del 
frgulo  de  osrilariòn  por  cada  riclo  a causa  de  la  fricriòn;  (b)  la  soluriòn  pam  &(f)  si  el  pòndulo  se  suelta 
desde  un  dngulo  y (c)  la  cantìdad  de  riclos  despu&  de  los  cuales  cesa  el  movimiento.  Suponga  que  la 
masa  del  pòndulo  esmyqueelcoefirientedefricriònentrelaflechay  el  cojinete  del  pòidulo  es  ju. 

X145  Bncuentre  la  constante  de  amortìguamiento  viscoso  pam  amortiguamiento  de  Coulomb  de  vibmriòn 
sinusoidal. 

2*146  Un  sistema  de  un  solo  gmdo  de  libertad  se  compone  de  una  masa,  un  resorte  y un  amortiguador  en  el 
oial  tanto  la  fricriòn  seca  como  el  amortiguamiento  viscoso  actuan  simultàneamente.  La  amplitud  de 
vibmriòn  $e  reduce  en  1 por  riento  por  ririo  cuando  la  amplitud  es  de  20  mm  y 2 por  riento  por  riclo 
cuando  la  amplitud  es  de  10  mm,  Encuentre  el  valor  de  (pN/k)  del  componente  de  fricriòn  seca  del 
amortìguamiento . 

X147  Lta  bloque  de  metal,  colocado  sobie  una  superfirie  dspem,  se  conecta  a un  resorte,  e inirialmente 
se  desplaza  10  cm  de  su  posiriòn  de  equilibrio.  E1  periodo  natumJ  de  movimiento  es  de  1.0  $ y la 
amplitud  se  reduce  0.5  cm  en  cada  riclo.  Encuentie  (a)  el  coefiriente  de  fricciòn  rinòtìca  entie  el 
bJoque  de  metaJ  y la  supeifirie,  y (b)  la  cantìdad  de  ririos  de  movimiento  ejecutados  por  el  bloque 
antes  de  deteneise. 
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Qjjinete 


2148  La  masa  de  un  sistema  de  resorte-masa  con  k = 10,000  N/m  y m = 5 tg  se  pone  a vibiar  sobie  una 
superficie  fcpera.  Si  la  fueraa  de  friccitìù  es  F = 20  N y la  amplitud  de  la  tnasa  se  reduce  50  mm  en  10 
dclos,  deteimine  el  tiempo  iequerido  paracompletai  10  ciclos. 

2149  La  masa  del  sistema  de  iesoite-masa  vibia  sobie  uua  supeificie  inclinada  a con  iespeto  a la  horizon- 

tal  como  se  muestm  en  la  figura  2. 1 16. 

a*  Derive  la  ecuacitìn  demovimiento. 

b*  Bacuentre  la  iespuesta  del  sistema  con  los  datos  siguientes: 


m = 20  kg,  k = lOOON/m  , fi  = 0.1,  = 0.1  m,  i0  = 5 m/s. 

2150  La  masa  de  un  sistemade  iesorte-masa  sedesplaza  inidalmente  10cm  de  su  posicitìn  libie  de  esfiierzo 
por  la  aplicacitìn  de  una  fuerza  de  25  N,  la  cual  es  igual  a cinco  veces  el  peso  de  la  masa,  Si  la  masa  se 
suelta  de  esta  posicitìn , ^cutìuto  tiempo  vibiarà  la  masa  y a què  distancia  se  detendrà  de  la  posicitìn  libie 
de esfuerzo?  Suponga  un  coeficiente  de  fiiccitìn  de  0.2. 


secciòn  2.10  vibraclòn  libre  con  amortiguamiento  histerètico 

2151  La  curva  de  fuerza-deflexitìn  experimeutalmente  observada  de  una  estructura  compuesta  se  muestia  en 
la  figurn  2. 1 17.  Determine  la  constante  de  amortiguamiento  de  histtìresis,  el  deaemento  logarftmico  y la 
ielacitìn  de  amortiguamiento  viscoso  conespondiente  a esta  curva. 
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Flgura  2-116 


2.152  Se  observa  que  un  panel  hecho  de  matierial  compuesto  con  refuerzo  de  fibra  Se  comporta  como  uti 
ristema  de  un  solo  gado  de  libertad  de  1 kg  de  màs  y 2 N/m  de  rigidez.  La  relacitìn  de  amplitudes  $u- 
oesivas  e$  de  1 . 1 . Determine  el  valor  de  la  constante  de  amortiguamiento  histerètìco  Ja  constante  de 
amortìguamiento  viscoso,  c^Oyla  pdidida  de  energia  por  ciclo  con  una  amplitud  de  10  mm. 

2.153  Una  viga  en  voladizo  cuya  rigidez  a flexidn  e$  de  200  N/m  soporta  una  masa  de  2 kg  en  $u  extremo 
£bie.  La  ma$a  $e  desplaza  inicialmente  30  mm  y $e  suelta.  Si  la  ampUtud  e$  de  20  mm  despues  de  100 
dclos  de  movimientot  e$time  la  constante  de  amoitiguamiento  de  històesis  & de  la  viga. 

2pl54  Se  fija  una  masa  de  5 kg  en  el  extremo  superior  de  un  resorte  heUcoidal  y el  sistema  se  pone  a vibiar  al 
impartìrlealamasaunadeflexidn  inicial  de25  mm,  LaampUtuddelamasaseieducea  lOmmdesputìs 
db  10  ciclos  de  vibracitìn.  Suponiendo  una  tasa  de  iesorte  de  200  N/m  para  el  resorte  helicoidal,  deter- 
mine  el  valor  del  coeficieute  de  amortìguamiento  histertìtico  {k)  del  resorte. 


236  Capftulo  2 Vibradòn  libre  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 


secciòn  2.11  Estabiiidad  de  sistemas 

2.155  Considere  la  ecuacidn  de  movimiento  de  un  pendnlo  simple: 

0+ySentì  = O (E.l) 

a.  Litìealice  la  ecuaciòn  (E.  1)  con  reapecto  a nn  deaplazamiento  angulai  arbitiario  0Qdel  pendulo. 

b*  tivestigne  la  estabilidad  del  p^ndulo  oon  respecto  a G0  = 0 y = *n  poi  ntedio  de  la  ecuacidn  de 
mov  imiento  lineaJizadà. 

1156  La  fignm  2.1 18  muestra  una  bana  rigida  unifoime  de  masa  m y longitud  /,  pivotada  en  un  extremo 
(punto  O)  y oon  un  disco  ciiculai  de  masa  M y momento  de  ineiria  de  masa  J (con  lespecto  a $u  eje  de 
rotaridn)  en  el  otro  extremo  (punto  P ).  H disco  riiculai  estd  conectado  a un  icsoite  de  rigidez  k y una 
cxmstante  de  amoitiguamiento  de  amoitiguadoi  viscoso  ccomo  se  indica. 

a*  Derive  la  ecuaridn  de  mo  vimiento  del  sistema  paia  pequefios  desplazamientos  angulares  de  la  bana 
rigida  con  respecto  al  pivote  O y exprdsela  en  la  ibima: 

+ cqS  + kffi  = 0 

b*  Derive  las  condiriones  conespondientes  al  compoitamiento  estable,  inestable  y maiginalmente  es* 
table  del  sistema. 


Figura  2 J 1 8 


Secciòn  2.12  Ejemplos  resueltos  UtlltzandO  MATLAB 

1157  Eucueutre  la  lespuesta  de  vibiaridn  libre  de  un  sistema  de  resoite-masa  sujeto  a amoitiguamiento  de 
Coulomb  poi  medio  de  MATLAfi  con  los  siguientes  datos: 

m = 5 tg,  k = 100  N/m,  fx  = 0.5,  Xq  = 0.4  m,  iQ  = 0. 

1158  Trace  la  respuesta  de  un  sistema  criticamente  amoitiguado  (ecuaridn  2,80)  con  los  siguientes  datos  poi 
medio  de  MATLAB: 

& Xq  = 10  mm,  50nun,  100  mm;  i0  = 0,  ùj„  = 10  rad/s. 
b.  Xq  = 0a  ÌQ  = 10  minys,  50  min/s,  100  nun/s;  ton  = 10  md/s. 
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1159  Trace  la  ecuacidn  (2.81)  y tambien  cada  uno  de  los  do$  terminos  dc  la  ecnacitìn  (2,81)  como  una 
fiincion  de  t por  medio  de  MATLAB  con  los  siguientes  datOS: 

(on  = lOiad/s,  l = 2.0,  = 20nun,  i0  = 50mm/s 


1160-1163*  Aplicando  Piogram^.m  de  MATLAB , trace  la  respuesta  de  vibiacitìn  libie  de  un  sistema  visco^ 
samente  amortiguado  cou  m =4  tg,  k = 2500  N/m,  = 100  mra,  = - 10  m/s,  Af  = 0,01  $5 
n =50  con  los  siguientes  valoies  de  la  constante  de  amortiguamiento: 

a*  c - 0 
b • c = 100  N-s/m 
C * c = 200  N-s/m 
d * c = 400  N-s/m 

2.164  Encuentre  la  respuesta  del  sistema  descrito  en  el  pmblema  2. 149  por  medio  de  MATLAB. 


proyectos  de  diseno 

1165*  tbia  turbina  de  agua  de  1000  kg  de  masa  y 500  kg-m2  de  momento  de  inercia  de  masa  estì  mon- 
tada  en  una  flecha,  como  se  muestm  en  la  figma  2. 1 19.  la  velocidad  de  opexacitìn  de  la  turbina 
es  de  2400  rpm.  Suponiendo  que  los  extremos  de  la  flecha  esttìn  fijos,  encuentre  los  valores  de 
a y d,  de  modo  que  la  fìecuencia  natmal  de  vibiacitìn  de  la  turbina  en  cada  una  de  las  diiecciones 
axial,  transversal  y ciicunferencial  sea  mayor  que  la  velocidad  de  operacitìn  de  la  turbina. 


Flgura  2.119 


1166*Disefie  las  columnas  paia  cada  una  de  las  estructuras  de  edificio  que  se  muestran  en  las  figuras 
Z79(a)  y (b)  para  un  peso  mihimo  de  modo  que  la  fiecuencia  natural  de  vibracitìu  sea  mayor  que 
50  Hz.  El  peso  del  piso  (W)  e$  de  4000  lb  y la  longitud  de  las  columnas  (J)  es  de  96  pulg.  Suponga 
que  las  columnas  son  de acero  y de  seccitìn  transversal  tubular  con  ditìmetro  extemo  dy  espesor 
deparedf. 
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1167*  Un  extremo  de  una  bana  rfgida  ntdforme  de  ma$a  m e$ti  conectado  a un  mnro  por  medio  de 
una  jnnta  conectada  a la  bisagra  O,  y el  otro  sopoita  ima  cmga  concentiada  M,  como  se  mnestra 
en  la  figma  2.120.  La  bana  gùa  abededor  del  punto  conectado  a la  bisagia  O contia  un  resor- 
te  torsional  y un  amorfignador  toisional.  Se  propone  utilizar  este  mecaniamo,  jnnto  con  un  contador 
mecdnico,  paia  controlar  la  entiada  a nn  parque  de  diversiones.  Determine  las  masas  m y M, 
y la  rigidez  del  iesorte  torsional  (kt)  y la  fuerza  de  amoitignamiento  (Fd)  necesarias  paia  satisfacer 
las  signientes  especificaciones:  (1).  Se  puede  utilizar  un  amordguador  viscoso  o un  amortignador  de 
Cbulomb.  (2)  La  barra  tiene  qne  regiesar  a mds  o menos  5°  de  snposicidn  de  cierre  en  menos 
de  2 segundos  cuando  se  deja  libre  a partir  de  una  posicitìn  inicial  de  n 5 75°. 


Paiqne  de  diverrfones 


1168*  E1  mtìdnlo  de  exploracitìn  lunar  se  modela  como  nna  masa  soportada  por  cuatro  patas  simtìtricamente 
colocadas,  cada  una  de  las  cnales  pnede  iepresentarse  de  foima  aproximada  como  nn  sistema  de  resorte- 
amortiguador  con  masa  insignificante  (vea  la  figma  2.121).  Disefie  los  resortes  y amortìguadoies  del 
sistema  para  tener  un  periodo  amortìguado  de  vibiacitìn  entie  1 $ y 2 s. 


1169*Cbnsidere  la  pluma  telesctìpica  y canastilla  del  camitìn  de  bomberos  que  se  mnestian  en  la  figma 
2 12{a).  Suponga  que  la  pluma  telesctìpica  PQRS  està  soportada  por  nn  tiiante  QT,  como  se  mnestra  en 
la  figurn  2. 122.  Determine  la  seecitìn  transversal  del  tìiante  QTde  modo  que  el  periodo  natmal  de  vibra- 
dtìn  de  la  canastilla  con  el  bombero  en  ella  sea  ignal  a 1 s con  los  signientes  datos.  Suponga  qne  cada 
segmento  de  la  pluma  telesctìpica  y el  tiiante  es  una  seccitìn  transversal  hueca.  Snponga,  ademtìs,  que 
el  timnte  actua  como  nn  iesorte  qne  se  deforma  stìlo  en  la  direccitìn  axial . 
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Datos: 

Longitudes  de  lo$  segmentos:  PQ  = 12  pies,  QR  = 10  pies,  AS  = 8 pies,  TP  = 3 pies 
Modulo  de  Young del  brazo  tdesoòpico  y tirante  =3  X 106  Ib/pulg2 
Diametros  extemos  de  IflS  seccioneS:  PQ  = 2.0  pnlg,  QR  = 1.5  pulg,  RS  = 1.0  pulg 
Dinmetros  intemos  de  las  secdones:  PQ  = 1 .75  pulg,  QR  = 125  pulg,  RS  = 0.75  pulg 
Pfcso  de  la  canastìlla  = 100  lb 
Pfcso  del  bontbero  = 200  Ib 


Figuia  2.122 


CAPrrULO  3 

Vibraciòn  armònicamente  excitada 


iigenìero  militar  y ffsico  frances.  En  su  estupenda  obra  Mèmoires  sur  Vèìectridtè  et  le 
tmgnètìsme  {1784-1806),  presentò  su  primer  trabajo  {The  Theory  of  Simpte  Machines) 
sobie  estatìca  y mecanica  en  1779,  el  cual  describe  el  efecto  de  la  resistencia  y la  lla- 
mada  ‘ley  de  la  proporcianalidad  de  Coulomb’’  entre  la  fricciòn  y la  presìòn  normal.  En 
1784  obtuvo  la  soluciòn  conecta  al  problema  de  oscilaciones  pequenas  de  un  cuerpo 
sometido  a toisiòn.  Es  bien  conocido  por  sus  leyes  de  fiieiza  paia  cargas  electrostaticas 
y magnòtìcas.  A la  unìdad  de  caiga  elòctrica  se  le  dio  su  nombre.  {Cortesi'a  de  Appiied 
Mechanks  Reviews). 


Charles  Augustln  de  Coulomb 
(1736-1806) 


Esquema  c tet  capftulo 


Objetivos  de  aprendizaje  241 

3,9 

Vibracion  forzada  con  amortiguamiento 

3.1 

Introducciòn  242 

de  hi$tère$i$  273 

Ì2 

Ecuacion  de  movimiento  242 

3.10 

Movimienio  forzado  con  otros  tipo$ 

3,3 

Re$pue$ta  d«  un  $istema  no  amqrtigvado 

deamortjguamiento  275 

$om€tidq  a fuerza  armonica  243 

3.11 

Àutoexcitacion  y anàli$i$  de  e$tabilidad  276 

3,4 

Respuesta  de  un  $i$t6ma  amortiguado 

3.12 

Mètodo  de  la  funcbn  de  transferencia  285 

sometido  a fueraa  armonica  250 

3.13 

Solucbnes  obtenidas  utiliaando 

35 

Re$pug$ta  d^  un  $i$tema  amortlguado 

tran$formada$  de  Laplace  288 

sometkio  a F[t)  = Ftf?1*  257 

3.14 

Funciones  de  tran$ferencia  de 

3.6 

Re$pue$ta  de  un  $istema  amortjguado 

frecuencia  291 

sometido  al  movimiento  armònico  de  la 
ba$e  259 

3.15 

E]empb$  re$uelto$  utHizando  MATLAB  297 
Re$umen  del  capitub  302 

3.7 

Re$pu«$ta  de  un  $i$tema  amortfguado 
sometido  a desbalance  rotatorio  265 

Referencia$  302 

Pregunta$  de  repa$o  303 

3.8 

Vìbracion  forzada  con  arnortiguamiento 
deCoubmb  269 

Problema$  307 

Proyecto$de  di$eib  328 

240 


Objetivos  deaprendizaje  241 


Este  capftulo  se  ocupa  de  la  respue-sta  de  sistenias  de  un  solo  grado  de  llbertad  sometidos  a ex- 
citaciones  armonicas.  En  primer  lugar  presenta  la  derivacitìn  de  ia  ecuacion  de  movimiento  y su 
solucidn  cuando  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  se  somete  a excitacidn  armdnica.  Se  con- 
sideran  tanto  sistemas  amortiguados  como  no  amortiguados.  Luego,  el  factor  de  ampiificacion  y 
los  fenomenos  de  resonancia  y batido  sepresentan  en  el  contexto  de  un  sìstema  deresorte-masa  no 
amortiguado.  Se  presenta  asimismo  la  solucidn  total  de  la  ecuacidn  diferencial  de  segundo  orden 
no  bomogdnea  rectora  como  una  sumade  la  ecuacidn  homogdnea  (solucidn  de  vibracion  lìbre)  y la 
integxal  particular  <soluddn  de  vibracion  forzada).  Paia  evaluar  las  constantes  en  la  sduddn  total 
se  utilizan  las  condiciones  iniciales  conoddas  del  sistema.  A contìnuacion  se  presentan  en  detalle 
las  importantes  caracteifsticas  dd  fector  de  amplificacidn  y d àngulo  de  fase  de  un  sistema  viscosa- 
menteamortiguado.  Sedefinen  el  factorde  calidad,  d ancho  de  banday  d punto  de  mediana  poten- 
da,  y se  describe  el  uso  del  factor  de  calidad  para  estimar  el  factor  de  amortiguamiento  viscoso  en 
un  sistema  mecànico.  Enseguida  se  expone  la  respuesta  del  sistema  de  resorte-masa-amortiguador 
junto  con  la  fiinddn  forzada  armdnica  en  foraia  compleja,  asf  como  el  concepto  de  respuesta  de 
frecuencia  compleja.  Luego  se  presentan  la  tespuesta  de  un  sistema  amoitiguado  sometido  al  mo- 
vimiento  armonico  de  la  base  y las  ideas  de  tiunsmisibilidad  de  desplazamiento  y de  fuerza.  Las 
aplicaciones  de  este  problema  incluyen  la  vibracidn  de  los  aviones  provocada  por  las  asperezas 
de  la  pista  durante  d rodamiento  y d aterrizaje;  la  vibracidn  de  vdifculos  tarestres  debido  a la 
irregularidad  y baches  en  carreteras,  y la  vibracion  de  los  edifidos  provocada  por  el  movimiento 
del  suelo  durante  sismos.  Tambidn  se  analiza  la  respuesta  de  un  sistema  amortiguado  por  desba- 
lance  rotatorio;  las  aplicaciones  de  este  pioblema  comprenden  varias  màquinas  con  desbalance  en 
los  rotores.  Avanzado  el  capitulo,  se  presenta  la  vibradon  forzada  de  un  sistema  de  tesorte-masa 
sometido  a amortiguamiento  de  Coulomb,  hisleresis  y otros  tipos  de  amortiguamiento.  La  autoex- 
dtacidn  y d analisis  de  estabilidad  dinàmica  dc  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  se  analizan 
junto  con  aplicacìones.  Se  describen  asimismo  d mdtodo  general  de  la  funcidn  de  transferencia, 
d mdtodo  de  la  transformada  de  Laplace  y ei  mdtodo  de  funcidn  de  transferenda  armdnica  para 
la  solucion  de  sistemas  armdnicamente  excitados.  Por  àltimo  se  ofrecc  la  solucidn  de  diferentes 
tipos  de  problemas  de  vibracidn  no  amoitiguada  y amortiguada  armdnicamente  excitada,  la  cual  se 
obtiene  utilizando  MATLAB. 


objetlvos  de  aprendlzaje 


A1  terminar  este  capitulo,  usted  debera  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

• Encontrar  las  respuestas  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad  no  amortiguados  y viscosa- 
mente  amortiguados  sometidos  a diferentes  tipos  de  fuerza  armdnica,  como  excitacidn  de  base 
y desbalance  rotatorio. 

• Distinguir  entre  sdudones  transitorias,  de  estado  estable  y totalcs. 

■ Entender  las  variariones  del  fiictor  de  amplificacidn  y àngulos  de  fase  con  la  frecuencia  de 
exritacidn  y los  fendmenos  de  resonanria  y batidos. 

• Encontrar  la  respuesta  de  sistemas  que  implican  amortiguamiento  de  Coulomb,  histerdtico,  y 
otios  tipos  de  amortiguamiento. 

• Identificar  problemas  autoexcìtados  e investigar  sus  aspectos  de  estabilidad. 

• Derivar  fiinriones  de  transferencia  de  sistemas  regidos  por  ecuariones  diferenciales  lineales 
con  coefirientes  constantes. 

• Resolver  problemas  de  vibracion  de  un  solo  grado  de  libertad  armonicamente  exritada  utili- 
zando  transformadas  de  Laplace. 
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• Obtener  fiinciones  de  transferencia  de  frecuencia  a partir  de  la  func  iòn  general  de  Uansferencia 
y representar  las  caracteristicas  de  respuesta  de  frecuencia  utilizando  diagramas  de  Bode. 

• Resolver  la  respuesta  de  vibracitìn  armtìnicamente  excitada  utilìzando  MATLAB. 


3.1  Introducciòn 


Se  dice  que  un  sistema  mecànico  o estructural  experimenta  vibracitìn  forzada  siempre  que  se  sumi- 
ristra  energfa  extema  al  sistema  durante  la  vibracitìn.  La  energfa  extema  se  puede  suministrar  ya 
sea  mediante  una  fiierza  aplicada  o por  una  excitacìtìn  de  desplazanùento  ìmpuesta.  La  fuerza  apli- 
cada  o la  excitacitìn  de  desplazamiento  pueden  ser  armtìnica,  no  armtìnica  pero  peritìdica,  no  peritì- 
dca,  o aleatoria.  La  respuesta  de  un  sistema  a una  excitacitìn  armtìnica  se  llama  respuesta  armòni- 
ca.  La  excitacitìn  no  peritìdica  puede  ser  de  larga  o de  corta  duracitìn.  La  respuesta  de  un  sistema 
dnàmico  a excitaciones  no  peritìdicas  repentinamente  aplicadas  se  llama  respuesta  transitona. 

En  este  capitulo  consideraremos  la  respuesta  dinàmica  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  Uber- 
tad  sujeto  a exdtaciones  armtìnicas  de  la  forma  F(t)  = + ^o  F(t)  = Fa cos (tat  + <p>)  o F(t) 

= FySen  (m  + </>),  donde  F0  es  la  amplitud,  <u  es  la  frecuencia  y <f>  es  el  àngulo  de  fase  de  la  exci- 
tacitìn  armtìnica.  E1  valor  de  <f>  depende  del  valor  de  F(t)  en  t = 0 y sude  consideràisele  cero.  Bajo 
exdtadtìn  armtìnica,  la  respuesta  dd  sistema  tambitìn  serà  armtìnica.  Si  la  frecuenda  de  excitacitìn 
coincide  con  la  frecuencia  natural  del  sistema,  la  respuesta  serà  muy  grande.  Esta  condicitìn,  cono- 
dda  como  resonancia,  se  debe  evitar  para  que  no  fal  le  el  sistema.  La  vibracitìn  produdda  por  una 
màquina  rotatoria  desbalanceada,  la  osdlacitìn  de  una  alta  chimenea  producida  por  la  formacitìn 
de  torbdlino  en  un  viento  constante  y el  movimiento  vertical  de  un  automtìvil  sobre  un  carretera 
cndulada  son  ejemplos  de  vibracion  excitada. 

Tambien  seabordan  en  estecapftulo  las  apUcaciones  de  los  metodos  de  funcitìn  de  transferen- 
da,  transformada  de  Laplace  y funcitìn  de  frecuencia,  en  la  solucitìn  de  sistemas  armtìnicamente 
exdtados. 


3.2  Ecuaci6n  de  movimiento 


Si  una  luerza  F{f)actàa  en  un  sistema  de  resorte-masa  viscosamente  amortiguado  como  se  muestra 
en  la  figura  3. 1 , la  ecuadtìn  de  movimiento  se  puede  obtener  aplicando  la  segunda  ley  de  Newton: 

mx  + cx  + kx  = F(t)  {3.1) 

Como  esta  ecuacitìn  es  no  homogtìnea,  la  suma  de  la  soludtìn  homogenea  xh(t)  y la  solucitìn  par- 
tìcular,  xp(t)  proporciona  su  solucitìn  general.  La  solucitìn  homogenea,  la  cual  es  la  solucitìn  de  la 
ecuacitìn  homogtìnea 

mx  + cx  + kx  = 0 (3.2) 

representa  la  vibradtìn  libre  del  sistema  y se  abordtì  en  el  capi'tulo  2.  Como  se  vio  en  la  secdtìn  2.6.2, 
esta  vibracitìn  libre  se  reduce  con  el  tiempo  en  cada  una  de  las  tres  posibles  condiciones  de  amorti- 
guamiento  (subamortiguamiento,  amortiguamiento  critico  y sobreamortiguamiento)  y en  todas  las 
posibles  condiciones  inidales.  Por  lo  tanto,  la  soludtìn  general  de  la  ecuadtìn  (3.1)  se  reduce  en  ùl- 
àmo  tèrmino  alasoludtìn  particular  xp(t),  la  cual  representa  lavibraciòn  deestado  estable.  E1  movì- 
miento  de  estado  estable  està  presente  mientras  la  fundtìn  forzada  està  presente.  Las  variadones  con 
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T 

m 

<a> 


kx  c± 


m 


., . Rgura  3.1  Sistema  de  resorte-masa-amorti- 

(b)  Diagrama  de  cuerpo  libre  gjador 


el  tiempo  de  las  soluciones  homogdnea,  particular  y general  en  un  caso  tfpico  se  muestran  en  la  fl- 
gura  3.2.  Se  ve  que  xh(t)  se  reduce  y que  x(t)  se  transforma  en  xp(t)  despuès  de  algun  tiempo  (t  en  la 
figura  3.2).  La  parte  del  movimiento  que  se  reduce  a causa  del  amortiguamiento  <la  parte  de  vibra- 
cion  libre)  se  llaraa  transkoria.  E1  litmo  al  cual  el  movimiento  transitorio  se  reduce  depende  de  los 
valores  de  los  paràmetros  del  sistema  k,  c y m.  En  este  capitulo,  exoepto  en  la  seocidn  3.3,  ìgnora- 
mos  d movimiento  transitorio  y derivamos  sdlo  la  solucidn  particular  de  la  ecuacitìn  (3.1),  la  cual 
represenia  la  xespuesta  de  estado  estable,  sometida  a funciones  foizadas  armdnicas. 


O 


VVv^- 


t 


Figuva  3*2  Soludorteshomogenea, 
particuhr  y general  de  la  ecuadòn 
0.1)  m d caso  no  amortiguado. 


3.3  Respuesta  de  un  sistema  no  amortiguado  sometido 
a una  fuerza  armònica 


Por  sencillez,  antes  de  estudiar  la  respuesta  de  un  sistema  amortiguado  considemmos  un  sistema  no 
amortiguado  somelido  a una  fueiza  armonica.  Si  una  fuerza  F(t)  = F0  cos  rot  act  ua  en  la  masa  m de 
un  sistema  no  amortiguado,  la  ecuacìon  de  movimiento,  ecuacidn  (3. 1),  se  reduce  a 

tnx  + kx  = Fq  cos  ù)t  (3.3) 

La  solucidn  homogdnea  de  esta  ecuacidn  esta  dada  por 


xh(t)  = C\  cos  (oj  + C2  sen  (oj 


(3.4) 
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donde  <d„  = (kjm)m  es  la  frecuencia  natural  del  sistema.  Como  la  fuerza  de  excitaciòn  F(t)  es  ar- 
monica,  la  soiucidn  particular  xp(t)  tambien  es  armdnica,  y tìene  la  ntìsma  frecuencia  <u.  Por  lo  tanto 
suponemos  unasolucidn  en  la  forma 


xp(t)  = Xcos  iot  (3.5) 

dondeJf  es  una  constante  que  indica  la  amplitud  maxima  de  xp(t).  Sustituyendo  la  ecuacidn  (3.5)  en 
la  ecuacion  (3.3)  y resolviendo  X,  obtenemos 


X = 


{3.6) 


donde  6egt  = Fa/ /tindica  la  desviacidn  de  la  masa  bajo  la  fuCTza  FQ  y en  ocasiones  se  conoce  como 
defkxiòn  estùtìca  porque  FQ  es  una  fuerza  constante  (estatica).  Por  lo  tanto,  la  soluddn  total  de  la 
ecuacidn  (3.3)  es 


x(r)  = Cj  cos  ù)j  + Q sen<unt  + 


rCOS  ù)t 

k — tftùT 


(3.7) 


Utilizando  las  condiciones  iniciales  x(t  = 0)  = xq  y xit  = 0)  = vemos  que 


C\  = xq- 


k — nw?  ’ 


C2  = 


£0 

ù)„ 


ypor  consiguiente 


x(t)  = 


oosùy  + 


+ 


COS  Ù)t 


La  amplitud  maxima X en  la  ecuacidn  (3.6)  se  expxesa  como 


X 1 


(3.8) 


{3.9) 


{3.10) 


La  cantidad  X/8est  rcpresenta  la  relacìdn  de  ia  amplitud  de  movimiento  dinàmica  con  la  amplitud  de 
raovimiento  estàtica  y se  conoce  comq  fitctor  de  amplificaciòn  o reiadòn  de  amplitud.  La  variacidn 
de  la  rclacidn  de  amplìtud,  X/S^,  con  la  rclacidn  de  frecuencia  r = <u/<u„  (ecuacidn  3. 10)  se  muestra 
ai  la  Figura  3.3.  Segun  esta  figura,  se  puede  identificar  la  respuesta  del  sistema  como  de  tres  tipos. 

Caso  1,  Cuando  0 < < 1 , el  denominador en  la ecuation  (3.10)  es  positìvo  y la ecuation  (3.5) 

cb  la  respuesta  sìn  cambios.  Se  dice  que  la  rcspuesta  armonica  del  sistema  xp(t)  esta  en  fase  con  la 
fiierza  extema  como  se  muestra  en  la  figura  3.4. 
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Figura  3-3  Fàctor  de  amplificaciòn  de  un  sistema  no  amortiguado, 
ecuaciòn  (3.10). 


F(t)  = jF0cosùrf 

O 

JCp(f)  = Zcosatf 

* tf 

►- 

Flgura  3.4  Respuesta  armònica  cuando  0 < <u/&jn  < 1. 


Caso  2,  Cuando  *)/*»„  > 1,  d denominador  en  la  ecuaciòn  (3.10)  es  negativo.  y la  sduciòn  de 
estado  estable  se  expresa  como 


Xp(t)  = — XCOS  ù)t 


{3.11) 
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F(t)  = F#costttf 


= -JT0OS<ttf 


Flgura  3.5  Respuesta  armtìnica  cuando  (ofù)n  > 1. 


donde-  la  amplitud  de  moviraiento  X se  vuelve  a definir  como  una  cantidad  positiva  como  sigue 


X = 


(3.12) 


Las  variaciones  de  F(t)  y xp(t)  con  el  tiempo  se  muestran  en  la  figura  3.5.  Como  xp(t)  y F(t)  tienen 
àgnos  opuestos,  se  dice  quc  la  respuesta  esti  desfasada  180°  con  respecto  a la  fiierza  extema.  Adc- 
mas,  a medida  que  ù)fmn  — » oo,  X — * 0.  Por  lo  tanto,  la  respuesta  del  sistema  a una  fuerza  armonica 
de  muy  alta  Irecuenda  se  aproxima  a cero. 


Caso  3,  Cuando  ù)fù>n  = 1,  la  amplitud  X dada  por  la  ecuacidn  (3.10)  o {3.12)  se  vuelve  mfmita. 
Bta  condicidn,  en  la  cual  la  frecuencia  forzada  <o  es  igual  a la  frecuencia  natuial  del  sistema  ti)a  se 
Uama  rvsonmcta.  Para  encontrar  la  xespuesta  a esta  condiciòn,  reescribimos  la  ecuacion  {3.9)  como 


Jt(r)  = x0  cos  ù)„t  + — sen  ù>„t  + 

ù)„ 


COS  ù)t  - COS  ù)„t 


{3.13) 


Como  el  filtimo  tdrmino  de  esta  ecuacidn  toma  una  forma  indefinida  para  <u  = fu„,  aplicamos  la 
regla  de  L’Hospital  [3.1]  para  evaluar  el  lfmite  de  este  tdrmino: 


tfra 


oos  ùìt 

— oos  Ù)nt 

= Itm 

ù3^~*ùJ„ 

“T"  (COS  ù)t 

dù) 

- COS  ù)„t) 

1 - 

(•V 

ik 

ùA 

(“j  J 

1 

\ 

lim 


t senù>f 
2 — 

L 2ù>1  . 


= — sen  ù)j 


{3.14) 
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Por  Lo  tanto,  la  respuesta  del  sistema  en  resonancia  es 

, . Jt0  Sest  6>„t 

jc(r)  = x0  oos  *)„r  + — senay  + 


<uH 


sen<u„r 


{3.15) 


En  la  ecuaciòn  {3.15)  se  veque  en  resonancia,  x{t)  se  incrementa  indefinidamente.  E1  dltimo  tòrmi- 
no  de  la  ecuaciòn  {3. 15)  se  muestra  en  la  figura  3.6,  donde  se  ve  que  la  amplitud  de  la  respuesta  se 
incrementa  linealmente  con  el  tiempo. 


Respuesta 

total 


La  respuesta  total  del  sistema,  ecuaciòn  {3.7)  o ecuaciòn  (3.9),  tambiòn  se  expresa  como 


Ò (o 

x(t)  = Acos  (ù)„t  - <£)  + est  . cos  ù)t;  para — < 1 

' \2  ù)„ 


' - (i)’ 


x(r)  = A OOS  (ù)„r  - <£) 


- 1 + 


òest  , ti)  ^ , 

cos  <ur;  para  — > 1 

2 ù)„ 


(;)' 


{3.16) 

{3.17) 


donde  A y <£  se  determinan  como  en  d caso  de  la  ecuadòn  {2.21).  Por  lo  tanto,  d movimiento 
completo  se  expresa  como  la  suma  de  dos  curvas  coseno  de  diferentes  frecuencias.  En  la  ecuaciòn 
{3. 16),  la  frecuencia  forzada  <u  es  menor  que  la  frecuencia  natural,  y la  respuesta  total  se  muestra 
en  la  figura  3.7{a).  En  la  ecuaciòn  {3.17),  lafrecuenciaforzada  es  mayor  que  la  frecuenda  natural, 
y la  lespuesta  total  aparece  como  se  muestra  en  la  figura3.7(b). 


Fenòmeno 
de  batido 


Sì  la  frecuenda  forzada  se  aproxima  a,  pero  no  es  igual  a,  la  frecuencia  natural  del  sistema,  puede 
ocurrir  un  fenòmeno  conocido  como  batido.  En  estaclase  de  vibraciòn,  la  amplitud  se  incrementa  y 
luego  disminuye  de  una  forma  regular  {veala  secciòn  1 . 10.5).  E1  fenòmeno  de  batìdo  se  explica  con- 
siderando  la  soluciòn  que  aportala  ecuadòn  {3.9).  Si  las  condidones  iniciales  se  consideran  como 
jc0  = = 0,  la  ecuaciòn  (3.9)  se  reduce  a 


(F0/m) 

jt(r)  = — j ^{oosrur  - cosù)nr) 

(ùt  — iù 


(Jq/m) 

— ù)2 


„ ^ ù>n-(ù 

2 sen  — — — t ■ sen  1 


i 


2 


2 


(3.18) 
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Sea  la  frecuencia  forzada  (o  un  poco  menor  que  la  frecuencia  natural. 

ù)n  — ù)  = 2e  (3.19) 

donde  ees  una  pequeiia  cantidad  poàtiva.  Entonces  ~ <uy 

ù)  + ù>n~2ù>  (3.20) 

La  multiplìcadtìn  de  las  ecuaciones  (3.19)  y (3.20)  da 

ùì^  + ùP-1**  Aeù>  (3.2 1) 

H uso  de  las  ecuaciones  (3.19)  a (3.21)  en  la  ecuacion  (3.18)  da 


x{t)  = 


(322) 


Como  ees  pequena,  la  funcidn  sen  ef  varia  lentamente;  su  periodo,  igual  a 2ir/e,es  giande.  Por  lo 
lanto,  se  ve  que  la  ecuacidn  (3.22)  representa  vibracion  con  periodo  2n  jo>  y de  amplitud  variable 
iguala 


3.3  Respuesta  de  un  sistema  no  amortiguado  sometido  a una  fuerza  armònica  249 


x(t) 


Tambidn  se  observa  que  la  curva  sen  oit  pasara  por  varios  ciclos,  en  lanto  que  la  onda  sen  et  pasa  por 
un  solo  ciclo,  como  se  muestraen  la  figura  3.8.  Porlo  tanto,  la  amplitud  se  incrementay  disminuye 
de  forma  continua.  H tiempo  entre  los  puntos  de  amplitud  cero  o los  puntos  de  amplitud  maxima 
se  llama  perìodo  de  batido  (rb)  y se  expresa  como 


2tt 

ù)„  — ù) 


(3.23) 


con  la  frecuenda  de  batido  defmida  como 


ù>b  = 2e  = ù)n  — ù) 


Ejemplo  3.1 


Placa  que  soporta  una  bomba 


Uha  bomba  que  pesa  150  lb  està  montada  a la  mitad  de  una  placa  de  acero  de  0.5  pulg  de  espesor,  20  pulg  de 
ancho,  y 100  pulg  de  largo,  sujeta  a lo  largo  de  dos  bordes  como  se  muestm  en  la  figura  3.9.  Durante  la  opera- 
cidn  de  la  bomba,  la  placa  se  somete  a una  fuerza  armdnica,  F(t)  = 50  co$  62.832r/Ib.  Encuentre  la  amplitud 
de  vibracidn  de  la  placa. 


Solucìdn:  La placa se pnede modelar  con  nna  viga  empotrada como  nn  mddulo  de  Young {£)  = 30  X 10*  Ib/ 
pulg2,  longitud  (/)  - 100  pulg,  y momento  de  inerda  de  diea  (l)  - j|(20X0.5J3  - 0.2083  pulg4.  La  rigidez  a 
flexiòn  de  la  viga  estd  dada  por 


192£/ 

/3 


192(30  X 106)(0.2083) 

(100)3 


1200.0  lb/pulg 


<E.l) 


Figura  3.9  Placa  que  soporta  una 
komba  desbalanceada. 
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La  eeuacion  (3.6)  da  la  amplitud  de  respuesta  aimdnica  oon  F0  - 50  lb,  m = 150/386,4  lb-S^/pnlg  ($in  tener 
en  cuenta  el  peso  de  la placa de  acero),  k = 1200.0  lb /pulg  ya>  = 62.832  iad/$.  Por  lo  tanto,  la  ecuaciòn  (3.6) 
da  por  re$ultado 


X = 


Fo 


50 


k - ma>2  1200.0  - (150/386 4)  (62 .832)' 


= — 0.1504  pulg 


(EJ2) 


El  signo  negativo  indica  que  la  re$pue$tax(/)  de  la  placa  esta  desfasada  con  respecto  a la  excitadòn  F(t). 


Ejemplo  3.2 


Determlnacion  de  la  masa  a partir  de  una  respuesta  armonlca  conocida 

Lbi  sktema  de  re&orte-masa  con  im  resorte  de  rigidez  de  5 000  N/m,  se  somete  a una  fuerza  armònica  de  30  N 
db  magnitud  y frecuencia  de  20  Hzk  Se  ve  que  la  masa  vibra  con  una  amplitud  de  02  m.  Suponiendo  qne  la 
vibmddn  $e  inicia  desde  el  reposo  = 0),  determine  la  masa  dei  sistema. 


Soluddn:  La  respnesia  de  vibmcidn  del  sistema  se  puede  hallar  a partir  de  la  ecuacidn  (3.9)  con  “ 0: 


x(t)  = 


Fq 


k.  — ms)! 


(CQ5  ÙJt  — COS  ù)„f) 


(E.l) 


la  cual  $e  puede  volvex  a escribir  como 


2F0  a>„  + a>  a>a~a> 

*(0  = T ; fsen — r — t 

k ~ ma>  2 2 

Gbmo  $e  sabe  que  la  amplitud  de  vibraciòn  e$  de  0.2  m,  la  ecuaciòn  (E.2)  resulta 

2F0 

k-ma?~  0 2 

Gbn  Lo$  valores  conocidos de Fo  = 30 N,  a>  = 20  Hz  - 125,665  rad/$ y k = 5000  N/na,  la ecuaciòn  (E.3)  resulfa 

2(30) 


(E/2) 


(E3) 


5000  - «t(125.664}2 

Se  resuelve  la  ecuaciòn  (E.4)  para  encontrar  m - 0.2976  kg. 


= 0.2 


(E-4) 
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Si  la  funcion  fctrzada  es  F(t)  = FQ  cos  a>t,  la  ecuacion  de  movimiento  se  vuelve 

mx  + cx  + kx  = F0  cos  (ot  (3.24) 

Tambitìn  se  espera  que  la  soluddn  particular  de  la  ecuacidn  (3.24)  sea  armonica;  la  suponemos  en 
la  forma1 

xp(t)  = X cos  (**r  — 4)  (3.25) 


1 Ccuno  altemativa,  podemos  suponer  qtie  xp(t)  tìetie  1a  fonmu^f)  = cos  aa  + C2  sen  ax,  la  ctial  tanibièn  implica  dos 

constantes  Cx  y C^.  Pero  d resultado  final  serà  d mismo  en  ambos  castra. 


3,4  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido  a una  fuerza  armònica 

djnde  X y <f>  son  constantes  que  se  tìenen  que  determinar.  X y <p  indican  la  amplitud  y el 
de  fàse  de  la  respuesta,  xespectivamente.  Sustituyendo  la  ecuacion  (3.25)  en  la  ecuacidn 
Uegamos  a 

X[{Jt  — mùJ2)  cos  (<ot  — <f>)  — c(o  sen  {<ut  — <£)]  = cos  <Dt 

Utìlizando  las  relaciones  trigonomdtricas 

cos  (ùJt  — <(>)  = cos  ùh  cos  d + sen  air  sen 

sen  {ùJt  — <fi)  = sen  eat  cos  <(>  — cos  tDt  sen  <p 

en  la  ecuadòn  (3.26)  e igualando  los  coeficientes  de  cos  oti  y sen  oxen  ambos  lados  de  laecuaciòn 
resultante,  obtenemos 

X[(k  — rm P)  cos  <(>  +cù>  sen  tf»]  = F0 
X[{Jt  — mti)2)  sen  <p  — cto  cos  <(>]  = 0 
La  soluciòn  de  la  ecuaciòn  (3.27)  da 

X- à , 

[{Jfc  - JMùji2)2  + cV]1/f2 

y 

* “ (r^) 

Si  insertamos  las  expresiones  deX  y <ft  desde  las  ecuaciones  (3.28)  y {3.29)  en  la  ecuaciòn  (3.25), 
obtenemos  la  soluciòn  partìculardelaecuaciÒn  (3.24).  La  figura3.10{a)  muestia  gràficas  tfpicas  de 
la  fiindòn  foizada  y respuesta  {de  estado  estable).  Los  diversos  tòrminos  de  la  ecuaciòn  {3.26)  se 
muestran  vectorialmente  en  la  figura  3.10(b).  Dividiendo  tanto  el  numeradorcomo  el  denominador 
de  la  ecuaciòn  {3.28)  entre  ky  hadendo  las  siguientes  sustìtudones 

= fiecuenda  natural  no  amortiguada 

c c c 

^ 7=;  - = n*>», 

2vmk  m 

(tftexion  bajo  ta  fiierza  estàtica  Fo,y 
[elaciòn  de  frecuencia 


{3.27) 

(3,28) 

{339) 
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àngulo 

0.24), 

(3.26) 


obtenemos 


1 

V(1  - r2)2  + (2 £r)2 


{3,30) 
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Figuta  3.10  Representaciòn  de  una  fundon  forzaday  respuesta. 


y 


{331) 


Como  se  manifesto  en  la  seccion  33,  la  cantidad  M = X/tì^  se  conqce  como  factor  de  amptifì- 
cadòn  o reiaciòn  de  amplitud.  Las  variaciones  de  X/tì4£t  y $ con  la  relacitìn  de  frecuencia  r y la 
iclacitìn  de  amortiguamiento  f se  muestran  en  la  figura  3.  U . 

Las  siguientes  caracteristicas  del  factor  de  amplificacitìn  (Af)  se  derivan  de  la  ecuadtìn  <330) 
yla  figura3.1l{a); 

1,  Para  un  sistema  no  amortiguado  = 0),  la  ecuacitìn  (3.30)  se  reduce  a ia  ecuadtìn  <3.10),  y 
M — * oo  a rnedida  que  r 1. 


s = 0.0 


iscr 


^ 150; 


'U 

1 


1 

i 

r = 0,- 

05/ 

f- 

0,25 

OiO^ 

= 

f- 
-f  = 
f- 

IXK 

2,0-. 

5,0 

f = 2,0 
f = L0. 
f = 0,5 
f = 025 
f = 0.05 
— f = 0.00 

0 " 0 5 / l"o  L5  2,0  2~5  3 0 

f = 0+0  — ^ 

Relaciòo  de  frecuencia:  r=  ^ 


(a) 


(b) 


Flgura  3.11  Variacion  de  X y 0 con  la  relacion  de  frecuencia  r. 
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2,  Cualquier  cantidad  de  amortiguaniieiito  {f  > 0) , reduce  el  factor  de  amplificacidn  (M)  oon  todos 
los  valores  de  la  ftecuencia  forzada. 

3,  Para  cualquier  valor  especificado  de  r,  un  valor  mayor  de  amortiguamiento  reduce  d valor  de 
M. 

4,  En  d caso  degenerado  de  una  fiietza  constante  (cuando  r = 0),  d valor  de  M = 1. 

5,  La  teduccion  en  M al  haber  amortìguamiento  es  muy  significativa  en  o cerca  de  la  resonancia. 

6,  La  ampiitud  de  vìbradon  forzada  se  reduce  con  valores  ciecientes  de  la  frecuenda  foizada  (es 
decir,  M — * 0 a raedida  que  r — r oo). 

7,  Para  0 < £ < d valor  maximo  de  M ocune  cuando  {vea  el  problema  3.32) 


r = Vl  - 2£1 2 3 4 5  o <ù  = ù)„Vl  - 2£2  {332) 

d cual  es  maior  que  la  frecuencia  natural  no  amortiguada  <u„  y la  ftecuencia  natural  amoitigua- 

da  = *)flVl  - £2. 

8,  E1  valor  maximo  de  X {cuando  r = Vl  - 2£2  ) està  dado  por 


'ì) 2= 

Òest/icijc  2^V  1 - ^ 


y el  valor  deJTen  <ù  = <ùn  es 


{333) 


{334) 


Se  puede  utilizar  la  ecuacion  {3.33)  para  la  dderminaddn  experimental  de  la  medida  de  amor- 
tiguamiento  presente  en  el  sistema.  En  una  pmeba  de  vibradon,  si  se  mide  la  amplitud  maxima 
de  la  respuesta  {X)mSx*  la  idacion  de  amoitiguamiento  del  sìstema  se  puede  encontrar  utilizando 
la  ecuadon  {3.33).  Por  d contrario,  si  se  conoce  la  cantidad  de  amortiguamiento,  podemos  es- 
timar  la  amplitud  de  vibiacidn  maxima. 

9.  Para  t,  = -3=,  ^ = 0 cuando  r = 0.  On  t,  > la  grafica  de  M decrece  monotdnicamente 
con  valores  crecicntes  de  r. 


Las  siguientes  caracteristicas  del  angulo  de  tase  se  observan  por  la  ecuacidn  {3.31)  y la  figura 
3.1 1{b): 


1,  Para  un  sistema  no  amortiguado  {f  = 0),  la  ecuacion  {3.31)  muestra  que  el  angulo  de  fase  es  0 
con  0<r<lyt80°  con  r > 1.  Esto  implica  que  la  exdtaddn  y respuesta  estan  en  fese  con 
0 < r < 1 y desfasadas  con  r > I cuando  f = 0. 

2,  Para  £>0y0<r<l,el  àngulo  de  iase  es  0 < <f>  <90°,  lo  que  implica  que  la  respuesta  se 
ictrasa  con  respecto  a la  excitacidn. 

3,  Para  £ >0  y r > 1,  el  àngulo  de fase  es  de  90°  < <ft  < 180°,  lo  que  impiica  que  la respuesta  se 
adelanta  a la  exdtaddn. 

4,  Para  £ >0  y r = l,el  àngulo  de  fase  es  = 90°,  lo  que  implicaque  la  diferencia  de  fase  entre 
la  excitacion  y la  respuesta  es  de  90°. 

5,  Para  £ > 0,  y grandes  valores  de  r,  el  àngulo  de  fase  se  aproxiraa  a 1 80°,  lo  que  iraplica  que  la 
respuesta  y la  excitacidn  estàn  desfasadas. 
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Respuesta 

total 


La  solucion  completa  la  dan  xft)  = xh(t)  + ^p{f)donde  xh(t)  estadada  por  laecuacidn  (2.70).  Por  lo 
lanto,  para  un  sìstema  subamortiguado,  tenemos 

*(0  = XQe’^a’,,t  <x>s(<oJ  - <£0)  + A'cosfù)#  - d>)  (335) 

ù)d  = Vl  - (2  ù)n 


Las  ecuaciones  (3.30)  y (3.31)  dan  Xy  <f>,  respectivamente,  [diferentes  de  los  valorcs  ob- 

tenidos  con  la  ecuacion  (2.70)]  se  pueden  determinar  a partir  de  las  condidones  iniciales.  Paia  las 
condidones  iniciales,  x(t  = 0)  = jc0  y x(t  = 0)  = i:0,la  ecuaddn  (3.35)  da  por  resultado 


Xq=Xq  cos  <f>Q  + X cos  <f> 

= — $ù)J(q  cos  <f>Q  + ù)4Xb  sen  <pQ  + <u.Y  sen  <f>  (3.36) 

La  soluddn  de  la  ecuacidn  (3.36)  da-X^  y <£0  como 


JQ)  = 

tan<fo 


(jcq  - X oos  <(y)2  + — {£ù>nXo  + Ìq  - $ù)„X  cos  <f>  — ù)X  sen  <f>)2 
md 

_ $ù)nxQ  + i0  - (ù)„X  oos  <f>  - ù)X  sen  <f> 

«)d(xQ  - Xcos<f>) 


> 


(337) 


Ejemplo  3.3 


Respuesta  total  rfe  un  slstema 

Bncuentre la refipuesta total do uu  sLstenia de uu  solo  gmdo  de libertad cou  m = 10 kg,  c = 20 N-$/ma  k “4000 
N/m,  jc0  = Gk01  m,  y i0  = 0 eu  las  siguientes  coudiciones: 

a.  Una fuem exteiua F(f)  = F0 co$ m / actua en el sistema con F0  = 100Nyùj  = 10 rad/$, 

b,  Vìbiacitìu  libre  con  F(t)  - 0. 


SolucWii: 

a*  Cou  lg$  dato$  dados,  obtenemqs 


fk  /4000  __ 

"*  = V»  = V“ ir  = 2>nd/s 

F0  100 

5“t=  T = 4000  = 0,025  m 

c c 20 


0.05 


<?c  2 Vfem  2 V(4000)(10) 

a>d  = Vl  - = VT  - (0.05)2(20)  = 19.974984  rad/s 

<o  10 


r = — = — = 0.5 
a>„  20 


0.025 


V(1  - r2)2  + (2 1 r)2  [(1  - 0.052)2  + (2  -0.5 -0.5)2]1/2 


0.03326  m 


(E.l) 

(E2) 
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Ulilizando  las  condieiones  iniciales,  ,tb  = 0.01  y i0  = 0,  la  ecuadtìn  (3.36)  da  por  resultado 

0,01  = X0  co$  4>a  + (0.03326X0.997785) 


0 

*0  cos  4>0  = -0.023 1 86  (E.3) 

0 = - (0.05X20) Xa cos  (j>Q  + ^19.974984)  $en  4>0  + (0.03326X10)  $en(3.8 14075“)  (E.4) 

Sustìtuyendo  el  valor  de  COS  <£0de  la  ecuacidn  (E.3)  en  (E.4),  obtenemos 

Jf0Sen  d>0  — —0.002268  (E.5) 

La  soluddn  de  las  ecuadones  (E3)  y (E5)  da  por  resultado 

X0  = [(Jf0 cos  4>0?  + (X0 sen  4,0f\'  f1  = 0.023297  (E.6) 


tan  <p0 


Jfoseni 
Xq  cos < 


0.0978176 


= 5.586776° 

b.  Para  vibiaddn  libre,  la  respuesta  total  la  da 

jf(r)  =X<f-fr>i  co$  (toj  - <jH»0) 


<E.7) 


(E.8) 


Utilizando  la$  condiciones  inicialcs  x(0)  = *0  = 0.01  y i(0)  = x = 05  Jf0  y ^0dc  la  ccnacidn  (Ef  8)  sc  dcter- 
minan  como  (vea  la$ ecnacione$  2.73  y 2.75); 


*° = P'iST')  = = ■J®5984" 

Observe  que  las  constantes  3f0  y <j!>0en  los  casos  (a)  y (b)  son  muy  difeientes. 


(E.9) 

(E.10) 


Factor  de 
caiidad  y 
ancho  de 
banda 


Cort  valores  pequenos  de  amorliguamiento  <£  < 0.05),  podemos  considerar 


<338) 


(338) 


El  valor  de  la  relacion  de  amplitud  en  resonancia  tamtridn  se  conooe  como  factor  Q o factor  de 
calidad  del  sistema,  en  analogia  oon  algunas  aplicaciones  de  ingenieria  dectrica,  como  el  circuito 
de  sintonizacidn  de  un  radio,  dondeel  interds  radica  en  una  amplitud  en  resonancia  que  sea  lo  mas 
grande  posible  [3.2].  Los  puntos  /f  ( y /f2,  donde  d factor  de  amplificaddn  se  reduce  a g/ V2,  se 
Uaman  puntos  de  mediam  potencia  porque  la  potencia  absorbida  <AW)  por  el  amortiguador  (o  por 
el  resistor  en  un  drcuito  eldctrico),  que  responde  armdnicamente  a una  frecuencia  dada,  es  propor- 
donal  al  cuadrado  de  la  amplitud  <vea  la  ecuadon  <2.94)): 


AW=1TC6lYi 


(3.39) 
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t 


Figura  3.12  Cuna  de  respuesta  armònica 
que  muestra  los  puntos  de  mediana  poten- 
da  y el  aticho  de  banda. 


La  drferencia  entre  las  frecuencias  asociadas  con  los  puntos  de  mediana  potencia  R{y  R2se  llama 
ancho  de  bandadel  sistemafvea  la  figura  3.12).  Para  encontiarlos  valores  de  /Zt  y R2>  establecemos 


X/S^ , = £>/ V2  enla  ecuadòn  (3.30)  de  modo  que 

1 Q 1_ 

V(1  - r2)2  + (2fr)2  Vl  2V2 { 

o 

r4  - r2(2  - 4<2)  + (1  - 8f2)  = 0 (3.40) 

La  soludòn  de  la  ecuaciòn  (3.40)  da 

r?  = 1 — 2£2  - 2^Vl  + r\  = 1 - 2?  + 2^Vl  + ? (3.41) 

Rìra  valores  pequenos  de  £ , la  ecuadòn  (3.41)  se  puede  aproxiniar  como 

r\  = R]=  « 1 - 2f,  ri  = R\  = * 1 + 2;  (3.42) 

dondetui  = <u|*(  y = <uV.De acuerdo  con  la ecuaciòn  (3.42), 

<ui  - <u?  = (<u2  + <uj)(<u2  - <uj)  = (r\  - r])ù%  =*  4£<uj;  (3,43) 

Utilizando  la  relaciòn, 

<u2  + <U|  = 2<ufl  (3.44) 

en  la  ecuaciòn  (3.43),  veraos  que  el  ancho  de  banda  À<ues 

A<u  = a>2  — ù)j  “ 2£ù)tì  (3.45) 

Combinando  las  ecuadones  (3.38)  y (3.45),  obtenemos 
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Vemos  que  podemos  utilizar  el  fector  de  calidad  para  estimar  el  amortiguamiento  viscoso  equiva- 
lente  en  un  sistema  mecanico.2 


3.5  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido 
a F(t)  = Foe'"f 


Rqjresentemos  la  funciòn  forzada  armònica  en  forma  compleja  corao  F(t)  = de  modo  que  la 
ecuaciòn  de  movimiento  se  escriba  como 

mx  + cx  + kx  = (3.47) 

Como  la  parte  real  de  F(f)  da  la  exdtaciòn  real,  la  parte  real  de  x{0  tambiòn  darà  sòlo  la  respuesta, 
donde  x(t)  es  una  cantidad  compleja  que  satistace  la  ecuaciòn  diferencial  (3.47).  F0  en  la  ccuaciòn 
{3.47J  es,  en  general,  un  nùmero  complejo.  Suponiendo  la  soluciòn  particular  xp(t) 

xp(t)  = {3.48) 

obtenemos,  al  sustìtuir  la  ecuaciòn  {3.48)  en  la  ecuaciòn  {3.47), 3 

F0 


X = 


(jfc  — ma j2)  + l 


tcoi 


(3.49) 


Multipiicando  el  numerador  y el  denominador  del  lado  derecho  de  la  ecuaciòn  (3.49)  por 
[{Jfc  — moF)  — jc«u]  y separando  las  partes  real  e imagmaria,  obtenemos 


X = Fq 


jfc  - ma>2 


_{jfc  — moi 2)2  + c2a r2  1 {Jfc  — mo)2) 


CO) 


+ cv] 


(3d0) 


Utilizanda  la  relaciòn  x + iy  = Ae"t>,  donde  A = V*2  + y1  y tan  <f>  = y/x,  y la  ecuaciòn 
(3.50)  se  expresa  como 


X = 


Fo 


[(jfc  - ma j2)2  + c2**2]1/2 


donde 


= taD 


( ) 

\k  - mo? } 


^Jfc  — mcp-  f 

Pbr  lo  tanto,  la  soludòn  de  estado  estable,  ecuaciòn  (3.48),  se  escribe  como 

^o 


Xp(t)  ~ 


[(jfc  - mù)2)2  + {cù))2]1^2 


(3-51) 


(3-52) 


(3,53) 


Respuesta  de  frecuencia.  La  ecuaciòn  (3.49)  se  rcescribe  como 

kX  1 


1 - r2  + i2{r 


- H(io)) 


(354) 


^dtfjexminarìd^  (m,  c y A)  ìmznfa  en  putitos  de  mediana  potenda  y otras  carsjcteristtcas 

de  respuesta  dei  $istema  $e  consìdera  en  la  seoddn  I0*S  en  d sitio  web+ 

3 La  ecviaciun  (3  49)  se  pnede  csciibtr  como  ZÌim)X  = F0>  donde  Z(iW)  = -m<t ? + imc  + k es  la  denominada  impedancia 
meclnica  deJ  sistema  [3>B]h 
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donde  H(m)  se  oonoce  oomo  la  respuesta  de  frecuencia  oompleja  del  sìstema.  H valor  absoluto  de 
H(m)  esta  dada  por 


U/Ml  = 


kX 


1 

[(1  - r2)2  + (2 fr)2]1^2 


(3  55) 


indica  el  factor  de  ampiLficaddn  definìdo  en  la  ecuacìdn  (3.30).  Reoordando  que  d*  = cos  <f>  + 
ì sen  </>,  podemos  demostrar  que  las  ecuadones  (3.54)  y (3.55)  estan  reJacionadas: 


H(im)  = |ff(«u)|e 


(356) 


donde  <f>  lo  da  la  ecuacidn  (3.52),  la  cual  tambidn  se  puede  expiesar  como 

* - (7375) 

Fbr  lo  tanto,  la  ecuadon  (3.53)  se  expresa  como 

i,(()  = 

Se  ve  que  la  fiinddn  de  respuesta  de  frecuencia  compleja,  H(m),  contiene  tanto  la  magnitud  como 
la  fasede  larespuestade  estado  estable.  E1  uso  de  esta  funcion  en  la  determinaddn  experimental  de 
k)s  paràmetros  del  sistema  (m,c  y Jt)  se  aborda  en  la  secddn  10.8.  Si  f(f)  = FQ  cos  «uf,  la  parte  real 
de  la  ecuacidn  (3.53)  proporeiona  la  solucidn  de  estado  estable  correspondiente: 


JCp(0  = 


= Re  = Ro  j|H(to)|<l<",-'»l 


(3-59) 


la  cual  es  ìgual  a la  ecuadon  (3.25).  Asimismo,  si  F($)  = F0  sen  <ur,  la  parte  imaginaria  de  la  ecua- 
adn  (3.53)  da  ia  solucidn  de  estado  estable  correspondiente: 


Fo 


x'l°  = [(*  - t (-j»f (*  ’ ** 


(3.60) 


Representadòn  del  movimiento  armdnieo  como  un  vector  compiejo.  La  excitaddn  armdnica 
y Ja  respuesta  del  sistema  amortiguado  a dicha  exdtaddn  se  pueden  representar  gràficamente  en 
d plano  complejo,  y al  diagrama  resullante  se  le  puede  dar  una  interesante  interpretacidn.  Primero 
dferenciamos  la  ecuadon  (3.58)  con  respecto  al  tiempo  para  obtener 


Velocidad  = ip(i)  = /<u--  |//(i<u)|c,(ù)/ “ ^ = iùw^f) 
Aceieracidn  = xp(t)  = (/<u)2”- \H(m)  = - e>2xp(t ) 


(3.61) 
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Porque  i se-  expresa  como 

IX  , . IX  JS  _ 

( = cos  — + ( sen  — = e 2 (3.62) 

podemos  concluir  que  la  velocidad  se  adeianta  al  desplazamiento  por  d àngulo  de  fase  'ir/2y  que 
esta  multiplicada  por  <u.  Asimismo,  — t se  puede  escribir  como 

— I = cos  tt  + 1 sen  ir  = e1*  <3.63) 

Por  consiguiente,  la  aceieiaciòn  se  adelanta  al  desplazamiento  en  el  àngulo  de  fese  tr,  y està  mul- 
tiplicada  por  aP-. 

De  ese  modo,  los  diversos  terminos  de  la  ecuaciòn  de  movimiento  {3.47)  se  pueden  representar 
en  el  plano  complejo,  como  se  muestra  en  la  figura  3. 13.  La  interpretacìòn  de  esta  figura  es  que  la 
suma  de  los  vectores  complejos  cx(t),  y fcrtt)  balancea  F(t),  que  es  precisamente  lo  que  se 
requìere  para  satisfacer  la  ecuaciòn  (3.47).  Tambien  es  de  notarse  que  d diagrama  completo  gira 
con  una  velocidad  angular  u>  en  d plano  compiejo.  Si  sòlo  se  tiene  que  oonsiderar  la  parte  real  de 
la  respuesta,  entonces  el  diagrama  completo  debe  proyectarse  sobre  el  eje  real.  Asimismo,  si  sòlo 
se  tiene  que  considerar  la  parte  imaginaria  de  Ja  respuesta,  entonces  el  diagrama  debe  proyectarse 
sobre  d eje  imaginario.  En  la  figura  3.13,  obsCTve  que  la  fuerza  F(t)  = F0ei“'  aparece  representada 
como  un  vector  localizado  a un  àngulo  <ut con  respecto  al  eje  real.  Esto  implica que  F0 es  real.  Si  F0 
tambiòn  es  compleja,  entonccs  el  vectorfuerza  F(t)  estara  localizado  a un  àngulo  de  (<u  + ^fOdonde 
tjt  es  algùn  àngulo  de  fese  introducido  por  F0.  En  ese  caso,  todos  los  demàs  vectores,  es  decir,  mx, 
cx,  y fcc.se  despiazaràn  el  mismo  àngulo  tp.  Esto  equivale  a multiplicar  ambos  lados  de  laecuaciòn 
(3.47)  por  e'f. 


lm 


Figura  3,13  Representadòn  de  la 
ecuadòn  (3.47)  en  un  plano  complejo. 


3.6  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido 
al  movimiento  armònico  de  la  base 


En  ocasiones  la  base  o soporte  de  un  sistema  de  resorte-masa-amortiguador  experimenta  movi- 
miento  armònico,  como  se  muestra  en  la  figura  3.14{a).  Sea  y(t)  el  desplazamiento  de  la  base  y 
x(t)  el  desplazamiento  de  la  masa  oon  respecto  a su  posidòn  de  equilibrio  estàtico  en  el  tìempo  t. 
Entonces  el  alargaraiento  neto  del  resorte  es  x — y,  y la  vdoddad  relativa  entre  los  dos  estremos  del 
amortìguador  es  x — y.  Dd  diagrama  de  cuerpo  libre  que  se  muestra  en  la  figura  3. 14{b),  obtenemos 
la  ecuadòn  de  movinuento: 


mx  + c(x  —y)  + k(x  — y)  = 0 


(3.64) 
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+J? 


k{x-y)  c(x  - y) 


FJgura  3.14  Exdtadonde  labase. 


Si  y(f)  = Vsen  <ur,la  ecuacion  (3.64)  se  escribe  corao 

mx  + cx  + kx  = /ty  + cy  = JfcVsen  a>t  + ctaY  cos  (ot 

= A sen  (<ar  + <r)  (3.65) 

donde  A = yVì?  + (cù>)2  y a = tan"1  Esto  demuestia  que  excìtar  la  base  cquivale  a 

aplicar  una  fuerza  armdnica  de  magnitud  A a la  masa.  Utilizando  la  solucidn  indicada  por  la  ecua- 
don  (3.60),  la  respuesta  de  estado  estable  de  la  masa,  x^f),  se  puede  expresar  como 


donde 


*p(t)  = 


Y V*2  + (c<u)2 

— ; — ì;  ,-  sen  (ùw  - (f>ì  - a) 

- ma ?)2  + (c<u)2J  '2 


(3.66) 


*' = “■‘(rrb) 

Utilizando  identidades  trigonomdtricas,  la  ecuacidn  (3.66)  se  reescribe  en  una  forma  mas  conve' 
iiente  como 


xp(t)  = X sen  (ù>t  + tf>) 


(3.67) 


donde  Xy  <f>se  expresan  como 


X_ 

Y 


k 2 + (c<u)2 


|_  (Jfc  — m(ù 2)2  + (c<u) 


- *„„-i 


4»  = tan 


mc(t? 


L*(*  — m a?)  + (<uc) 


l1'2  = r 1 + (Urf  ~| 

J L<i  - »2?  + (w2J 

jj  = ta 


Ll  + (4£2  - 1) 


V2 


7] 


(3.68) 


(3.69) 


JC 

La  rdaddn  de  la  amplitud  de  la  respuesta  xp(t)  a la  del  mqvimiento  de  la  base  y(t),y>  se  llama  tmns- 
msìbUÌdaà  del  desplazamknto.4  Las  variaciones  de  § = Td  y 4>  dadas  por  las  ecuaciones  (3.68) 
y (3.69)  se  muestian  en  las  figuras  3.15(a)  y(b),  respectivamente,  para  diferentes  valores  de  ryg. 


4La  expmbsi6n  para  la  transmisibilidad  <W  dcsptomiento  tandjidn  se  puede  obtener  sìguicndo  el  mdtodo  de  funddn  de 
transfcrcneia  que  se  dcscHbe  en  Ja  seeddn  3.14, 
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^ <a)  <b) 

Ptgura  3.15  Variaciones  de  Tdy  4>  con  r. 


Observe  que  si  la  excitaciòn  armqnica  de  la  base  se  expresa  en  forma  compleja  como  y(t)  = 
Re{l'e'“9,  la  respuesta  del  sìstema  se  expresa.  basada  en  el  anàlisis  de  la  seccidn  3.5.  como 


= Re 


f(  1+flfr 
i\l  - r2  + a fr 


y la  tiansmisibilidad  de  despiazamiento  como 


<3.70) 


f = Td  = [l  + I <3.71) 

donde  la  ecuacidn  <3.55)  da  por  rcsultado  |//(ì*j)|. 

Los  siguientes  aspectos  de  la  trammmbUÌdad  del  desplazamiento,  Td  = f , se  observan  en  la 
figura3.15{a): 


1.  H valor  de  Tdes  unitario  en  r = 0 y se  aproxima  ala  unidad  con  valores  pequefios  de  r. 

2,  Para  un  sistema no  amortiguado  {£  = 0).  Td  — * oo en  resonancia  (r  = 1). 

3,  E1  vaior  de  Tde s menor  que  la  uridad  (Td<  1)  paia  valores  de  r > V5  <para  cuaiquier  cantidad 
de  amortiguamiento  £). 

4,  H valor  de  Trfes  unitario  paratodos  los  valores  de  £ y con  r = V5. 

5.  Para  r < v5,  las  relaciones  de  amortiguamiento  pequenas  conducen  a valores  grandes  de  Td. 
Por  otia  parte,  para  r > \/2,  los  valores  pequeiios  de  la  relacion  de  amortiguamiento  oonducen 
avalores  pequenos  de  Td. 

6.  La  tiansmisibilidad  del  desplazamiento,  Td,  alcanza  un  valor  maximo  con  0 < £ < 1 a la  rela- 
don  de  frecuencia  r = rw  < 1 dada  por  (vea  d problema  3.60); 


En  la  figura  3. 14,  una  fuerza,  F,  se  transmite  a la  base  o soporte  debido  a las  reaociones  del  resorte 
y el  amortiguador  hidràilioo.  Esta  fuerza  se  determina  como 


Fuerza 

transmitida 


F = Jfc(x  - y)  + c(i  - y)  = -tn'x 


<3.72) 
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Segun  la  ecuacion  (3.67),  la  ecuacion  <3.72)  se  puede  escribir  comq 

F = nw2  X sen  (ù>t  — <f>)  = Frse  n {(ot  — <f>)  (3.73) 

donde  Fr  es  la  amplitud  o valor  maximq  de  la  fuerza  transraitida  a la  base  dada  por 


Ft  = I 1 + (2  fr)2  "|1/2 

kY  T 1_(1  - r2)2  + <2£r)2  J 


(3.74) 


Larelacìon  (Fr/kY)  se  conoce  comq  trammisibìlidad  de  /werja/Observe  que  la  fuerzatransraitida 
esta  en  fase  con  el  movimiento  de  la  masa  Jf{/).  La  variacion  de  la  fuerza  Iransmitida  a la  base  con 
la  relacidn  de  frecuencia  r se  muestra  en  la  figura  3.16  para  valoies  diferentes  de  £. 


3.6.2 


Movimiento 

relativo 


Si  z = x — y indica  el  movimiento  de  la  masa  con  mspecto  a la  basef  la  ecuaddn  (3.64)  de  movi- 
miento  se  puede  volver  a escribir  como 


rriz  + cz  + kz  = —my  = m<u2y  sen  <ur 
La  soluddn  de  estado  estable  de  la  ecuacion  (3.75)  es 

maP-Y  sen  (<uf  — <fo) 

*(0  = 771 2\2  . f TtPi n = z 8811  (*#  - 

[ (Jfc  - mtitf  + (c<u)  ] ' 


(3.75) 


(3.76) 


donde  2,  la  amplitud  de  £<f),  se  expresa  como 

z = m(^Y  = Y r2 

V(i  - m<u2)2  + (c<u)2  V(1  - r2)2  + (2fr)2 


(3.77) 


5EI  uso  del  concepto  dc  transmisibilidM  en  el  diseflo  de  sistemas  aislantes  de  h vibmdtìn  se  aborda  en  el  capitulo  8>  La 
cxpresidn  pm  la  transmisìbilìdad  tambidn  se  puede  obtener  por  mcdìo  del  mctodo  de  ftmddn  de  tmnsferenda  que  se  des- 
cribeen  Jaseoddn  3h14h 
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8 

s 


0 05  l+0  1.5  2.0  2*5  3.0  3.5  4.0 


Flgura  3-1 7 Variadòn  de  {ZfY)  o {MXlme)  con 
reladòn  de  frecuenda  r = (to/ù >n). 


y^ipor 

*' = = ùD"  (r^) 

La  relacitìn  ZJX se  muestra  graficamente  en  la  figura  3.17.  La  variacidn  de  4»i  cs  la  misma  que  se 
muestra  para  <f>  en  la  figuia  3.1  !{b). 


Ejemplo  3.4 


vehfculo  que  vlaja  sobre  una  carretera  deslgual 

La  figum  3. 1 8 muestra  un  modelo  simple  de  uu  automotor  que  vibra  en  la  direocitìn  vertical  al  viajar  por  una 
carreteia  desigual.  E1  vehiculo  tiene  una  masa  de  1200  kg.  El  sistema  de  suspensiòn  tiene  una  constante  de 
resoite  de  400  kN/m  y u na  re  ladòn  de  amordguainie  nto  de  f = 0.5 . 5i  I4  velocidad  de I vehfculo  e$  de  20  km/h , 
determine  la  amplitud  de  desplazamento  del  veMcnlo.  La  superfide  de  la  canetera  varia  senoidalmente  coti 
una  amplitud  de  Y = 0.05  m y Jongitud  de  onda  de  tì  m. 


Suliiciòn:  La  fiecuenda  <0  de  la  excitaciòu  de  la  base  se  deteimim  dividiendo  la  veloddad  del  vehfculo, 
v km/h,  entre  la  longitud  de  un  dclo  de  aspereza  de  onduladdn  de  la  carretera: 

fvX  1000\l 

<0  = 2*/  = 2*\  1-  = 0290889  vmd/s 

Para  v = 20  km/h,  <0  = 5.8 1778  rad /$.  La  fiecuencia  natural  del  vehfculo  e$ 


<0 


R 


= 18,2574  rad/s 


y por  consiguiente  la  rdacion  de  fiecuencia  r e$ 


r 


5.81778 

18.2574 


= 0.318653 


La  ieladdn  de  amplitud  se  puede  deiivar  de  la  ecuaddn  (3,68); 


x_ 

Y 


f 1 + (2fr)2  \1/5  _ f 1 + (2  X 0.5  X 0.318653)2 

1(1  - r2)2  + (2 £r)2j  1(1  - 0.318653)2  + (2  X 0-5  X 0.31 8653)2 


= 1.100964 


264  Capftulo  3 Vibradòn  armtìnicaraente  exdtada 


Ejemplo  3.5 


x(t) 


y(t) 


= Y sen  orf 


Pìgura  3.18  Vehiculo  que  viaja  por 
una  carretera  desiguaL. 


R>r  lo  tanto,  la  atnplitud  de  desplazamieuto  del  vehfculo  e$ 

X ^UOOgtì^r^l.lOWtì^O.OS)  =0,055048m 

E&to  indica  que  un  desuivd  de  5 cm  eu  la  carretem  $e  tmusmite  como  uu  desnivel  de  5.5  cm  aJ  chasis  y a los 
posajeros  en  el  automtìvil.  Por  lo  tantg,  en  este  caso  los  pasajeros  sienten  un  movimiento  amplificado  (vea  el 
problema  3.107  para  otms  situaciones). 


Màquina  sobre  una  base  eldstlca 


Una  màquina  que  pesa  3000  N està  montada  en  una  base  elàstìca.  La  deflexitìn  estàtìca  de  la  base  debida  al 
peso  de  la  maquina  es  de  7.5  cm.  Se  observa  que  la  mdquina  vibra  con  una  amplitud  de  1 cm  cuando  la  base 
se  somete  a oscilaciones  amujnicas  a la  frecuencia  natuml  no  amortìguada  del  sistema  con  una  amplitud  de 
025  cm.  Encuentre 

a.  la  constante  de  amortìguamiento  de  la  base. 

b.  la  amplitud  de  fuerza  dinàmica  sobre  la  base,  y 

c.  1a  amplitud  del  desplazamiento  de  la  màquina  con  respecto  a la  base. 

Sohidtìn: 

a.  La  rigidez  de  la  base  se  determina  a partìr  de  la  deflexidn  estàtica:  k - peso  de  la  màquina/^  = 
3000/0075  = 40,000  N/m 

En  resonancia  (m  = a>„  o r = 1),  la  ecuacitìn  (3.68)  da  por  resultado 

X _ 0.010 
¥ ~ 0.0025 


* + m 

. (U)2 


2T^ 


(E.l> 
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yftu^COS  ott 


la  solucion  de  Ja  ecuadòn  (E.  1)  resulta  ser  £ = 0.129 1 . La  constante  de  amortiguainiento  es 

c=  l 'C'  = £lVknt  = 0.1291  X 2 X V40.000  X (3000/9.81) 

= 903,0512  N-s/m 

b,  La  amplitud de  fuem  dindmica  sobie  la  base  en  r = 1 se puede  derivar  de  la  ecuaddn  (3.74): 


ft  = yjt 


~i  + 4fa1 

„ H2  J 


1/2 


kX  = 40,000  X 0.01  = 400  N 


e,  La  amplitud  dd  desplazaitùeuto  relativo  de  la  màquina  on  r = 1 se  obtiene  do  la  ecuacion  (3.77): 

0.0025 


Y 

Z = — 


2£  2 X 0.1291 


0,00968  m 


(E  2) 


<E3) 


(E4> 


& observa  que  X = 0.01  m,  Y = 0,0025  m,  y Z = 0.00968  m;  por  consiguiente*  Z X — Y.  Esto  se  debe 
alas  difcrencias  de  &se  entie  x,  y y z. 


3.7  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido 
a desbaiance  rotatorio 


E1  desbalance  en  una  maquinaria  rolatoria  es  una  de  las  causas  principales  de  vibracidn.  En  la  figura 
3.19  se  muestra  un  modelo  simplificado  de  una  maquina  como  esa.  La  masa  total  de  la  maquina  es 
M,y  tiene  dos  masas  excdntrìcas  ttt/2  que  giran  en  direcciones  opuestas  con  una  veloddad  angular 
ù)  constante.  La  fueiza  centitfuga  {meùP)(2  pioducida  por  cada  masa  excitarà  la  masa  M.  Consì- 
deiamos  dos  masas  Lguales  tn/2  que  giran  en  direcciones  opuestas  de  modo  que  los  componentes 
horizontales  de  la  fuerza  de  excitaciòn  de  las  dos  masas  se  eliminan  entre  sf.  Sin  embargo,  los 
componentes  veiticales  de  excitadòn  se  suman  a lo  laigo  dd  eje  de  simetrfa  A-A  en  la  figura  3.19. 
Si  la  posLclòn  angular  de  las  masas  se  mide  con  respecto  a la  posidòn  horizontal,  d componente 
veitical  total  de  la  exdtaciòn  siempre  es  F(t)  = meù)2  sen  m.  La  ecuaciòn  de  movìraiento  se  deriva 
por  medio  del  procedimiento  usual: 


M x + cx  + kx  = m&i)2  sen  tot 


(3,78) 


Flgura  3,19  Masas  desbalanceadas  rotatorias. 
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La  soludon  de  esta  ecuacion  serà  idtìntica  a la  ecuaddn  {3.60)  d reemplazamos  my  F0  por  M y 
meofi-y  respectivamente.  Esta  solucidn  tambien  se  puede  cxpresar  como 


(3.79) 


xp(f)  = Xsen  (ùtf  -<f>)  = Im  — — ] |.Ef{w>)|eI(“*"4^ 

M\a>„  ì 


donde  ~ Vi/  M y X y <f>  indican  la  amptitud  y el  àngulo  de  fese  de  vibradon  dados  por 


meor  met  a>  \ 

X ' [(*  - W/  + (m.)1]1*  ' « W "(i" 


= tan  ’[ 1 ■= 

V*  - Mo? 


(3.80) 


A1  ddinir  £ = cjc(  y cc  = 2Af<un>las  ecuaciones  (3.80)  se  reesdbien  como 


me  [{1  - r2)2  + (2 £r)2] 

, -i  2fr 
= ten  — J 


1/3  = 


(3.81) 


La  variaddn  de  MXJme  con  r paia  diferentes  valores  de  £ se  muestra  en  la  figura  3. 17.  Por  otro  lado, 
la  gràfica  de  <^contra  rpermanece  como  la  figura  3.11{b).  Las  siguientes  observaciones  se  pueden 
hacer  a partir  de  la  ecuacion  {3.8 1)  y la  figuia  3.17: 


1,  Todas  las  curvas  se  inidan  con  una  amplitud  cero.  La  amplitud  cerca  de  la  resonancia  {<u  = <a^ 
se  ve  maicadamente  afectada  por  el  amortiguamiento.  Por  lo  tanto,  si  la  maquina  tìene  que 
fiincionar  ceica  de  la  resonancia,  deberà  introducirse  amortiguamiento  a propdsito  para  evitar 
amplitudes  pdigrosas. 

2,  A velocidades  muy  altas  (<o  grande),  MXJme  es  casi  unitaria,  y el  efecto  dd  amoitiguamiento  es 
insignificante. 

| 

3,  Para  0 < C < — p,el  valor  maximo  de  ocurre  cuando 

V2  me 


(")■ 


(3.82) 


La  solucion  de  la  ecuacidn  (3.82)  da 


'1  ~ 2 1 


con  d valor  màximo  conespondiente  de  — — dado  por 

me 


(MX\ 1 

\me  )wà*  2(Vì  - 


(3.83) 
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Ejemplo  3.6 


Por  lq  tanto,  los  valores  maximos  ocunen  a laderecha  del  valor  de  resonancia  de  r = 1. 


4,  I^i3£  > 


\fi 


MX 


me 


nq  alcanza  un  màximo.  Su  valor  crece  desde  0 en  t = 0 hasta  1 cn  r — * oo. 


5,  La  fueiza  tiansmitida  a la  base  produdda  por  la  fuerza  desbalanceada  rotatoria  (F)  es  F(t)  = 
kx(t)  + cx(t).  La  magnitud  <o  valor  maximo)  de  Fse  deiiva  (vea  el  problema  3.73)  como: 


|f|  = meù? 


i + H 


L<i  -^)3 


V 1 

4 fr2_ 


<3.84) 


Deflexiòn  de  un  motor  elèctrlco  debldo  a desbalance  rotatorio 


Un  motor  eltìctrico  de  masa  M,  montadò  sobre  un  cimiento  elastico,  vibra  oon  una  deflexiòn  do  0,15  m en 
iesonancia  (figum  3.20).  Se  sabe  qne  la  masa  de&balanceada  del  motor  es  un  8%  de  1a  masa  del  rotor  debido 
a las  tolemncias de febricacidn  utilizadas,  y la  ielacidn  de  amortiguamiento  del  cimiento  esf  = 0.025.  Deter- 
mine  lo  siguiente; 

a.  la  excentricidad  de  Ja  ubicacidn  rndial  de  la  masa  desbalanceada  ( e ). 
b*  La  deflexitìn  pico  del  motor  cuando  la  ielacitìn de  ftecueicia  varfa  desde  la  resonancia. 
c la  masa  adicionaJ  que  se  agiegarfi  de  manem  uniforme  al  motor  $i  la  defle3ritìn  del  motor  en  iesonancia  $e 
tiene  que  ieducir  a 0. 1 m. 

Suponga  que  la  masa  exctìntrica  no  cambia  cuando  $e  agxega  la  masa  adicional  al  motor. 


a»  De  acuerdo  con  la  ecuacitìn  (3.8 1),  la deflexitìn  en resonancia  (r  = 1)  es 

MX  1 1 


tne  2£  2(0.025) 

Con  la  cual  la  excentricidad  se  determina  como 

MX  Af(0.l5) 
e ~ 20m~  20(0.08  M)  ~ 
b,  La  ecuadtìn  (3.83) da  la  deflexiòn  tndxima  dd  motor  como: 

1 1 


20 


0.09375  m 


(5) 


2^Vl  - f 2(0.025)  Vl  - 0.0252 


20.0003 


777P7777777777777777777777777, 


Figura  3.20 
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a partìr  de  la  cual  la  detlexiÒD  tnàxima  $e  detennina  como 

3&.00tì3me  20.OO63(O.O8Af)  (0.09375) 

0.150047  m 

lYl  M 

c.  Si  la  masa  adidonal  agregada  al  motor  so  indica  como  Mff,  la  ecuaddn  (3.81)  da  la  deflesitìn  correspon- 
diente: 

(Af  + M„)(0.1) 

= 20 

(0.08M)  (0.09375) 

la  cual  da  Ma  = 0.5M.  Pqr  lo  tanto,  la  masa  del  motor  se  tìene  que  incrementar  en  50%  para  iedncir  la 
deflexitìn  en  resonancia  de  0. 15  m a 0. 10  m. 


Turblna  hldràulica  Francls 


la  figura  3.21  e$  un  diagrama  de  uua  turbiaa  hidràulica  Fraucis,  en  la  cual  el  agua  fluye  de  A a las  aspas  y 
hacia  el  caual  de  descarga.  E1  rotor  tìene  una  masa  de  250  kg  y uu  desbalauee  (me)  de  5 kg-mm.  La  holgura 
radial  entre  el  rotor  y el  estator  e$ de  5 mm.  Ia  turbina  opera  eu  el  rango  de  velocidad  de  600  a 6000  ipm,  Se 
supone  que  la  flecha  de  acero  donde  e$tà  montado  el  rotor  està  sujeta  en  Jo$  cojinete$.  Determine  el  diàmetro 
de  la  flecha  de  modo  que  el  rotor  $iempre  libie  el  estator  a toda$  la$  velocidade$  de  operacidn  de  la  tuibina. 
Suponga  que  el  amortìguamiento  e$  insignifìeante. 


Salucida:  ta  amplitud  màxima  de  la  flecha  (rotoi)  producida  poi  el  de$balance  rotatorio  $e  obtìene  con  la 
ecuacitìn  (3.80)  con  c = O como 


X = 


mcùj2 


mcùj2 


(Jfe  — Afùj2)  k(l  — r2) 


dmde  me  = 5 kg-mmf  M = 250  kg  y el  valor  tùnite  de  X = 5 mm.  E1  valor  de  ùj  varia  de 

2tt 

600  rpm  = 600  X — = 20tt  rad/s 
r 60 


(Rl) 


Caual  de  descarga 


Fìgura  3-21  Tbrhina  hidràulica 
FVancis. 
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6000  rpra  = 6000  X = 200irrad/s 
60 


mietitras  qtie  la  frecuencia  natuial  del  $i$tema  $e  calcula  como 


X = 


tneù) 


meù) 


(k  — Mù)2)  Jt(l  — r2} 
si  k està  eu  N/m.  Para  w = 2(hr  rad/s,  la  ecuacitìn  (E.  1)  da  por  resultado 

(5.0  X 10“3)  X (20ir)7 


0.005  = 


21T2 


JL 

(2M21 

jt  - ìoV 

/c 

0.004  Jtj 

Jt=  10.04  X loVN/m 
Para  ùj  = 20Oit  rad/$,  la  eciiacidn  (E,  1)  da 

(5.0  X 10-3)  X (200rr)2 


0.005 


20Ojt2 


k 

(2Q0w)21 

0.004Jt  J 

Jt  - lOV2 


jt  = 10.04  X ÌO6  ir^N/m 


(E22) 


(E^) 


(E.4) 


A partir  de  la  fignra  3. 17  $e  ve  qne  la  amplitud  de  vibracidn  de  la  flecha  iotatoria  se  puede  minimizar  hadeudo 
r =ù»/ù)„  muy  grande.  Esto  significa  que  w,  debe  hacerae  pequeiia  en  compararitìn  con  a>,  e$  decir,  k debe 
hacerse  pequena.  Esto  $e puede  lograr  selecrionando  el  valor  de k como  10.04  X 10 4jt3  N/m.  Como  la  rigidez 
de  una  viga  en  voladizo  (flecha)  que  sopoita  una  carga  (rotor)  en  el  extremo  estì  dada  por 


3 = 3£/fTT(f4'\ 
/3  /3  l 64  ) 


(E*5) 


el  didmetro  de  la  viga  (flecha)  $e  puede  hallar  como 

64Jt/3  (64)(  10.04  X 10V)(23) 


à 4 = 


3t tE 


3tt(2.07  X 1011) 


= 2.6005  X 10-4  m4 


d = 0.1270m  = 127  mm 


(E.6) 


3.8  Vibraciòn  forzada  con  amortiguamiento  de  Coulomb 


Para  un  sìstema  de  un  solo  grado  de  libertad  con  amortiguamiento  de  Coulomb  o de  friccidn  seca>  so- 
metido  a una  fuerza  armonica F(t)  - F0sen  a>t  como  en  la  figura 3.22,  la ccuacìdn  de  movimiento  es 

mx+  kx  ± fjbN  = F(t)  = F0  sen  m (3.85) 

donde  el  signo  de  la  fuerza  de  friccidn  (fiN  = fimg)  es  positìvo  (negativo)  cuando  la  masa  se  mueve 
de  izquierda  a derecha  (derecha  a izquieida).  La  solucidn  exacta  de  la  ecuacidn  (3.85)  es  bastante 
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Desplazada  Desplazada 

a la  izquicrda  (.t  < 0)  a la  dcrccha  (jt  > 0) 


N N 


(b) 

Figura  3.22  Sistema de  un  solo  grado  de  libertad  con  amortiguamiento  de  Coulomb. 


complicada.  Sin  embargo,  podemos  esperar  que  si  la  fuerza  de  amoniguamiemo  de  friocion  seca 
es  gmnde,  el  moviniiento  de  la  masa  sera  discontinuo.  Por  otra  parte,  si  la  ftierza  de  fiiccion  seca  es 
pequena  comparada  con  la  ampiitud  de  la  fuerza  aplicada  F0,  se  espera  que  la  soludon  de  estado 
estable  sea  casi  aimonica.  En  cste  caso,  poderaos  determinar  una  sducion  aproximada  de  la  ecua- 
ddn  (3.85)  por  medio  de  una  reladon  de  amoitiguamiento  viscoso  equivalente.  Para  determinar  tal 
icladdn,  igualamos  la  energi'a  disipada  por  la  friccion  seca  a la  eneigfa  disipada  por  un  amoitiguador 
viscoso  equivalente  duiante  un  cido  de  movimiento  completo.  Si  Xdenota  la  amplitud  de  movimien- 
fc>,  la  eneigfa  disipada  por  la  frierza  de  fricddn  fiNen  un  cuarto  de  ciclo  es  fiNX,  Por  consiguiente,  en 
un  dclo  compieto  la  energfa  disipada  por  el  amortiguamiento  de  fricddn  seca  esta  dada  por 

A W = AfiNX  (3.86) 

S la  constante  de  amortiguaimento  vìscoso  equivalente  se  indica  como  ceq,  la  energia  disipada 
dUiante  un  ciclo  completo  (vea  la  ecuacion  (2.94))  serà 

A W = (3.87) 

Igualando  las  ccuadones  (3.86)  y (3.87),  obtenemos 


_ 4 fiN 
Ceq  “ 


(3.88) 


Fbr  lo  tanto,  la  respuesta  de  estado  estable  esta  dada  por 


(3.89) 

(3.90) 


^eq  _ Ceq  _ 4 flN  _ IflN 

cc  2 mù)n  2mti)n'iT(ùX  umù>ù)„X 


(3.91) 
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La  sustitucidn  de  la  ecuacion  (3.91)  en  la  ecuaciòn  <3.90)  da 


La  solucìòn  de  esta  ecuaciòn  da  la  amplitud  X como 


X = 


(3.92) 


(3.93) 


Como  ya  antes  se  dijo,  se  puede  utilìzar  la  ecuaciòn  (3.93)  sòlo  si  la  fuerza  de  fricciòn  es  pequena 
comparada  con  F0.  De  bechq,  d valor  lfmite  de  la  fuerza  de  fricciòn  se  determina  con  la  ecua- 
ciòn  (3.93).  Para  evitar  valores  imaginarios  deJf,necesitamos  tener 


1 - 


o 


flN  'JT 


Si  no  se  satisface  esta  condiciòn  se  debe  utilizar  d anàlisis  exacto,  dado  en  la  referencia  [3.3].  E1 
àngulo  de  fase  que  aparece  en  la  ecuaciòn  (3.89)  se  calcula  utilizando  la  ecuaciòn  (3.52); 


— tan™ ^ 


<f>  = tan 


m. 


= tan"1 


= tan-1 


4fiN 

irkX 

V-ì 


(3.94) 


Sustituyendo  la  ccuadòn  (3.93)  en  laecuaciòn  (3.94)  psiaX,  obtenemos 


AfiN 


<f>  = lan  1 


(3.95) 


La  ecuaciòn  (3.94)  muestia  que  tan  <f>  es  una  constante  para  un  valor  dado  de  FjfjN.  <f>  es  discon- 
linuo  en  = 1 (resonancia),  puesto  que  adquiere  un  valor  positivo  para  <u/<uB  < 1 y un  valor 
negativo  para  <u/<u„  > I . Por  lo  tanto,  la  ecuaciòn  3.95  tambiòn  se  puede  expresar  como 


* 


(3.96) 


La  ecuadòn  (3.93)  muestra  que  la  fricdòn  sirve  para  limitar  la  ampiìtud  de  vibradòn  forzada 
para  <u/<ufl  I.  Sin  embargo,  en  resonancia  (<u/<ufl  = I),  la  amplitud  se  vuelve  infinita.  Esto  se 
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puede  explicar  comq  sigue.  La  energfa  dirigida  hacia  d sistema  durante-  un  cido  cuando  es  exdtado 
amdnicamente  en  resonancia  es 

Aff'  = f F-dx  = f F-j-dt 

t/ciclq  JQ  dt 

t=2ìt/ùj 

ff)  sen  m ■ cos  {*>t  - tf>)]dt  (3.97) 

Como  la  ecuaciòn  <3.94)  da  tf>  = 90°  en  resonancia,  la  ccuacidn  <3.97)  se  escribe  como 

j*2w/ùì 

A W'  = F0Xù>  / sen2  ù>t  dt  = itFqX  <3.98) 

J o 

La  ecuadon  <3.86)  da  la  energfa  disipada  por  el  sistema.  Como  ttF^i.  > 4 (jtNX paia  que  X tenga 
un  valor  real,  AW'  > AW  en  resonancia  (vea  la  figuia  3.23).  Por  lo  tanto,  mas  eneigfa  se  dirige  al 
àstema  por  dclo  que  la  que  se  disipa  por  ciclo.  Esta  energfa  extra  se  utiliza  para  incrementar  la  am- 
piitud  de  vibradon.  Para  la  condiddn  no  resonante  1),  la  eneigfa  alimentada  se  determina 

con  la  ecuacidn  <3.97); 

Aiy'  = ù)F0X  f senùjrcos(ù*r  - <A)  dt  = -JtFaX  sen^  <3.99) 

Jo 

Fbr  la  presencia  de  sen  (f>  en  la  ecuacidn  <3.99),  se  hace  que  la  curva  de  la  energfa  alimentada  en  la 
figura  3.23  coincida  con  la  curva  de  la  energia  disipada,  asf  que  la  amplitud  se  limita.  Por  lo  tanto, 
se  ve  que  la  tase  del  movimiento  dh™ita  Ja  amplitud  de  movimiento. 

La  respuestaperiddicadeun  sistema  de  resorte-masa  con  amortiguamiento  de  Coulomb  some- 
lido  a exdtadon  de  la  base  se  da  en  las  referendas  [3. 10, 3. 1 1]. 


Flgura  3.23  Energfa  alimentada  y energta  disipada  con 
amortìguamiento  de  Coulomb. 


sistema  de  resorte-masa  con  amortiguamiento  de  coulomb 

Un  sistema de resorte de 4000 N/m rigidez y masa de  10 tg  vibra sobre  una snperficie horizontal.  E1  cotficien- 
te  de  friccidn  e$  de  0. 12,  Cuando  se  somete  a nna  fnerza  armtìnica  de  2 Hz  de  ftecnenda,  la  mn$a  vibm  con  nna 
amplitud  de  40  mm.  Determine  la  amplitnd  de  la  fuerza  armtìnica  aplicada  a la  masa. 


Snlucidn:  La  fueiza  verticaJ  (pcso)  de  la  masa  es  N = mg  = 10  X 9.81  = 9.81  N.  La  frecuenda  natmal  e$ 


= 20  rad/s 
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y la  relacitìo  de  freCDenda  e$ 


w 2 X 2tt 


"h  20 

La  eCDacitìD  (3,93)  da  la  amplitDd  de  vibracidD  X\ 


x= * 

k 


= 0.6283 


-ii/ì 


0.04 


Fo 


! _ { 

\wF0J 

H3T 

[4(0.12}(98.1)1 2 
" I 'ir  Fo  J 


4000 


(1  - 0.62832) 


,2X2 


La  soludtìn  de  esta  ecuadtìn  es  F0  = 97.9874  N. 


3.9  Vibracitìn  forzada  con  amortiguamiento 
de  histèresis 


Consideie  un  sistema  de  un  sdo  grado  de  libertad  con  amortiguamiento  de  histtìresis  sometido  3 
una  fuerza  armonica  F(t)  = F0  sen  mt,  como  se  indica  en  la  figura  3.24.  La  ecuacidn  de  movimiento 
de  la  masa  se  deriva  con  la  ecuaddn  (2.157),  como 


..  pk  . , 

mx  + — x + kx  = .Fn  sen  oìt 

ù) 


(3.100) 


donde  (pkfù))x  = (h/ù))x  indica  la  fuerza  de  amortìguaraiento.6  Aun  cuando  la  soiucidn  de  la 
ecuadon  3 100  es  bastante  complicada  en  d caso  de  una  funcidn  foizada  general  F(t),  nos  interesa 
encontrar  la  respuesta  bajo  una  fuerza  armdnica. 


r 


x(t) 


777777777&77777777 

(a) 


m 


'F{t)  = F0  scd  ù*£ 


7777777 


Ffi  sen  mt 
^mx 


Figura  3.24  SistemaconamortìgiJianiiento 
de  histìresis. 


* En  contraste  can  d OTortiguamitnto  viscoso,  1a  fucrza  de  amcrtiguamcnto  cn  mc  caso  sc  pucdc  ccmsidcrar  quc  cs  una 
futiddn  dc  la  firccucnda  fonada  (vca  la  sccddn  2t10)t 
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La  soludon  de  estado  estable  de  la  ecuacion  (3.100)  se  puede  suponer  como: 

xp{()  = X sen  (ùX  — <f>) 

Sustituyendo  laecuacidn  (3.101)  en  la  ecuacion  (3.100),  obtenemos 


y 


0.101) 


0.102) 


0.103) 


Las  gràficas  de  las  ecuadones  (3.102)  y (3.103)  se  muestran  en  la  figura  3.25  paia  varios  vaiores 
de  0.  Una  comparacion  de  la  figura  3.25  con  la  figura  3.1 1 para  amortiguamiento  viscoso  ievela 
k)  siguiente: 

1.  La  rdaddn  de  amplitud 


0 1 2 3 4 5 


0 


4 


5 

Ftgura  3.25  Respuesta  de  estado  estable. 
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alcaoza  su  valor  maximo  de  F0/kfì  a la  frecuencia  (<u  = ean)  en  el  caso  de  amortìguamiento  de 
histercsis,  en  tanto  que  ocurre  a una  frecuencia  por  debajo  de  la  db  resonancia  {<u  < en  el 
caso  de  amortiguamiento  visooso. 

2,  E1  àngulo  de  fase  <f>  tìene  un  valor de  tan-,{j9)  a = 0 en  el  caso  de  amoitìguamiento  de histdre- 
sis,  en  tanto  tiene  un  valor  de  cero  en  <u  = 0 en  el  caso  de  amortìguamiento  viscoso.  Esto  indica 
que  la  respuesta  nunca  puede  estar  en  fase  con  la  funciòn  forzada  en  el  caso  de  amoitiguamiento 
de  històresìs. 


Obseive  que  si  supone  que  la  excitaciòn  armònica  es  F(t)  = Ftf**  en  la  figura  3.24,  la  ecuaciòn 
de  mo  vimiento  se  escribe  entonces  como 

jSjfc 

mx  + - — x + kx  = F0e  <3.104) 

6) 

En  este  caso,  la  respuesta  x(t)  tambidn  es  una  funciòn  armònica  que  implica  el  factor  e™1.  Por  con- 
siguiente,  Ì<iìx(t)  da  por  resultado  ic{t),  y la  ecuaciòn  {3.104)  se  escribe  como 

mx  + Jfc(l  + i$)x  = F&iast  {3.105) 

donde la cantidad  k((  + Ì0) se conoce como  tigìdez  compleja  o amortiguamiento  complejo  [3.7].  La 
parte  rcal  de  la  siguiente  ecuaciòn  piopordona  la  soluciòn  de  estado  establede  la  ecuaciòn  {3.105) 


jc(f)  = 


(3.106) 


3.10  Movimiento  forzado  con  otros  tipos 
de  amortiguamiento 


El  amortiguamiento  viscoso  es  la  forma  mas  simple  de  amoitìguamìento  utìlizado  en  Ja  pràctìca,  ya 
que  conduce  a ecuacìones  lineales  de  movimìento.  En  los  casos  de  amortiguamiento  de  Coulomb 
e histeròtìco,  definimos  coeficientes  de  amortìguamiento  viscoso  equivalentes  para  simplificar  el 
anàlisis.  Incluso,  para  una  forma  màs  compleja  de  amortiguamiento  defìnimos  un  coeficiente  de 
amortiguamiento  viscoso  equivalente,  como  se  ilustra  en  los  siguientes  ejemplos.  E1  uso  piàctico 
de  amortìguamiento  equivalente  se  analiza  en  la  referencia  [3.12]. 


Ejemplo  3.9  Amortiguamiento  cuadràtico 

Detenrnnc  el  coeficiente  de  amortiguajiiiento  viscoso  corrcspondicntc  a amortiguamìento  cuadràtico  0 dc 
vebcìdad  al cuadrada  que  $c  presedta  Cuaudo  un  cucrpo  $c  mucvc  en  un  flujo  de  fluido  turbulento. 

Sohicidn;  Se  supone  que  la  fuem  de  amortìguamiento  es 

<B.l) 

donde  a es  ima  constantef  x es  la  velocidad  relatìva  a tmvès  del  amortìguador , y cuando  x es  positiva  (negatì- 
va)  se  debe  utilizar  el  signo  negativo  (positìvo)  en  la  ecuacitìn  (E.  1).  La  energia  disipada  por  ciclo  dumnte  el 
movimiento  armtìnico  x(t)  = X sen  ù>t  està  dada  por 

àW  = 2 f a(i )2  dx  = 2X*  f a(o7  cos3  tordfar)  = ^ (o7oX3  (R2) 

J-x  J-vft  3 
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Si  iguaiamos  esta  eiìergfa  a la  energfa  disipada  en  un  amortiguador  viscoso  equi  valente  (vea  la  ecuadon  2.94)) 

(E.3) 

obtenemos  el  coefidente  de  amortiguamiento  viscoso  equivalente  (c^) 

Ceq  = ^aa>X  (E-4) 

Se  observa  que  no  es  una  constante  sino  que  variia  con  ù>  y X . La  amplitud  de  la  respuesta  de  estado  estable 

se  determina  con  d eeuaddn  (3.30): 


dbnde  r — m/ù y 


8<*'  V(1  - r2f  + (2^rf 


CS  q 


— _ — 


cc  2mtoK 


<EJ) 


<E+6) 


UtiJizamio  la$  ecuaciones  (E.4)  y (E.6),  $e  puede  iesolver  la  ec  uacidn  (E.5)  paia  obtenea- 

3*rm  T d-r^2  ln  - rV 


Sar2 


(1  - r2  f j 

c1  - f2)A  fW2^s,yT 

L"  2 1 V 

4 \ 3 Trm  J J 

(E.7) 


3. 1 1 Autoexcitacion  y anàlisis  de  estabilidad 


La  fceiza  que  actua  en  un  sistema  vibratorio  suele  ser  extema  al  sistema  e independiente  del  mo- 
vimiento.  Sin  embargo,  hay  sistemas  para  los  cuales  la  fiierza  de  excitadon  es  una  funcion  de  los 
paràmetros  de  movimiento  dd  sistema,  digamos  desplazamiento,  velocidad  o aceleracion.  Tales 
àstemas  se  conocen  comq  sistemas  vibratorios  autoexcitados,  puesto  que  el  mqviraiento  en  si  pro- 
dfioe  la  fiierza  de  excitacitìn  (vea  el  problema  3.92).  La  inestabilidad  de  las  flechas  rotatorias,  la 
agitacitìn  de  las  aspas  de  turhina,  la  vibracion  de  tubos  inducida  por  el  flujo,  y la  trepidacitìn  de 
las  ruedas  de  un  automtìvil  y el  movimiento  aerodinàmicamente  inducido  de  puentes  son  ejemplos 
tfpicos  de  vibraciones  autoexcitadas. 


3.11.1 


Anàlisis  de 
estabilidad 
dinàmica 


Un  sistema  es  dinàmicamente  estable  si  el  movimiento  (o  desplazamiento)  converge  o permanece 
estable  con  d tiempo.  Por  otra  paite,  si  la  amplitud  del  desplazamiento  se  inciementa  continua- 
mente  (diverge)  con  el  ùempo,  se  dice  que  es  dinàmicamente  inestable.  E1  movimiento  diverge  y el 
dstema  se  vuelve  inestable  si  la  autoexcitacitìn  prqporciona  energi'a  al  sistema.  Para  ver  las  circuns- 
tancias  que  conducen  a la  inestabilìdad,  consideiamos  la  ecuacion  de  movimiento  de  un  sistema  de 
un  solo  giado  de  libertad: 

mx  + cx  + kx  = 0 (3.107) 

Si  se  supone  una  solucìon  de  la  forma  xit)  = Ceest,  donde  C es  una  constante,  la  ecuacitìn  (3.107) 
nos  lleva  ala  ecuadtìn  caracten'stica 


, c k 
s2  + — s + — = 0 
m m 


(3.108) 
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Las  rai'ces  de  esta  ecuacidn  son 


Sì£  = 


(3,109) 


Como  se  supone  que  la  soludòn  es  x{t)  = Ceest,  el  movimiento  sera  divergente  y aperiòdico  si  las 
laices  Ji  y son  reales  y positivas.  Esta  situaciòn  se  puede  evitar  si  dm  y kfm  son  positivas.  E1 
movimiento  tambien  diveigiia  si  las  xai'ces  fi  y j2son  conjugadas  complejas  con  partes  reales  posi- 
tivas.  Paia  analizar  esta  situadòn,  expròsense  las  rafces  y de  la  ecuadòn  (3.108)  como 


SX=  p + tq,  S2  = p~iq 
donde  pyq  son  numeros  rcales,  de  modo  que 

(s  - St)(j  - S2)  = s2  - (j]  + ^)j  + = s2  + —S  + — = 0 

m m 


(3.110) 


(3,111) 


Las  ecuaciones  (3. 1 1 1)  y (3. 1 1 0)  dan 

— = -(sj  + $2)  = — = S\S2=  p2  + q2  (3.112) 

fti  m 

Las  ecuadones  (3.112)  muestran  que  para  p negativo,  dm  debe  ser  positiva  y para  p1  + q*  positiva, 
k/m  debe  ser  positiva.  Por  lo  tanto,  el  sistema  serà  dinamicamente  estable  si  c y k son  positivos 
(suponiendo  que  m es  positivo). 


Ejemplo  3.10  inestabllldad  de  una  masa  soportada  por  un  resorte  sobre  una  banda 
mòvll 


Qsnsidere  una  mas a sopomda  por  un  resoite  sobie  una  boada  mdvil,  como  se  muestra  en  la  figma  3.26{a)f 
E1  coeficiente  de  friccidri  cinetica  entie  la  masa  y la  banda  vana  con  una  velocidad  (de  frotacitìn)  relativa, 
como  se  muestra  en  la  figura  3.2tì(b).  A medida  que  la  velocidad  de  frotacidn  $e  incrementa,  el  coeficiente 
de  friccidn  primero  se  ieduce  a partir  de  su  valor  estàtico  linealmente,  y luego  comienza  a inciementarse. 
Suponiendo  que  la  velocidad  de  frotacidn,  v,  e$  menor  que  e!  valor  de  transicidn  vq,  el  coeficiente  de  friccidn 
se  expiesa  como 

tx  = 

donde  a e$  una  constante  y W = mg  es  el  peso  de  la  masa.  Determine  la  natuialeza  de  la  vibmcitìn  libie  con 
iespecto  a la  posicidn  de  equilibrio  de  la  masa. 


tx 


Figura  3.26  Movimknto  de  una  masa  soportada  por  un  resorte  debido  a la  friccion  de  la  banda. 


fxW 

<c) 


+ xf  Jt 
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Solueiòn:  Sea  la  posicidn  de  equilibrio  de  la  masa  m la  correspondiente  a nna  extensidn  de  jr0  del  iesorte. 
Bitonces 

t±W  = fcr0 


o 


UW  U*W  *v 


dbnde  V es  la  velocidad  de  la  banda.  Si  la  masa  se  desplaza  una  distancia  x de  su  posicidn  de  equilibrio  (r0)f 
la  velocidad  de  frotacidn  v està  dada  por 


v = V-x 


la  ecuacidn  de  movimiento  de  vibiacitìn  libie  se  escribe,  aplicando  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton, 
oomo  (vea  la  figma  3.2tì(c)): 

mx  = -£(*o  + x)  + ^iW  = -k(xQ  + jr)  + W^  - ^(V  - x) 

esdeciit 


mx-ax+kx  = 0 (E.l) 

Comq  el  coeficiente  dei  es  negativo,  el  movimiento  dado  por  la  ecuacitìn  (E.  1)  serS  inestable.  La  solucitìn  de 
la  ecuacitìn  (E.  1)  resulta  de 

x(t)  = ^■^,{Cler*  + c2e^}  <E:2) 


dbnde  C \ y C2  son  constantes  y 


RDrlaecuacidn^E^sevequeelvalordejrseincTementaconeltiempo.Seincrementahastaque  V - x = 0 
o V + x = vq.  DesputìsdeestOjelcoeficiente^tìeneunapendientepositivajyporconsiguientelanatuialeza 
del  movimiento  Serà  diferente  [3. 13]. 


Nota:  En  los  frenos  de  absorcitìn  de  banda  y polea  se  obsem  un  movimiento  parecido,  asf  como  en  mesas 
deslizantes  de  màquinas  henamienta  [3.14].  En  mtìquinas  hemmienta,  por  ejemplo,  una  mesa  de  trabajo  se 
mpnta  sobre  gufes  ajustadas  y se  utiliza  un  tomillo  de  avance  para  impartirle  movimiento,  como  se  muestm  en 


Tomillo  de  avance 


6 


i 

Mesad 

etrabj 

ajo  (m) 

i 

t-1  ^ 

Engranes 


-1^3- 


B Propulsitìn 


Figura  3.27  Movimiento de  una  mesa  de  trabajo  mediante  un  tomillo  de  avance  en  una  màquina 
herramienta. 
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la  figura 3t27.  Ed  algunos caso$,  la  mesa  de  trabajo  puede  deslizaise  a trompicones  incluso  cuando  el  tomillo 
de  avance  tenga  un  movimiento  nniforme.  Tal  movimiento  se  conoce  como  movimiento  trompicado,  Este 
movimiento  $e  puede  analizar  de  nti  modo  sencillo  modelando  la  mesa  de  trnbajo  como  una  masa  (ro)  y la  co- 
nexiòn  entre  la  mesa  de  tmbajo  y el  tomido  de  avance  (la  cual  nunca  es  perfectameute  ngida)  como  un  resorte 
(j k ) y un  amortiguador  viscoso  (c).  E1  coeficieute  de  friccidu  entre  la  masa  y la  superficie  deslizante  varia  como 
una  funcitìu  de  la  velocidad  de  deslizamiento,  como  se  indica  en  la  figura  3K2tì(b).  La  ecuacidn  de  mo  vimieuto 
de  la  masa  (mesade  trabajo)  se  puede  obtener  igual  que  en  el  caso  de  la  ecuacitìu  (Ebl)  del  ejemplo  3.8  como 


m'i  + ci  + kx  = pW  = W 


" w (v  “ *>] 


es  decir, 


mx  + (c  - a)x  + kx  = 0 

RDdemos  ver  que  la  inestabilidad  dinàmica  ocune  si  c < a. 


inestabilidacJ 
dinàmica 
provocada  por 
el  flujo  de  un 
fluido 


La  vibraciòn  provocada  por  un  fluido  que  fluye  alrededor  de  un  cuerpo  se  conooe  oorao  vibiacion 
inducida  por  flujo  [3.4].  Porejemplo,  ias  chimeneas  altas,  los  periscopios  de  subraarinos,  las  lineas 
de  tiansnùsion  eldctrica  y las  barras  de  combustible  nudear  vibran  violentamente  en  ciertas  con- 
diciones  de  flujo  de  fluido  alrededor  de  ellos.  Asiraismo,  las  tuberias  de  agua  y petidleo,  asi  como 
los  tubos  en  compresores  de  aire  experimentan  vibraddn  seveia  en  ciertas  condiciones  de  flujo  de 
fluido  a travds  de  dlos.  En  todos  estos  ejemplos,  la  vibracidn  del  sistema  extrae  energia  de  forma 
continua  de  la  fuente,  lo  que  conduce  amplitudes  de  vibiacidn  cada  vez  mas  giandes. 

La  vibracidn  inducida  por  flujo  puede  ser  provocada  por  varios  fendmenos.  Por  ejemplo,  en 
Kneas  de  transmisidn  eldctricacubiertas  dehido,  la  vibraddn  de  bajafrecuencia  (1  a 2 Hz)  conoci- 
da  como  galope  ocuire  a consecuencia  de  las  fuerzas  de  levantamiento  y resistencia  desarrolladas 
por  d aire  que  fluye  alrededor  de  las  lineas.  La  vibraddn  inestable  conocida  como  agitaciàn,  de 
secciones  de  superfides  aerodinamicas  tambidn  se  debe  a las  fuerzas  de  levantamiento  y resistencia 
desanolladas  por  d aire  que  fluye  aliededor  de  la  superfide  aerodinamica.  Ademas,  una  vibiacidn 
conodda  como  canturreo  de  tineas  de  transmmàn  ocuire  a consecuenda  del  fenomeno  de  forma- 
ddn  de  torbdlinos. 

Para  ver  el  fcndmeno  de  galope,  considere  una  seccidn  cibridrica  contra  la  que  el  viento  cho- 
ca  a una  velocidad  U,  como  se  muestra  en  la  figura  3.28(a)  [3.3].  Por  la  simetria  de  la  seccion,  la 
diiecddn  de  la  fucrza  producida  por  el  viento  serà  la  misma  que  la  del  viento.  Si  se  le  imparte  una 
pequena  velocidad  descendente  u al  cilindro,  el  viento  tendrà  un  componente  ascendente  de  velocì- 
dad  u (con  respecto  al  cilindro)  junto  con  el  componente  horizontal  U.  Por  lo  tanto,  la  direccidn  de 
la  fucrza  resultante  debìdo  al  viento  contra  el  cflindro  seià  ascendente,  como  se  muestra  en  la  figura 
3.2  8(b).  Como  esta  fiierza  (ascendente)  se  opone  a la  diiecdon  del  moviraiento  dd  dlindro  (des- 
cendente),  el  movimiento  del  cilindro  se  amoitiguarà.  Por  el  contrario,  si  se  considera  una  seccidn 
no  drcular  como  un  alambre  cilmdrico  cubierto  de  hido,  quizà  la  fuerza  del  viento  resultante  no 
siempre  se oponga àl  mo vimiento  del  alambie,  como  se  mucstra en  la  figura 3.28(c).  En  ese  caso,  el 
movimiento  del  alambre  es  ayudado  por  las  fiieizas  del  viento,  lo  que  implicaun  amortiguamiento 
negativo  en  el  sistema. 

Para  visualizar  el  fenomeno  del  cantuireo  de  alambres,  consideie  un  fluido  al  pasar  sobre  un  ci- 
lindro  liso.  En  determinadas  condidones  se  forman  torbdlinos  altemos  descendentes  en  un  patrdn 
regular,  como  se  muestra  en  la  figura  3.29.  Èstos  se  conocen  como  torbdlinos  de  Karman  en  honor 
al  prominente  mecànico  de  fluidos,  Theodor  von  Karman,  quien  piedijeraen  191 1 laseparacidn  es- 
table  de  los  toibellinos  sobre  sudos  tedricos.  Los  toibellinos  de  Karman  se  àlteman  en  d sentido  de 
las  manecfllas  del  reloj  y en  d sentido  contrario  y asi  provocan  fuerzas  de  levantamiento  variables 
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Veloddad 
del  viento,  U 


Àlambre 


ta) 


Fuerza  del  vienio 
resultante 


Velqddad 
del  vientot  U 

Veloddad 
dei  viento 
lesultante 


u 

{veloddad 


verticaJ  w 

del  vie  nto  {vdoddad  verticaJ  del  viento 
coniespedo  con  respecto  d dambre) 
aJ  alambie)  ^ 


Fìgura  3*28  Calope  de  un  alambre. 


armtìnicamento  sob le  el  cilìndro,  perpendiculares  a la  velocidad  del  fluido.  Datos  experimentales 
muestian  que  la  formacitìn  de  torbellinos  tegulares  ocunen  fuertemente  en  el  rango  del  ntìmero  de 
Reynolds  (Re)  desde  aliededor  de  60  hasta  5000.  En  este  caso 

pVà 

Re  = ^ (UI3) 

& 

donde  d es  el  ditìmetro  del  cilindro,  p es  la  densidad,  Ves  la  velocidad  y p,  es  la  viscosidad  absoluta 
del  fluìdo.  Para  Re  > tOQQ,  la  frecuencia  sin  unidades  de  la  formadtìn  de  torbellinos,  expresada 
(umq  un  ntìmero  de  Strouhal  (St),  es  aproximadamente  igual  a 0.21  [3,15] 

St  = y = 0.21  (3.114) 


Fìgura  3*29  Flujode  un  fluido  sobre  un  dlindro. 
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donde  /es  la  frecuencia  de  formacidn  de  torbellinos.  La  fiierza  de  levantamiento  armdnicamente 
variable  (F)  està  dada  por 


^{0  = ^ cpV2A  sen  m (3,1 15) 

donde  c es  una  constante  (c  ~ 1 para  un  cilindro),  Aes  el  àrea  pioyectadadel  cilindio  perpendicular 
a la  direccidn  de  V,  a>  es  la  frecuencia  ciicular  (a>  = 2nf)t  y t es  d tiempo.  E1  mecanismo  de  forma- 
ddn  de  toibellinos  en  un  cilindro  se  puede  consideiar  autoexcitado,  puesto  queel  flujo  de  fluido  (V) 
no  Uene  ningun  componente  altemo.  Desde  d punto  de  vista  de  diseno,  tenemos  que  aseguiamos 
de  lo  siguiente: 

1,  La  magnitud  de  la  fuerza  ejercida  sobre el  cilindro,  dada  por  la  ecuacion  (3. 1 15),  es  mcnor  que 
la  carga  de  falla  estatica. 

2,  Incluso  si  la  magnitud  de  la  fuerza  F es  pequena,  la  frecuencia  de  osdladdn  (f)  no  debera  pro- 
vocar  fellas  por  fariga  durante  la  duracidn  esperada  de  la  estructuia  (o  cilindro). 

3,  La  frecuencia  de  la  formaddn  de  torbellinos  (f)  no  coincide  con  la  fiecuencia  natural  de  la 
estructuia  o cilindro  para  cvitar  la  resonancia. 

Reduccidn  de  la  vìbradon  indudda  por  flujo,  Se  pucden  utilizar  varios  mdtodos  para  redudr  las 
fallas  provocadas  por  vibracìon  inducida  por  flujo. 

1,  Para  reducir  el  canturreo  de  lineas  de  transmisidn  provocado  por  la  formaddn  de  torbellinos,  se 
puede  utilizar  un  amortiguador  conoddo  como  amortìguador  de  Stockbridgc.  Este  amortigua- 
dor  se  compone  de  un  cable  de  acero  corto  con  dos  masas  en  sus  extremos.  Este  amortiguador  se 
fija  en  lab'nea  de  transmisidn,  como  se  muestra  en  la  flgura3.30(a).  E1  dispositivo  actua  por  lo 
tanto  como  un  sistema  de  resorte-masa  el  cual  se  puede  sintonizar  a la  frecuencia  de  vibiacidn 
induddapor  flujo  ajustando  su  longitud(lalongitud  del  cable)  o d valordelas  masas.  E1  amor- 
tiguador  de  Stockbridge  se  sujeta  a la  Unea  de  transmision  en  un  punto  donde  se  pie  ve  que  la 
vibracion  sea  grande. 

2,  Para  chimeneas  altas  de  acero,  el  efecto  de  vibradon  inducida  por  flujo  puede  minimizarse  por 
medio  de  amortiguadores  de  vibracion  mcdiante  tìrantes  entie  la  parte  superior  de  la  chimenea 
y el  suelo,  como  se  muestra  en  la  flguia  3.30(b). 

3,  En  chimeneas  altas,  se  pueden  utilizar  deflectores  helicoidales  o tracas  alrededor  de  la  chi- 
menea,  como  se  muestra  en  la  figura  3.31.  Los  deflectoies  hdicoidales  rompen  el  patrdn  del 
torbdlino  de  modo  que  se  aplique  una  exdtacidn  no  bien  definida  a la  paied  de  la  chimenea. 

4,  Para  automdviles  de  alta  velocidad  (de  carreias),  las  fuerzas  de  levantamiento  inducidas  por 
flujo  pueden  aligerar  la  carga  sobre  las  Uantas,  lo  que  provoca  problemas  de  maniobrabUidad 
y estabilidad  dd  vehfculo.  Aun  cuando  las  fiierzas  de  levantamiento  se  pueden  contrairestar 


Flgura  3J0  Amortiguador  de  Stockbridge. 
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EJemplo  3.11 


(a)  (b) 


Fìgura  3>31  Deflectores  helìcoidales.  (Foto  cortesfa  de  Bethlehem  Steel  Corporation). 


en  parte  pcr  medio  de  deflectones,  la  fuerza  db  resistencia  al  avance  se  incrementarà.  En  anos 
mcientes  se  han  estado  utflLzando  superfides  aerodinàmicas  invertìdas  moviles  para  desanollar 
una  fuerza  aerodinàmica  dirigida  hacia  abajo  para  mejorar  laestabilidad  (vea  la  figura3.32). 


Figura  3.32  Autode  carreras 
oontemporàneo  con  caracterfsticas 
aerodinàmicas  para  una  baja  resìstenda 
al  avance  y alta  estabilidad.  (Foto  cortesfa 
de  Coodyear  Tire  £ Rubber  Co.  Inc.). 


inestabllidad  dinàmica  de  una  superficie  aerodinàmica 

Bicuentre  el  valor  de  la  velocidad  de  corriente  libre  « a la  cual  la  sccciòn  de  la  snpcrficie  aerodindmica  (siste- 
imdexm solo  gmdo  de  libeitad)  mostmda  en  la  figum  3.33  se  vuelve  inestable. 

SohckSù! 

Mèiodo:  Bicnentre  la  fuerza  vertical  que  actua  en  la  snperficie  aerodinàmica  (o  masa  m)  y obtenga  la  condi- 
ddn  que  conduce  a amortiguamiento  cero. 

Ia  fuerza  vertical  que  actua  eu  la  superficie  aerodinàmica  (o  masa  m)  producida  por  un  paso  de  fluido  se 
puedeexpresar  como  [3.4] 

F = ~pu2DCx  (E.l) 
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t 


donde  p = densidad  dd  flnido,  u = vebcidad  de  coniente  Jibre,  D = ancho  de  la  seccidn  transversal  normal  a 
la  direccidn  del  paso  del  fluido,  y = coeficiente  de  fuerza  vertìcal,  el  cual  se  puede  rapresar  conto 


C* 


u»t 


(CL  cos  a + CD  sen  a) 


{B2) 


dnnde  e$  la  veloddad  relativa  dd  fluido  y CL  es  el  coeficiente  de  levantairiiento,  CD  es  el  coefìcientie  de 
resistencia  al  avance,  y a es  el  àngulo  de  ataque  (vea  la  figura  3.33): 


a = -tan 


(E3) 


Rna  àngnlos  de  ataqne  pequefios, 


a = 


x 

u 


(EA) 


y C^se  pnede  representai  de  fonna  aproximada,  mediante  una  expansidn  de  serie  de  Taylor,  aproximadamente 
a = 0,  como 


acx 
+ — 
a=o  àa 


o —0 


donde,  pflra  valores  pequeflos  de  a,  151  u y la  ecuacidn  (E.2)  se  escribe  como 


<EJ) 


Cx  = CL  cos  a + Cd  sen  a 


<E.6) 


La  ecuaciòn  (E.5)  se  rescribe,  mediante  la$  ecuadones  (E.6)  y (E.4)  como 


Q = (CL  cos  a + CD  sen  a) 


£1  = 0 


+ a 


dCL  fìcD 

cos  a — CL  sen  a + — sen  a + CD  cos 

da  da 


■]L 


= CL 

= CL 


acx 

+ a— £ 

0—0  0—0 


0 « [ A*  a=0  a=oj 


<E.7> 


284  Capi'tulo  3 Vibradtìn  armtìnicamente  exritada 


La  sustitudtìn  de  la  ecuadtìn  (E.7)  en  la  ecnaddn  (E.  1)  da 


1 


1 dCx 
«0  - 2 '“D  M 


F = -pi.DC,. 

La  ecuaciòn  de  movimiento  de  la  swpeificie  aerodinòmica  (o  masa)  es 


a—  0 


tnx  + cx  + = F = ]^pi?DCL 


1 acx 

a=0  2 nrt 


cr=0 


<E.8) 


<E.9) 


E1  primer  termino  del  lado  derecho  de  la  ecnaciòn  (E.9)  prodnce  nn  desplazamiento  estòtìco  y por  consiguiente 
sòlo  el  segundo  termino  puede  desestabilizar  el  sistema.  La  ecuaciòn  de  movimiento,  considerando  sòlo  el 
segundo  tòmtìno  del  lado  derecho,  es 


mjf  + cx  + ■ mx  + 


c 1 „ 

C + -puD  — — 
2 da 


+ k x = 0 


(E.10) 


Otoserve  que  m incluye  la  masa  del  fluido  atrapado.  En  la  ecuaciòn  (E.  10)  se  ve  que  el  desplazamiento  de  la  su- 
perficie  aerodinamica  (o  masa  m)  crecerà  ilimitadamente  (es  decir,  el  sistema  se  vuelve  inestable)  si  c es  nega- 
tivo.  Por  consiguiente,  la  velocidad  mmima del  fluido  pam que Se inicien  las  oscilaciones  inestables  eS  c = 0,  o 


2 e 

u = -i 

acx 

pD  ■ — — 

L da 

a-Q 

1 


E1  valor 


acx 

da 


£1=0 


-2.7  para  una  seocitìD  cuadrada  en  un  flujo  estable  [3.4]. 


(EAÌ) 


Nota:  Ub  siniilar  al  del  ejemplo  3.11  se  puede  uplìcar  a otras  estmcturas  vibratorias,  como 

lanques  de  agua  (vea  la  fìguia  3.34a)  y lineas  de  potencia  cubiertas  de  hielo  gaiopantes  (figura 
3,34b)  bajo  la  accioD  de  cargas  de  vieDto. 


Ejemplo  3.12  Vlbraciòn  de  una  chlmenea  Inducida  por  flujo 

Unachimeneade  acero  tiene  unàalturade  2 m,  un  diametro  intemo  de0.75  my  unditìmetro  extemo  de0.80m. 
Detemtìne  la  veloddad  del  viento  que  fluye  alrededor  de  la  chimenea  que  harà  que  esta  vibie  tmnsversalmente 
en  la  direcciòn  del  flujo  de  aiie. 


x(c) 

_t 


u 


Rigidez 

yamortiguamknto 
de  lacolumna 


(a) 


(b) 


Figura  3.34  Inestabilidad  de  estructuras 
vibratorias  tfpicas. 
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Soluciòii 


Mètado;  Mùdele  la  chiittenea  como  ima  viga  en  voladizo  e ignale  la  frecuencia  natural  de  la  vibraciòn  trans- 
veisal  de  la  chimenea  a la  frecuencia  de  la  formacidn  de  torbellinoa. 

Paim  hallai  la  fiecuencia  naturaJ  de  la  vibmcidn  tmnsversal  de  la  chimmea  se  puede  utilizai  el  mètodo  de 
Rayleigh,  suponimdo  una  deflexign  tiansversal  adecuada  de  la  viga  en  voladizo  (vea  la  secciòn  8.7).  Sin  embai- 
en  este  ca$oa  usaiemos  las  fiecuendas  naturalesde  la  viga  en  voladizo  dadaen  la  figuia  8. 15.  La  figma  8. 15  da 
la  fieeuencia  natural  fimdamental  de  vibmeidn  tmnsveisal  (tu,)  de  una  viga  en  voladizo  (empotmda-Jibie)  como 

“i=cm2V5 

donde 

/3,/  = 1.875104  (E.2) 

Ram lachimenea,  E = 207  X 10^ Pa,  pg  — peso  unitaiio  =76.5  X 103 N/m3,  J = 20 m,  d = 0.75  m5  D = 0.80 m5 

A = ?~{D2  - dz)  = ~ (0.802  - 0.752)  = 0.0608685  m2 

4 4 


y 


Par  lo  tanto, 


l = 1L{D4  - = LL  (O.gO4  - 0.754}  = 0.004574648  m4 

64  64 


= (1 .875104)' 


(207  X 109X0.004574648) 


|^-6-59^lQ3^0.0608685)(20)4 
12.415417  iad;s  = 1.975970  Hz 


1/2 


E1  nùmero  de  Stroubal  da  la  frecuenrìa  de  formarìon  de  torbellinos  {f)\ 

fd 

St  = = 0.21 


Utìlìzaado  d = 0.80 my/-/,  = 1.975970 Hz,  la  velorìdad del  viento  (V) que provoca resonancia se puede 
detentiiuar  cotno 


V = 


f\à 

0.21 


1.975970(0.80) 

021 


= 7527505  m/s 


3.12  | Mètodo  de  la  funclòn  de  transferencla 


E1  mrìodo  de  funrìon  de  transferenrìa,  basado  en  tiansformadas  deLaplace,  se  utiliza  comunmente 
pam  formular  y resolver  problemas  dinùmicos  en  la  literatuia  de  controles.  Tambidn  se  puede  uti- 
lizar  para  resolver  problemas  de  vibrarìon  forzada.  La  iuncidn  de  tiansfeiencia  relaciona  la  salida 
de  un  sistema  con  su  entrada.  Esta  fimrìdn  permite  separar  la  entiada,  el  sistema  y la  salida  en  tres 
paites  sqtaradas  y distintas  (a  diferencia  de  la  ecuacidn  difeienrìal,  en  la  cual  los  tres  aspectos  no 
son  facfl.es  de  separar). 


2S6  Capftulo  3 Vibradòn  armtìnicaraente  exdtada 


Definìtiàn:  La  ftmoLon  de  transfeienda  de  una  ecuacidn  diferendal  lineal  invariable  con  el  tiempo 
ae  define  como  larelacidn  de  la  transformada  de  Laplacede  la  salida  o funddn  de  respuesta  con  la 
Iransformada  de  Laplace  de  la  enirada  o funcidn  forzada,  suponiendo  condiciones  inidales  cero. 

H procedimiento  general  utilizado  para  determinar  la  funcidn  de  transferencia  de  una  ecua- 
ddn  diferenciaL  lineal  implica  tomar  las  transformadas  de  Laplace  de  ambos  lados,  suponicndo 
condidones  inidales  cero,  y resolviendo  paia  larelacidn  de  latransformada  de  Laplace  de  la  salida 
a la  transformada  de  Laplace  de  ia  entrada.  Como  la  ecuacion  diferendal  lineal  se  compone  de 
la  variable  y sus  derivadas,  la  tiansformada  de  Laplace  la  transforma  en  una  ecuacidn  polinomial 
cn  la  variable  de  Laplace  i.  La  expresion  dada  en  el  apendice  D paia  las  Uansformadas  de  Laplace 
de  las  derivadas  se  pueden  utilizar  al  deiivar  la  funcion  de  iransferencia. 


Ejemplo  3.13 


Funciòn  de  transferencia  correspondiente  a una  ecuaciòn  diferenclal 


Gnnsidere  la  siguiente  ecuacidn  diferencial  lineal  invariable  con  el  tiempo  de  orden  enesimo  que  rige  el  com- 
portamientq  de  uu  sistetna  dmdmico: 


à"x(t) 


+ a„- 


dn~lx(t) 

df-1 


dr  +*" 


. . + aox(t) 
dn'-1f(t) 


dr 


-i 


+ . . . + baf(t) 


(E.l) 


dbude  x(t)  es  la  salida,  fit)  e$  la  entrada,  le$  el  tiempo  y las  Oi  y bi  $on  constantes.  Determine  la  funcidn  de 
transferencia  del  sistema  y muestre  la  entrada,  el  sistema  y la  salida  en  un  diagrama  de  bloques. 


Sùlueìòn:  Tomando  la  tmnsformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuacidn  (E.l),  obtenemos 
+ o„_ij"-1Jf(.f)  + ...  + ooX(j)  + condidotms  iniciales  que  conllevan  x(t) 

= j)  + hm_lf'~1F(s)  + ...  + i*F(.f) 

+ condiciones  iniciales  que  conUevan  f(r)  (E2) 

Se  ve  que  la  ecuacitìn  (E2)  e$  una  expressitìn  puiatncntje  algebmica.  Si  sc  supcmc  que  todas  las  condicioaes 
iniciaJes  soti  oero,  1a  ecuacidn  (E.2)  $e  reduce  a la  forma  siguieate: 

{ansK  + an- + ...  + ao}X(s)  = {bmsfn  + + ...  + bo}  F(s)  (E3) 

Resolviendo  Ja  ecnaciòti  (E.3)  la  funcidn  de  tmnsferencia  deJ  sistema  evaJnado  en  condiciones  iniciaJes  cerof 
T(s\  se  detertnina  como  la  ieJacidn  de  la  tmnsfonnada  de  salida,  X(s\  y la  tmnsformada  de  entmda,  F(s)\ 


T(s) 


*(s) 

F(s) 


(M"1  + tfm-iSm  1 + ...  + ftp) 
+ o„_i$“_I  + ...  + Oo) 


(E.4) 


Se  ve  qne  la  funridn  de  tmnsfeiencia  identiiica  la  entmda,  Fù\  la  saJida,  X(s\  y el  sistema  (definidos  por  la 
etpiesidn  del  lado  derecJio  de  la  ecmcitìn  (E.4))  como  entidades  aparte.  Segun  ta  ecuaridn  (Ek4),  la  saJida  deJ 
sistema  $e  detertnina  como 


X(s)  = T(s}F(s)  (E2) 

Tomando  la  tmnsformada  de  Laplace  invema  de  la  ecnaridn  (Ek5),  podemos  deteiminar  la  saJida  deJ  sistema 
ei  eJ  dominio  deJ  tiempo  pam  cuaJqnier  entmda  conocida. 

la  funddn  de  tmnsfermria  se  puede  ieiaesentai  como  nn  diagmma  de  bJoques  como  se  muestm  en  la 
figum  3.35,  donde  la  entmda  y saJida  se  muestmn  en  Jos  lados  izqnierdo  y deiecho,  iespectivamente,  del  bJo- 
(|ie  con  la  funriòn  de  tmnsferenria  mostmda  dentro  deJ  bJoque.  Observe  que  eJ  denominador  de  la  funritìn  de 
tmnsferencia  es  idriitico  a Ja  poJinomiaJ  camcteristica  de  Ja  ecuacidn  diferenriai. 


3,12  Mètodo  de  la  fimciòn  de  transferencia  287 


Ejemplo  3.14 


Entrada,  F{$) 


Sistema,  T{$) 


SaJida,  X($) 


Figuta  3.35  Representadtìn  como  diagrama 
de  bloques  de  la  entrada,  el  sistema  y la  salida. 


Funciòn  de  transferencia  de  un  slstema  de  un  solo  grado  de  libertad 
amortlguado 


Obtenga  la  funcidn  de  transferencia  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libeitad  viscosamente  amortiguado 
sometido  a una  fuerza  extemaXÒ como  Se  muestm  en  la  figura  3.1. 

Solurìdn:  La  ecuarìtìn  de  movimiento  del  sistema  esttì  dada  por 

+ c'x  + kx  = f(t)  <E.l) 

Si  tomamos  las  transformadas  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuacitìn  <E  1),  obtenemos 

m2[*(f)]  + c£[i(t)]  + k£[x(t)]  = 2[f(t)  ] <E2) 


o 


m {s2X(x)  ~ JJf(O)  - jf(0)}  + {-rX(-r)  - Jf(O)}  + kX(x)  = F(s)  <EJ) 

La  ecuarìtìn  (E2)  se  reescribe  como 

(mj2  + cx  + k)  X($)  — {mjjf(O)  + mjf(O)  + JJf(O)}  = F(j)  (E.4) 

donde  X(s)  = i£[jf(f)]  y F(s)  = -5£[/(f)].  La  funrìtìn  de  transferenrìa  del  sistema  se  obtiene  a partir  de  la  ecua- 
rìtìn  (E.4),  fijando  jf(0)  = rìr(O)  - 0,  como 

5£[salida]  Jf(j)  1 

W " ££[entrada]  loùnd“  1“scero_  F(s)  ~ + „ + k } 


Notas\ 

1*  La  fiiucitìu  de  transfexeucia  es  uua  propiedad  del  sistema  y no  $c  relaciona  coa  la  entrada  o la  ftmciòu 
forzada. 

2+  La  fuùdtìn  de  traùSfereùda  ÙO  patipordoùa  ùiùguùa  iù  formadtì  n sobre  la  estructura  fìsica  del  sistema.  De 
becbo,  las  fuùcioùes  de  traùsferencia de  mucbos  slstemas  ffeicamente  diferentes pneden  ser  idtìntìcas. 

3*  La  repieseùtadtìn  de  un  sistema  dinàmico  mediante  la  fundtìn  de  tmn$feienda  es  muy  utù  en  la  teoria  de 
control  asf  como  en  pruebas  de  vibmcitìn  para  medii  la  respuesta  dinàmica  y para  identificar  sistemas.  Por 
qemplo,  en  ei  caso  de  nn  sistema  cuyos  parSmetros  como  masa  (m\  constaùte  de  amortigùamiento  (c)  y 
ngidez  de  ieSOite  no  SOù  conoddos,  la  fundòn  de  transfexenda  se  determina  eAperiraental  mente  midiendo 
la  iespnesta  o salida  ante  una  entrada  conocida.  Una  vez  determinada  la  fimcidn  de  transfermda,  describe 
por  completo  las  caracteristìcas  dinfonicas  deJ  sistema. 

En  pruebas  de  vibracitìn,  la  respuesta  de  vibmddn  medida  (por  una  entrada  o fundtìù  foizada  cono* 
cida)  podria  ser  el  desplazanuento,  la  veloddad  o,  màs  comunmente,  la  aceJeiadtìn.  La  fundtìn  de  tiansfe* 

s2X(s) 

iencia  conespondiente  se  define  como  la  reladtìn  , donde  F(s)  es  la  tmnsformada  de  Inplace  de  la 

entrada  y s1  X{s)  es  la  transformada  de  Inplace  de  la  acderadtìn. 

4+  Si  se  conoce  la  fundtìn  de  transfereùda  de  nn  sistema,  la  salida  o respuesta  del  sistema  se  puede  determinar 
paxa  cualquier  tipo  de  entrada. 
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5*  La  variable  $ eo  la  tmnsformada  de  Laplace  es  un  numero  complejo  y por  coasiguiente  la  fgncitìn  de 
transferenda  es  una  cantidad  compleja.  La  variable  s e$  simiJar  a la  miz  caracteristica  j utilizada  pam 
iepresentai  la  solncitìn  de  nna  ecuacitìn  difeiencial  [vea  1a  ecnadon  (2k6 1)],  Se  indica  la  variable  s en  la 
transfqrmada  de  Laplace  en  forma  compleja  como 

s = a-  + ito>4  (3.116) 

donde  crya>d  iepiesentan  las  paries  ieal  e imaginaria,  iespectivamente,  de  st  el  anàlisis  completo  conside- 
lado  en  la  seccidn  2.8  tambièn  e$  vàlida  para  la  variable  sde  la  transformada  de  Laplace. 

6k  En  la  ecuacidn  (3. 1)  se  ve  qne  la  ecuacidn  de  movimiento  de  un  sistema  vibmtorio  està  en  el  dominio  del 
tiempo.  Aunque  la  salida  o respuesta del  sistema  del  sistema se  puede  detenninaren  el  dominio  del  tiempo 
de  forma  directa  como  se  indica  en  la  seccidn  3.4,  en  ocasiones  es  màs  fàcil  determinar  la  respuesta  con 
el  metodo  de  la  tmnsformada  de  laplace.  La  tmnsformada  de  laplace  convierie  una  ecuaciòn  difeiencial 
lineal  en  una  expresitìn  algebmica,  la  cual  es  màs  fàcil  de  manipular.  Tmnsforma  las  fundones  definidas  en 
fimcidn  de  la  variable  independiente  (como  el  tiempo)  en  funciones  en  terminos  de  la  cantidad  compleja  s 
como  Ja  variable  independiente,  Pam  utiJizar  la  tmnsformada  de  laplace,  primero  tenemos  que  determinar 
la  funcidn  de  tmnsfeiencia  del  sistema. 

7*  Àun  cuando  la  funcidn  de  tmnsfeiencia  se  deriva  foimalmente  mediante  la  aplicacidn  de  la  tmnsformada 
de  Laplace,  se  puede  obtener  de  manem  informaJ  de  un  modo  muy  simple.  Pam  esto,  consideie  la  ecuacidn 


mi  + ci(t)  + kx(t)  = f(t)  <3+l  17) 

La  funcidn  de  tmnsfeiencia  asoeiada  con  esta  ecuacidn  se  deriva  reemplazando  x{t)  por  Xisy**  yff)  por 
FÌs^e**.  Las  derivadas  con  iespecto  al  tiempo  se  obtienen  difeienciando  X{s)e*31  con  iespecto  al  tiempo 
como  Mt)  = X(s)  se*^  yx(t)  = X(s)  s2e^.  Por  lo  tanto,  la  ecuacidn  (3.1 17)  se  puede  volver  a escribir  como 


ms2X(syst  + csX(s)e?*1  + kX(s)e?*  = F(s)e*«  <3+l  18) 


La  ecuacidn  (3,118)  se  puede  iesolver  pam  la  lelacidn  X(s)/F(s)  y obtener  la  funcidu  de  tmnsfeiencia  r(s)t 
como 


n = £W  = i 

W F(s)  ms2+cs  + k 


<3  119) 


Esta  ecuadtìn  es  id^ntica  a la  ecnacidn  (E.5)  del  ejemplo  3.14. 


3. 1 3 Soluciones  obtenldas  utllizando  transf ormadas 
de  Laplace 


H calculo  de  respuestas  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad  obtenido  utilizando  transformadas 
db  Laplace  se  ilustra  mediante  los  siguientes  ejemplos. 


EJemplo  3.15 


Respuesta  de  un  slstema  amortiguado  obtenida  con  transformadas 
de  Laplace 


Obtenga  una  expresidn  pam  la  respuesta  completa  de  un  sistema  de  nn  solo  gmdo  de  Jibertad  amortiguado 
sujeto  a una  fuerza  genemJ,  f[t)  como  se  muestm  en  la  figum  3.  J por  medio  de  tmnsformadas  de  Laplace. 

Solutidn:  La  transformada  de  Laplace  de  la  ecuaeitìn  (3. 1)  conduce  a la  relacitìn  (vea  la  ecuacitìn  (E.4)  del 
ejemplo  3.J4). 


X(s) 


F(j) 


J + 2 


f»(x7  + 2 £ù)„j  + ti>l)  x2  + 2 + ù£ 


jr(0)  + 


1 


s2  + 2 £ù)„j  + 


i(0)  <E.l) 
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La  re$puesta  completa  del  sistema  se  puede  determinar  tomando  las  transformadas  de  Laplace  de  cada  uno 
de  1o$  tàmiuos  del  lado  deiecho  de  la  ecnacitìn  (E.l).  Por  comodidad,  definimos  la$  $igniente$  funciones 
donde  lo$  $nbihdice$  i y s indican  la  entiada  y el  aistema*  respectivamente: 

m = fw  m) 


1 

m(s2  + 2 £ùv  + <■£) 


<E3) 


Observamos  qge  la  transfonnada  invma  de  Laplace  de  Ffs)  serà  igual  a la  fondtìn  fomda  conocida 

%t)  = F0co$ax  (EA) 

y la  transformada  inveisa  de  Laplace  de  Ffe)  es  (vea  el  apendice  D) 


donde 


//0  = 


mtod 


(EJ5) 


tod  = Vl  - £2  toa  (E+6) 

La  tmnsformada  inveisa  de  Laplace  del  primer  ttìnnino  del  lado  dexecho  de  la  ecnacitìn  (E.  1 ) $e  puede  expresar 
como  (vea  el  aptìndice  D); 


r * 

= f /;(r)4(t  - r )dr  = f /( T)enf“*  (f-rJ  sen  a>à(t  - t)  dr  (E.7) 

J tiuod  J 

r=0  r= 0 


La  transfoimada  inversa  de  Laplace  del  coeficiente  de  jr{0)  en  la  ecuacitìn  (E.  1)  da 


ir1 


j + 2 

j2  + 2 f&v  + o£ 


= — cos (a>dt  - 4>i) 

<0<t 


<E.S) 


donde 


4>i  = tan-1  — = tan-1  — * (E.9)  <E.9) 

Vi  - i2 

La  tmnsformada  inveisa  de  Laplace  del  coeficiente  de  x (0)  $e  puede  obtener  multiplicando  fs(t)  por  m de 
modo  que 


2-1 


1 

(/  + 2 + a>l) 


l 

— seu  a> dt 
u<t 


<E.10) 


ftn  lo  tanto,  la  respuesta  completa  del  sistema,  utilizando  las  respuestas  dadas  en  los  lados  derechos  de  las 
ecuaciones  (E.7),  (E.8)  y <E.  10),  se  pueden  expresar  como 


x(t) 


(;  seu  fod(t  - t)  dr 


+ —e  ^'cos (a>àt  - ^i)  + — sen  a>ài 

<oà  a>à 


(E.ll) 
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Ejemplo  3.16 


Observtmdo  que  la  transformajda  inversa  de  Laplaoe  de  la  ftmcidD  piedvcto  eo  la  ecaacitìD  (E7)  taaibiài  se 
puede  expresai  como 

t t 

(*)FÀS)  = f fi(f  ~ T)fi(T)àT  = ——  f f(t  ~ r)£_f“flTsen  ùj jr  dr  (E+12) 

T— 0 T=0 

la  respuesta  completa  del  sistema  tambidn  se  puede  expresar  como 

; 

x (t)  = — — f f(t  - t)  e~^T  seo  ù)dT  dr 
J 
T= o 

+ — e~^j  cos(ùj J - <j>{)  + — e~^nt  sen  ùj dt  (E+13) 

à>d  ùj^ 


Respuesta  de  estado  estable  obtenlda  con  la  transformada  de  Laplace 


Determide  la  iespuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  amoitiguado  ante  uua 
fuem  armònica  /0)  = F0  cos  ùjt  con  la  tiansfoimada  de  Laplace. 

Soluciòn;  La  tmnsfoimada  de  Laplace  de  la  ecuacitìn  (3.1)  conduce  a la  mlacitìn  (con  eondiciones  iniciales 
ceio  para  lespuesta  de  estado  estable  en  la  ecuacitìn  (E.l)del  ejemplo  3.15) 

F(s) 


X(s) 


m(s2  + 2£ùj„j  + ùj^) 


La  tiansfonnada  de  Laplace  de  la  entrada  f(t)  = F0  cos  tot  es  F(s)  = Fq 
(E  1 ) se  escribe  como 


2 , 2 
J + ùJ 


(EU) 


. Ptìr  lo  tanto,  la  ecuacitìn 


X(s)  = 


dbnde  las  ielaciones  ùj„  = .,j—  y £ = f — . 

V lymk 

lado  deiecho  de  la  ecuacitìn  (E.2)  como 


W*  f2  + ùJ2  S2  + S^ùJjjJ  + ÙJ? 

c 


(E2) 


se  utilizaion  para  expiesai  la  ecuacitìn  (E2).  Expiesando  el 


£b  ( aiJ  + 02  atf  + 04  \ 

W Af  + o2  j*+2f*w  + «2/ 


las  ctinstantes  a |,  a2,  a2  y a4  se  identiflcan  como  (vea  el  problema  3.99) 

<4  - g- 

(2^6)n)Jw5  + (ùi5  - <o2f 



(2£«„}V  + (<»l  ~ *?f 


a2 


2 2 
- ÙJ 


= - 


a4=  - 


(2^w„}2ùr  + (ù£  - to2f 


2 2 
ÙJH  “ ÙJ 


(2 £tonftJ  + (<■£“  àPf 


(E3) 

(E-4) 

(E.5) 

(E.6) 

(E.7) 
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Rjr  lo  tanto,  X (y)  $e  puede  expresar  cotno 


X(s) 


m (2f6>„)  V + 


h - {«  - ‘Ktt?)  + (tt?) 


- « - 


yV  + 2£ù)n.f  + a> 

Utilizando  la$  reladones  14,  15, 27  y 28  del  apèndice  D,  la  respnesta  del  sistema  se  puede  expresar  como 
F0  1 


(E.8) 


*(t)  = 


m (2£<w„)2  + («2  - ei2)2 


[(ùJ^  — Ù^JcttèùJj  + 2{ù>nù>  S£T\  (Ot 


fùJ?'  — ùJ2)  f 

+ \ e~i‘a’t  sen(6)„Vl  - Ì2t  - £) 

Vl  - ? 


Vl  - £■ 


e~^'Ual  sen  (tu„Vl  - C f)] 


(E.9) 


dondc 


<j>  = tan 


■(+) 


(E.10) 


Se  observa  que  a medida  que  r — ► oo,  los  terminos  que  implican  er&v  en  la  ecuacidn  (E.9)  tìenden  a cero.  Por 
lo  tanto,  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  se  expiesa  como 


x(t) 


F0 


1 


m (2fw„)2  + U ~ V)2 


[(ù^  - w2)  cos  6)f  + 2£<i)„ù>  sen  wf]  (E.l  1) 


la  cual  se  simplifica  como 


x(t)  = 


F0 


■oos(ù tf  - <£) 


VcV  + (k  - W)2 

Esta  soluciòn  es  como  la  determinada  en  la  secdòn  3.4  [ecuadones  (3.25),  (3.28)  y (3.29)] . 


<E.12) 
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Como  se  vio  antes,  por  ejemplo  en  la  secciòn  3.4,  la  respuesta  de  estado  estàble  de  un  sisteraa  li- 
neal  sometido  a una  entrada  senoidal  (o  armdnica)  tambidn  sera  senoidal  (o  armdnica)  de  la  misma 
frecuencia.  Aun  cuando  la  respuesta  esta  a la  misma  frecuencia  que  la  entrada,  difrere  en  amplitud 
y àngulo  de  fase  de  la  entrada.  Estas  diferencias  son  funciones  de  la  frecuencia  (vea  la  figura  3.11). 
Ademas,  oomo  se  indica en  la seccion  1. 10.2,  cualquier  sinusoide  se  puede  repiesentar  como  un  ntì- 
mero  complejo  (llamado  fasor).  La  magnitud  del  mimero  complejo  es  laamplitud  de  lasinusoide,  y 
el  àngulo  del  numero  complejo  es  el  àngulo  de  làse  de  la  sinusoide.  Por  lo  tanto,  el  fasor  de  entrada 
Mt  sen(aw  + <^(),  se  indica  en  forma  polar  corao  M^,  donde  se  considera  que  la  frecuencia,  <u, 
està  implfcita. 
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Como  un  sistema  haoe  que  tanto  la  amplitud  como  el  àngulo  de  fase  de  la  entrada  cambien  (vea 
por  ejemplo,  la  seccion  3.4),  podemos  pensar  en  representar  el  sistema  como  un  numero  complejo 
o fiincidn  definida  de  modo  que  el  producto  de  la  fundon  del  sistema  por  ei  fasor  de  entrada  d 6 
d fasor  de  salida.  Por  cjemplo,  para  d sistema  de  resorte-masa-amortiguador  de  la  figura  3.36(a), 
la  rdadon  de  entrada-salida  se  puede  mostrar  en  la  forma  de  un  diagrama  dc  bloques  como  en  la 
figura  3.36(b).  Por  lo  tanto,  la  salida  o sinusoide  de  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  se  indica 
como 

M0(ù))e^(a>)  = +*(■)}  (3,120) 


donde  las  M indican  las  amplitudes  y las  <f>  indican  los  àngulos  de  fase,  respectivamente,  de  las 
ànusoides.  En  la  ecuacidn  (3.120)  se  ve  que  la  funddn  del  sistema,  A/,(ù»)^'*>t<J),esta  definida  por 
su  magnitud 


".(«)  = 


M0(ù)) 

Mi(o)) 


(3,121) 


ylafase  por 


&(<«)  = <M‘U)  - &(*») 


(3.122) 


La  funcidn  del  sistema,  Ms(i w)g"M"),  se  llama  funcion  de  respuesta  de  Jrecuencta  y ^#(<u)  con  Ms(ìù) 
llamada  respuesta  defrecuenda  de  ampHtud  o magnitud. 

La  magnitud  de  respuesta  de  frecuenda  la  da  la  rdacidn  entre  la  magnitud  de  la  sinusoide  de 
salida  con  la  magnitud  de  la  sinuoside  de  entrada.  La  diferencia  de  los  àngulos  de  fase  entre  las 
inusoides  de  salida  y cntrada  da  la  respuesta  de  fase.  Cada  una  de  estas  respuestas  es  una  fun- 
ddn  de  frecuencia  y se  aplicarà  sdlo  a las  respuestas  senoidales  de  estado  estable  del  sistema.  Por 


■vx/yy  S/////S 


jc(/)  = M0  cos  (o>t  + <i>0)  = M0(<o)è^ 

f(t)  = M-tco%  H + <f>j  = Mfay+H 
(a)Sistema  fisico 


(b)  Diagrama  de  bloqties 


Figura  3J16 
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conveniencia  de  notadon,  en  ocasiones  la  funcidn  de  respuesta  de  fiecuencia  se  llama  fundon  de 
Iransferenciade  fiecuenda,  indicada  como  7Xìa>),  de  modo  que 

r(iù))  = Afs(«)e'*»  (3,123) 


Relaciòn  entre 
la  funciòn  de 
transferencia 
general  r(s)  y 
la  funciòn  de 
transferencia 
de  frecuencia 

T(ia>) 


La  fundon  de  iransferencia  de  frecuencia,  T(tù>),  se  puede  obtener  sustituyendo  s = irwen  la  funcion 
de  transferenda  general  7 \s).  E1  siguiente  ejemplo  ilustra  no  sdlo  la  generaddn  de  la  funcion  de 
transferencia  de  frecuenda  a partir  de  la  iuncidn  de  transferencia  general,  sino  ìncluso  la  identifi- 
caddn  de  la  entrada,  el  sìstema  y las  sinusoides  de  salida. 


Ejemplo  3.17  Generaciòn  de  una  funciòn  de  transferencia  de  frecuencla  a partlr 
de  la  funciòn  de  transferencia  general 


CoJi&idere  la  fcnciòn  de  tninsferencia  de  frecuencin  derivada  de  La  funciòn  de  transferencuì  generùJ  paia 
el  siitema  de  resoite-Ttmsa-amortiguador  considerado  en  d ejemplo  3. 14  e identifique  la  entrada,  el  sistema  y 
las  sinusoides  de  salida. 


Soluddn:  Para  el  sistema  de  resorte-masa-amoiiigiiador  consideiado  en  el  ejemplo  3.14,  la  funcitìn  de  tmns- 
fciencia  geneial  està  dada  poi 


T(s)  = 


ms 3 + cs  + k 

Utilizaudo  s = ìa>,  la  fuucidn  de  tiansfeiencia  de  frecuencia  del  sistema  se  genem  como 

1 


T(/«) 


k — mto 1 + itoc 


Esta  fnncidn  de  tmasfeiencia  de  frecnencia  se  pnede  volvei  a escribii  como 

MJ(to)j*°M 


T(ito)  = M,(to)^^ 


Afj(ùl)eWl<“5 


(E.l) 


(EJ> 


donde 


= 1,  $v(to)  = 0 

l 


M(to)  = 


V(k  - mto2  f + (aic)2 
Se  ve  que  la  amplitud  o magnitud  de  T(ìù>)  està  dada  poi 

M,(s)  = |t((ù))|  = 


, $;(to)  = tfln  1 


f-=S) 

\k  — maj  / 


<E-4) 

(EJ) 


1 


[(Jt  — mts?)1  + (ùv)2]ì 


(E.6) 
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yd  Ingulo  de  por 

Se  observa  que  la  ocuaciòn  (E 3)  es  idèutica  a las  ecuadones  (3t30)  y (3.3 1).  Por  lo  tanto,  la  fijnoitìn  de  trans- 
fcrenda  de  frecuetida  del  sistetna,  se  puede  deteimijiaT  a partir  de  la  fundtìn  de  transferenda  genernl, 
TfaX  sustìtuyendo  iw  en  lugar  de  s . Aun  cuando  esta  observacitìn  $e  hace  sdlo  pam  un  sistema  de  un  solo  giado 
de  libertad  (ecuadòn  dìfeiendai  de  segundo  oiden),  se  puede  comprobar  paia  cualquier  ecuadòn  difeiencial 
lineal  in  variabJe  con  el  tiempo  de  oiden  enesimo. 


Representaciòn 
de  las 

caracteristicas 
de  respuesta 
de  frecuencia 


La  respuesta  de  frecuencia  de  un  sistema  de  segundo  grado,  como  el  sistema  de  resorte-masa- 
amortiguador,  indica  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  a una  entrada  senoidal  paia  posì- 
tìes  frecuencias  diferentes  de  la  entrada  senoidal.  Se  puede  demostrar  gràficamente  de  diferentes 
maneras.  En  la  seccion  3.4,  las  variaciones  de  la  relacidn  de  magnitud  o amplitud  (M)  y d àngulo 
de  fase  (<f>)  con  la  frecuencia  (<y)  se  trazaron  como  dos  gràficas  distintas.  Para  algunos  sistemas,  la 
frecuencia  <o  variarà  dentro  de  un  rango  considerablemente  grande.  En  esos  casos  es  conveniente 
utilizar  escalas  logaritmicas  para  acomodar  el  rango  compieto  de  <o  en  gràfrcas  trazadas  en  papel 
de  tamano  estàndar. 


Diagramas  de  Bode.  Un  diagrama  de  Bodese  compone  de  dos  gràfrcas,  una  gràfica  dd  logaritmo 
de  la  magnitud  de  la  funddn  de  transferencia  de  frecuencia  (M)  contra  el  logaritmo  de  la  frecuencia 
(<u)  y unagràfìcadel  àngulo  de  fase  (<(>)  contrael  logaritmo  de  la  frecuencia  (<u).  Los  diagramas  de 
Bode  tambien  se  conocen  como  gràficas  bgarttmkas  de  ia  respuesta  defrecuenda. 

Como  representacidn  estàndar  de  la  magnitud  logarftniica  de  7TÌ(y),  se  utiliza  una  unidad  loga- 
ritmica  conocida  como  dedbei,  abreviada  dB.  La  reladdn  de  magnitud  en  dedbeles,  m,  se  defrne 
como 


m = 10bgio(Af2)  = 201og]QÌW  dB  (3.124) 

linea  de  conversitìn  de  nùmero  a dedbel.  De  la  ecuacion  (3.124)  se  ve  que  para  cualquier  nà- 
mero  N,  su  valor  en  dedbdes  es  20  logio^.  Para  algunos  valores  representaitivos  de  iV,  las  equiva- 
Jencias  en  decibeles  se  muestran  a oontinuacion; 


Valor  de  N 0.001 

0.01 

0.1 

OJ  J_ 

V2 

1 V2 

2 

10 

100 

1000 

Valtjr  cd  dB  —60 

-40 

-20 

-6  -2 

0 3 

6 

20 

40 

60 

Las  ventajas  prindpales  de  representar  las  caracten'sticas  derespuesta  de  frecuenda  en  laforma  de 

un  diagrama  de  Bode  son  las  siguientes; 

L La  funddn  de  transfeienda  de  un  sistema  se  puede  identificar  (es  decir,  exparànentalmente 
determinada)  con  d diagrama  de  Bode. 

2.  Las  curvas  de  respuesta  de  frecuencia  se  pueden  trazar  dentro  de  un  amplio  rango  de  la  frecuen- 
da,  oj. 

3,  En  algunas  aplicaciones  tenemos  que  multiplicar  las  magnitudes  delarespuestade  frecuenda.  En 
esos  casos,  el  resultado  se  obtiene  mcdiante  una  adiddn  simple  en  los  diagramas  de  Bode. 
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EJemplo  3.18 


Dlagramas  de  Bode  de  un  slstema  amortlguado  de  un  solo  grado 
de  libertad 


Trace  los  diagiamas  de  Bode  conespondietìtes  a nn  sistema  de  segnndo  grado  amortìgnado  {resorte-masa- 
amordguador)  en  forma  estìndar  con  la  funcidn  de  tmnsferencia 


T(s)  = 


j2  + 2£ùvf  + ù£ 

Soluciòn:  La  funciàn  de  transferencia  de  freCuencia,  HftLi)  $e  obtiene  Sustìtuyendo  ia>  en  lugar  de  s como 


<ai) 


T(i<*}  = - 


(iù))3  + 2 £ù)„(kd)  + a>i 


(E2) 


o 


T(ia>)  = 


1 

1 - r7  + i2£r 


<E3) 


donde  r = ù)/ù)„.  La  magnitud,  M,  de  T((d)  estìdada  por 


m = |t(ìù) 


1 - 

1 

1 

1 - r2  + i2fr 

V(1  - r2)2  + (2 £r)2 

<E.4) 


de  modo  qne 

201ogi0M  = -201ogi0V(l  - r2)3  + (2fr)J 


<EJ5) 


Observe  que  a bajas  fiecuencias  con  to  ù>fl  o r 1,  la  ecuacidn  (E.5)  $e  mduce  a 

-201ogJ0l  =OdB 

Kna  ftecu^cias  muy  altas  con  tu;^>fijnor;£>l,la  ecuaddn  (E5)  se  escribe  como 

-20  log|0  r2  = -401og|0  rdB 


E1  Sngulo  de  iase  dado  por  la  ecuacibn  (E.3)  es 


+ = 


1 

1 - r2  + j2£r 


Ur 

1 - r2 


(E  6) 


Laecuacitìn  (E.6)  muestra  que  ^esunafuncitìn  de  toy  f . En  to  = 05  ^ =0.  Cuando  w = <j>  = -90&  inde* 

pendientemente  del  valor  de  £,  puesto  que 


0 = — tao  1 


= — tan  1 oo  = -90tì 


En  ùì  = cx^el  àngulo  de  fese  es  -lBO^El  fingulodefaseseràantisimètricoconrespectoalpuntodeinfleiidnj 
d punto  donde  <f>  = -90ùb 

Los  diagramas  de  Bode  de  las  ecuaciones  (E.5)  y (E.6)  $e  muestian  en  las  figuras  3.37(a)  y (b),  respec* 
tivamente. 
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— 

(a)Magnitud 


(b)Fase 


Figura  3.37  Diagramas  de  Bode. 


2Olqgl0M(dB) 
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3.15  | Ejemplos  resueltos  utilizando  MATLAB 


Ejemplo  3.19  Respuesta  total  de  un  sistema  no  amortìguado 


Utilizando  MATLAB,  trace  la  re$pnesta  de  un  sistema  de  resorte-masa  sometido  a tma  fuerza  armtìmca  paia 
lo$  siguientcs  datos; 

m = 5 kg,  k — 2000  NAn,  F{i)  = 100  co$  30;  N , = 0. 1 m,  x 0 = 0b  1 m/$ 

Sùlucidn:  ia  ecuaciòn  (3.9)  da  la respue$fa  del  $i$tema5  la  cual  $e puede  volver  a escribir  como 

jf(t)  = — senw^  + [ jf0 kw  vj  + cos  tef  <E,1) 

“n  \ 6^  “ ÙT  / — ÙT 

Fo  100  fk 

tfcude  /o  = — = — — = 20,  (oa  = x — = 20  rad/s,  y w = 30  rad/$, 
m 5 V m 


Ejemplo  3.19 
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Ejemplo  3.20 


la  ecuaciòn  (E.  1)  $e  traza  utilizando  el  siguicnte  progTania  MATLAB: 


% Ex3_19.ll 
FO  = 100; 
wn  c±  20; 
n ^ S; 
w s 30; 

XO  * 0.1; 
x0_dat  - 0.1; 
f_0  t F0/a; 
ftìt  i ± 1:  101 

t{!)  p=  2 * (i  -1)  /100 ; 

x (i)  * xO_dot*flin  (wn*t  (i) ) /wn  + (xO  - f _0/ (wtfcind;  2-w£uid; 2) ) +oam 
(wn*t ( i) ) . . + f_0/  (wn^a-w^S) *ooa (w*t(!) ) ; 

ftnd i 

plot  (tr  x)  ; 
xlabèl  (’t')  ; 
ylab«l  ( 1 x(t)  1 ) ; 
titl*  ( FEx3 . ll 1 ) 


Respuesta  forzada  de  un  slstema  con  amortlguamlento  de  coulomb 

Utilizando  MATLAB,  trace  la  respuesta  foizada  de  un  sistema  de  resorte-masa  con  amortignamiento  de 
Cbnlomb  para  los  siguicntes  datos:  m = 5 tg,  k = 2000  N/m,  /x  = 0b5,  F(t)  = 100  sen  30f  N,  Jtr0  = 0.1  m, 
jfc0  = 0,1  m/$. 

SaluckSn:  La  ecuacitìn  de  movimiento  del  sistema  se  expresa  como 

mx  + kx  + fxmg  sgn(i)  = F0senù*f  (E+l) 


la  cual  se  puede  volver  a escribir  como  un  sistema  de  dos  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  (utilizando 
*i  = xyx7  = i)  como 


Ìl  = 

F0  k 

= — Sen  6jf xi  - p.g  5gn{*2) 

m m 


(E2) 


con  las  condiciones  iniciales  x^  (0)  = 0, 1 y x^p)  = 0, 1 . A continuaciòn  se  da  la  solucidn  de  la  ecuacitìn  {E,2)a 
dbtenida  con  MATLAB  utilizando  ods23, 

% Ex3_£0 .» 

% Eh t«  progruu  utiliaari  2*.  funci6u  dfunc3_2Q.nr  d&ban 
% afi tar  en  la  nisiu  cacpata. 
tfipan  [0 : O.Qli  4); 

XO  be  [0.1;  0.1]  ; 

[tr  x]  - oda23  (adfunc3_12a r tfipan,  xO) ; 

difip  (H  t x(t)  xd(t)H); 

diap  ([t  x]) ; 

plot  (tr  x ( i r 1) ) ; 

xlabal  ( 1 ta)  ; 

gtoxt  ( 1 x(t)  ■)  ; 

titltì  ( 1 Ex3 .12") ; 

% dfunc3_12.n 

function  f - dfunc3_12  (tF  x) 
f e x&roe  (2r  1)  ; 
f(l)  = x(2)  ; 

f (2)  =±  100*ain(30*t)/B  - 9.61*0.  E*eign(x(2)  ) - (2000 /5)  *x  (1)  ; 
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» Kxa  ia 

t 

x(t) 

xd(t) 

0 

0.1000 

0.1000 

0.010D 

0.0991 

-0.2427 

0.0200 

0.0954 

-Q.496S 

Q.0300 

Q.0S94 

-Q.6616 

0.0400 

0 .0619 

-0.6026 

Q.OSOQ 

0.0735 

-Q.67Q4 

2.9E0Q 

0.0196 

-Q.9302 

3.9600 

Q .0095 

-1.0726 

3.9700 

-0 .0016 

-1.1226 

3.9000 

-0.0126 

-1.0709 

3.9900 

— Q .0226 

-Q.9171 

4.0000 

-Q.03Q7 

-Q.6704 
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EJemplo  3.21 


Respuesta  de  un  slstema  sometldo  a excltaciòn  de  base 


Utilizando  MATLAB,  encuentro  y trace  la  respuesta  de  un  sistema  de  resorte-masa  viscosamente  amortiguado 
sometìdo  a la  excitadtìn  de  basey(0  = Y sen  wfcon  lcs  siguientes  datos:  m = 1 200  kga  k = 4 X ÌO5  N/m, 
£ — 0,5,  Y = 0,05  m,  ùj  =29.0887  iad/s,  x^  = 0,  i0  = 0.1  m/s. 

Solucion:  La  ecnacitìn  de  movimiento,  ecuacitìn  (3.64): 

nx  + cx  + kx  = ky  + cy  (E,l) 


se  puede  expresar  como  nn  sistema  de  dos  ecnaciones  diferenciales  oidinarias  de  primer  orden  (utilizando 
x^  = xyx2  = x)  comq 

Ìì  = *2 


c k k c . 

*2  = x2 X{  + — y + — y 

m m m m 


<E2) 
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con  c = £cc  = 2{Vhn  = 2{0.5)V{4  X 105X1200)f  y = 0.5  Sen  29.0887/,  y y = (29.0887X0.05)  COS 
29.0887J.  À continuàcidn  sc  da  Ja  solucitin  dc  la  ecnacitin  (E2) obtcnida  utilizando  od*2  3. 

% Esbe  pfo^rama.  utiliairi  1*  £uH-CÌ6n  d£ìiHC3_2l.JCtr  deben  aptreCtì-r 
% en  la  tìiemiL  Cirpeti 
t Èpan  = [0 1 0.01:  2] } 

xÙ  p [0;  0.1]  j 

[tr  *]  =i  t>de23  (adfimc3_13b  F tepanr  x0)  r 
ditìp  (B  t *(t]  *d  (t)  ' ) f 

di tìp  ([t  X]); 
plot  (tr  * ( I r l))j 
xlabel  ( ■ t" ) j 
gtext  (>*(t)  ■)  j 
titl*  ( VE*3 . 13 1 ) } 

% dfunc3_20 .» 

function  f - dfunc3_20  (tr  *) 
f = xercs  (3r  1) } 
f(l)  = *(2)  j 

f ( 2)  p 400000*0. OE*«in(as.oee7*t)/iaoo  + ... 

agft  (400000*ia00)*as. 0667*0. 0E*eoa(2S.0BB7*t)  /1300  ... 

- aqrt(40000Q*ia00)*x(a) /1200  - (4000  00/1200)  *x(l)  j 


» Ek3  _13 
t 

x(t) 

*d(t) 

0 

0 

0 . 1000 

0.0100 

o.ooaa 

o.34aa 

0.0200 

0.0067 

0 . 5553 

0.0300 

0.0131 

0.7136 

0.0400 

o.oaoo 

0.7984 

0 . 0600 

o.oaee 

0.7976 

1. 0600 

-0.0366 

0.4997 

1.9600 

-o.oaaa 

o.eoae 

1.9700 

-0.0330 

1.0360 

1.9600 

-0.0116 

i.ieea 

1.9900 

0.0004 

1.3348 

a.oooo 

0.0126 

1.1796 
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EJemplo  3.22 


Respuesta  de  estado  estable  de  un  slstema  vlscosamente  amortlguado 

De$4rroIle  un  prograitm  MATLAB  de  u$0  geneial,  Ikmado  Program2 . mpara  encoutrar  la  re$pue$ta  de  e$ta- 
do  e$table  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  viscosamente  antortiguado  sometido  a la  fuerza  armònica 
F0cos  ùìt  o F0sen  ùtf.  Use  el  programa  pam  haJlaiy  graficar  la  respuesta  de  un  sistema  con  los  siguientes  datos: 

m = 5 kg,  c = 20  N-s/mt  k = 500  N/mt  F0  = 250  N,  = 40  rad/s,  n = 40,  ic  = 0 

Soluctòn:  Se  desarrolla  Program3  .mpora  que  acepte  los  siguientes  datos  de  entmda: 

xm  = masa 

jire  = constante  de  amortiguamiento 
xk  = constante  de  iesorte 
/0  = amplitud  de  la  fundtìn  forzada 
om  = fiecuencia  forzada 

n = cantidad  de  pasos  en  un  dclo  en  el  cual  se  va  a calculai  la  iespuesta 
ic  = 1 para  fundtìn  fbizada  tipo  coseno;  0 para  fundtìn  fomda  tipo  seno 

E1  piogiama  da  los  siguientes  iesultados: 

cantidaddepasos  ì,x(i)7x(i)7x(i) 

H progiama  tambitìn  traza  las  vafiadones  de  x,  xf  y 'x  con  el  tiempo. 


» prograaS 

RaspuoHtia  da  eetido  eetabla  d«  uu  ilatua  da  un  solo  gxado 
dtì  lib&rtad  no  aurtlgu&do  soiutìdo  a uu  fuorea  *rrfulca 

Dfttos  dados 

m = S.G000G000&+000 

xc  ±=  a.OOOOOOOOo+OOl 
xk  b 5-. 0000000  Oo+O  02 


fO 

2 . EOO OOOOOa+OO  2 

aa. 

= 4 .000 00000 a+001 

ie 

= 0 

n 

n 20 

Rnspuastai 

1 

xdtl) 

*dd(l) 

1 

1 . 3S2S  2024&-002 

1 . 2103  54724+000 

-2.164512364+001 

2 

2.221SS0754-002 

3.636373154-001 

-3.554657214+001 

3 

2 .073020536-002 

6.611267364-001 

-4.536545614+001 

4 

3. 243153144-002 

2.736433724-001 

-5.1830610 24+001 

£ 

3.2S5B3277*-002 

-1.406270364-001 

-5.273332444+001 

6 

3.025651644-002 

-5.411325404-001 

-4.641410344+0  01 

7 

2.453735134-002 

-6.686673164-001 

-3.335576204+001 

e 

1.652511234-002 

-1 . 1432 13654+000 

-2.644436064+001 

$ 

6.640350154-003 

-1.237266264+000 

-1.034556634+001 

10 

-3.515736464-003 

-1.316332534+000 

5.625277544+000 

11 

-1.352642474-002 

-1.210350754+000 

2.164547344+001 

12 

-2.221676624-002 

-3.535307674-001 

3.554656124+001 

13 

-2.573040774-002 

-6.611202354-001 

4.5365652 34+001 

14 

-3.243166174-002 

-2.736344424-001 

5.153063074+001 

1S 

-3.235830134-002 

1.406367614-001 

5.273326314+001 

Ifi 

-3.025671304-002 

5.411414324-001 

4.641335044+001 

17 

-2.453716814-002 

6.666751444-001 

3.335550034+001 

10 

-1.652730164-002 

1.143215744+000 

2.644464234+001 

1S 

-6.640741324-003 

1.237268274+000 

1.034516714+001 

20 

3.516040534-003 

1.316331564+000 

-5.625664344+000 
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Resumen  del  capitulo 

Cbnsidemmos  las  respuestas  de  vibmciòn  fomda  de  sistemas  uo  amortìguados  y viscosameute  amoitìguados 
tojo  excitaciones  armtìnicas.  Las  excitaciones  aimdnicas  lo  son  en  la  forma  de  fuerza  aplicada  a la  masa,  mo- 
vimiento  de  la  base  y fuerza  ejercida  en  la  masa  del  sistema  por  una  masa  desbalanceada  rotatoria.  Tambidn 
analizamos  los  aspectos  de  resonanda,  batidos,  lelaciòn  de  amplifìcacitìn  o amplitud,  Sngulo  de  fase,  vibmcitìn 
tmnsitoria  y vibmddn  de  estado  estable.  Finalmente,  estndiamos  la  aplicaddu  del  mtìtodo  de  fnndtìn  de  tmns- 
ferenda,  las  tmnsforrnadas  de  Laplace  y la  fundtìn  de  tmnsfeienda  de  ftecuenda  pam  determinar  la  respuesta 
de  sistemas  armtìnicamente  exdtados. 

Ahom  que  ya  ha  teiminado  este  capfEulo,  dcberà  ser  capaz  de  responder  las  piegnntas  de  repaso  y resoJver 
tos  probfemas  que  se  dan  a contmuadtìn. 
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Preguntas  de  repaso 

3*1  Responda  bievemente  lo  siguiente: 

1*  iCòmo  se  ielarionan  la  amplitud,  fiecuenria  y tase  de  una  vibmridn  de  estado  estable  con  las  de 
la  fuerza  aimònica  aplicada  pam  un  sistema  no  amortiguado? 

2*  Explique  por  qud  una  fuem  constante  que  actua  en  la  masa  vibmtoria  no  tìene  ningun  efecto  en  la 
vibmritìn  de  estado  estable. 

3*  Defrna  el  termino  fitctor  de  ampftficaciàn.  ^Ctìmo  se  relariona  el  factor  de  amplificaritìn  con  la 
lelacitìn  de  ftecuencia? 

4,  ^CutìJ  $eri  la  frecuenria  de  la  fuerza  aplicada  con  respecto  a la  ftecuenria  natuml  del  sistema  si  el 
fector  de  amplificaritìn  es  menor  que  la  unidad? 

5*  iCutìles  son  la  amplitud  y el  dngulo  de  fase  de  la  iespuesta  de  un  sistema  viscosamente  amortigua- 
db  verino  a la  iesonancia? 

6.  ^Es  el  tìngulo  de  fase  conespondiente  a la  amplitud  pico  de  un  sistema  viscosamente  amortiguado 
siempre  mayor  que  90ù? 

7*  ^por  qutì  en  la  mayoria  de  los  casos  el  amortìguamiento  se  considem  stìlo  vecino  de  la  resonancia? 

8*  Muestre  los  diversos  ttìimincs  en  la  ecuaritìn  de  movimiento  fomdo  de  un  sistema  viscosamente 
amortìguado  en  un  diagmma  vectoriaJ. 

9-  iQutì  le  sucede  a la  iespuesta  de  un  sistema  no  amortiguado  en  resonancia? 

10*  Defina  los  siguientes  ttìrminos:  batido,  factar  de  caUdad,  transmisibitidad , tigidez  compteja, 
amortiguamiento  cuadrdtico, 

lh  D£  una  expticaritìn  fisica  de  por  qutì  el  factor  de  amptificaritìn  es  casi  igual  a 1 pam  valoies  peque- 
iìos  de  ry  es  pequeflo  pam  valores  gmndes  de rt 
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12*  ^Se  reduciià  la  fijem  transmitida  a la  basc  de  una  màquirn  montada  sobre  resortes  con  Ja  adicidn 
de  amortiguamiento? 

13-  ^Ctìmo  cambia  la  fuerza  trausmitìda  a 1a  base  a medida  que  se  inciementa  la  velocidad  de  la  md- 
quina? 

14*  Si  un  vehfculo  vibra  fuertemente  mientias  se  desplaza  por  un  camino  lleno  de  baches*  imejoiaid  la 
oondiciòn  un  cambio  de  velocidad? 

15*  ^Es  posible  encontrar  Ja  amplitudm&cima  deuna  vibracitìnforzada  amortiguada  con  cualquier  valor 
de  rigualaudo  la  en^gta  disipada  por  el  amortìguamiento  al  trabajo  iealizado  poi  la  fu cm  extema? 

16*  iQuè  suposiciones  se  hacen  sobre  el  movimiento  de  una  vibracitìn  forzada  con  amortìgnamiento 
no  viscoso  al  hallar  la  amplitud? 

17*  ^Es  posible  encontrar  el  valor  aproximado  de  la  amplitnd  de  una  vibracitìn  forzada  amortìguada  sin 
considemr  el  amortìguamiento  pam  nada?  De  ser  asf,  £en  què  circunstancias? 

18,  ^Es  efectìva  la  friccidn  seca  para  limitar  la  amphtud  iesonante? 

19*  iCdmo  encuentm  la  iespuesta  de  un  sistema  viscosantente  amortiguado  en  situacitìn  de  desbalance 
rotatorio? 

30*  iCuàJ  es  la  fiecuenda  de  la  respuesta  de  un  sistema  viscosamente  amortìguado  cuando  la  fuerza 
extema  es  F0  $en  ùx ? ^Es  aimtìnica  esta  iespuesta? 

21*  ^Cuàl  es  Ja  difeiencia  entie  Ja  amphtud  pico  y Ja  amplitud  iesonante? 

22*  ìPoi  què  se  utiliza  el  amortiguamiento  viscoso  en  la  mayoria  de  los  casos  en  lugar  de  otros  tipos 
de  amortiguamiento? 

23*  ^Què  es  vibmcitìu  autoexcitada? 

24.  ^Ctìmo  se  define  la  ftmdtìn  de  tmnsfeienda? 

25*  ìCtìmo  podemos  genemr  la  fundtìn  de  tmnsferencia  de  fiecuencia  a partìr  de  la  fundtìn  de  tmns- 
feienda  geneml? 

26-  iQuè  es  un  diagmma  de  Bode? 

27*  ^Ctìmo  se  define  deàbefì 

3*2  bdique  si  cada  uno  de  los  siguientes  enunciados  es  veidadero  o faJso: 

1*  El  factor  de  ampUficadtìn  es  la  reladtìn  de  ampUtud  màxima  y deflexitìn  estàtica. 

2*  la  respuesta  serti  armtìnica  $i  la  exdtadtìn  es  armtìnica. 

3*  E1  àngulo  de  fase  de  la iespuesta  depende de  los  paràmetms  del  sistema,  m,  c,  k y uj. 

4*  E1  dngulo  de  fase  de  la  iespuesta  depende  de  la  ampUtud  de  la  fimdtìu  forzada. 

5*  Dumnte  el  batido,  la  ampUtud  de  la  iespuesta  se  inciementa  y luego  se  ieduce  eu  uu  patrtìu  regular. 

6-  Se  puede  utilizai  el  factor  Q pam  estimar  el  amoitiguamiento  en  un  sistema. 

7*  Iris  puntos  de  media  potenda  indican  los  valoies  de  ieladtìn  de  ftecuenda  donde  el  fector  de 
amplificacitìn  se  iednce  a Q/  V2, donde  S es  el  fectoi  Q . 

8*  la  reJadon  de  ampUtud  alcanza  su  valor  màximo  en  iesonancia  en  el  caso  de  amortiguamiento 
viscoso. 

9*  la  iespuesta  siempie  està  en  fese  con  la  fimcitìn  forzada  aimtìnica  en  d caso  de  amortìguamiento 
de  Jiistèiesis. 

10*  E1  amqrtìguamiento  ieduce  Ja  ampUtud  con  todos  los  valoies  de  la  fiecuenda  foizada. 

11*  E1  desbaJance  en  una  miquina  iotatoria  ocasiona  vibmdtìn . 

12*  Se  pnede  supouei  que  la  solucidn  de  estado  estable  sea  armtìuica  parn  valoies  pequefios  de  fueiza 
de  friccitìn  $eca> 

13-  Eu  un  sistema  con  desbalance  rotatorio , el  efecto  de  amortìguamiento  se  vuelve  rnsigmficantemen- 
te  pcqueno  a altas  veloddades. 

14*  la  fimdtìn  de  tmnsfeiencia  es  una  piopiedad  dd  sistema  y no  se  ieladona  con  la  entmda. 
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15,  Las  fgnciones  de  tmnsfèienda  de  variqs  sistemas  difeientes  pneden  ser  las  mismas. 

Si  $e  tonoce  la  funddn  de  transferencia  de  un  sistema,  se  pnede  enoontiar  paia  todos  los  tipos  de 
entrada. 

3*3  Escriba  en  los  signientes  espados  en  blanco  la  palabia  conecta: 

1*  La  exdtadtìn  puede  ser 5 periddica,  no  periddica  o de  natmaleza  aieatoria. 

2*  La  respnesta  de  un  sistema  a nna  exdtaddn  aimdnica  se  llama  iespnesta . 

3-  La  respnesta  de  un  sistema  a nna  exdtaddn  no  periòdica  iepentinamente  aplicada  se  Uama  ies- 
puesta . 

4*  Qiando  la  fiecnencia  de  exdtadtìn  coindde  con  la  fiecuencia  natumi  del  sistema,  la  condidòn  se 
conocecomo . 

5*  El  factor  de  amplifìcadòn  tambien  se  conoce  como  factoi  de . 

6.  H fenòmeno  de puede  ocnnii  cuando  la  fiecuencia  forzada  se  apioxima  a la  fìecnenda 

natniai  del  sistema. 

7*  Qjando  la  base  de  un  sistema  se  somete  a mo  vimieaito  armtìnico  con  amplitnd  Yy  se  pioduce  una 
amplitud  de  iespuesta  X,  la  ieladtìu  y se  Uama de  desplazamiento. 

8,  Z[iw)  = -wùj2  + i (oc  + k se  Uama  la mecànica  del  sistema. 

9*  La  difcienda  entie  las  ftecuendas  asociadas  con  Los  puntos  de  media  potencia  se  conoce  como  la 
del  sistema. 

10*  E1  vaJordelaieladdn  deamplitudeniesonanciaseconocecomo  factoide  , 

11*  E1  amoriignamiento  de  fricdòn  $eca  tambi^n  $e  conoce  como  amortiguamiento  de  , 

li  Para valoies  de  amoitignamiento  de  fiicdòn  seca,  el  mo  vimiento  de  la  masa  seià  discon- 

tìnno. 

13,  La  cantidad  k(ì  + ijS)  en  el  amoitìgnamiento  de  hisfciesis  se  Uama  rigidez . 

14*  H amoitìguamiento  oiadiàtìco  o de  velocidad  al  cuadiado  està  piesente  siempre  que  un  cneipo  de 
mueve  en  un  flujo  de  fluido . 

15*  En  sistemas  autoexdtados,  el mismo  pioduce  la  fuem de  exdtacidn. 

16-  ia  trepidacidn  de  las  aspas  de  nna  tmbina  es  un  ejemplo  de  vibiacitìn . 

17*  H movimiento y el  sistema  se  vuelven  inestables  drnante  la  autoexdtadtìn. 

18-  H mdtodo  de  la  fundòn  de  tiansfeiencia  esti  basado  en  la  tiansformada  de . 

19-  identifìca  la  entrada,  el  sistema  y la  salida  con  claridad. 

20,  La  tiansfoimada  de  Laplace  d &f{t)  se  indica  como . 

21*  La  tiansfoimada  de  Laplace  convierie  nna  ecnadtìn  difciendal  Uneal  en  una  expiesitìn . 

3*4  Selecdone  la  iespuesta  conecta  de  entre  las  opdones  dadas: 

1*  la  respuesta  de  nn  sistema  no  amoitiguado  en  resonancia  serò 
a*muygiande  b*infìnita  c*ceio 

2*  la  ieducdtìn  de  la  ieladòn  de  amplitnd  en  piesenda  de  amoriiguamiento  es  muy  significatìva 
a*casi  u = ùJn  b*casiw  = 0 c,casiw=oo 

3*  la  fìecuencia  de  batido  es 

a* «n  - ù>  b. c*w 

4*  La  eneigia  disipada  en  un  dclo  por  amoitiguamiento  de  ftiodòn  seca  està  dada  poi 
a*4 fiNX  b.4 (xN  C*4^JP 

5*  La  iespuesta  de  fiecuencia  compleja,  H(ìù>\  se  define  como 
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6*  La  energia  disipada  en  la  siguiente  duraciòn  $e  considera  para  haJlai  la  censtante  de  amortigua- 
miento  viscoso  equivalente  de  un  sistetna  con  amortiguaitiiento  de  Coulomb: 

a*un  medio  ciclo  b+un  ciclo  completo  c* un  segundo 

7.  la  fuerza  de  amortìguamiento  depende  de  la  frecuencia  de  la  fueiza  aplicada  en  el  caso  de 
a*  amortìgnamiento  viscoso  b*  amortìgnamiento  de  Coulomb 

c.  amortìguamiento  de  histdesis 

8*  E1  sistetna  regido  por  la  ecuacitìn  mx  + cx  + kx  = 0 es  dintìmicamente  estable  si 
a*£espo$itiva  b*cy  .fesou  positivas  c*cespositìva 

9*  La  rigidez  compleja  o amortiguamiento  complejo  se  defìne  en  el  caso  de 
a*  amortìgnamiaito  de  histtìresis  b.  amortìgnamiento  de  Conlomb 

c*  amoitiguamiento  viscoso 

10*  La  ecnacitìn  de  movimiento  de  nna  màquina  (que  gita  a una  fiecnencia  gj)  de  masa  M,  con  una 
tnasa  desbalanceada  m,  en  el  ladio  e,  estfi  dada  poi 

fl+  m'x  + cx  + kx  = metx ? sen  otf  b*  M'x  + cx  + kx  = meoP  sen  gji 

C*  Mx  + cx  + kx  = Mcgj2  sen  tot 

II-  La  transmisibilidad  de  fnern  de  nn  sistema,  sometido  a excitacitìn  de  base  (con  amplitud  10  qne 
produee  una  fuerza  transmitìda  FTse  define  como 

Fj  JC  Fj' 

fl*  W*  m t* 

kY  kY  k 

3*5  Utilizando  la  notacitìn: 

r = ielacitin  de  fiecnencia  = — 

ùj  = fìecnencia  foizada 
= ftecnencia  natuial 
£ = lelacitìn  de  amortìgnamiento 

gji  , gj2  = frecuencias  conespondientes  a puntos  de  mediana  potencia 
conelacione  los  elementos  en  las  dos  columnas  siguieutes: 


1*  Factoi  de  amplificadtìn  de  un  sistema 
no  amoitìguado 

2*  Periodo  de  batido 

3-  Factoi  de  amplificadtìn  de  nn  sistetna 
amoitiguado 

4*  Frecuencia  amortiguada 

5*  Fictoi  de  calidad 
6-  Tiansmisibilidad  de  desplazamiento 


2ir 

a,  

GJn  “ ÙJ 


1 + (2 fr)2  11/2 

_(1  - + (2£r  )2  _ 


ù>2  — GJi 


% ù»„Vl  - i2 


t 


1 

_(1  - r2)2  + (2 £r)2 
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3,6  Correladone  la$  $iguiente$  ecnadone$  de  mo  vimiento : 


1-  m'i  + cz  + kz  — —my 
2*  Mx  + cx  + kx  = meti?  seiuor 
3*  mx  + kx  ± fiN  = F(t) 

4,  mx  + A(1  + J0 )x  = FQSznùìt 
5«  mx  + cx  + kx  = -Fo  $en  ùìt 


a Si$tema  con  amortiguamiento  de  Coulomb 
K Sistema  cou  amortiguamiento  viscoso 
c*  Sistema  sometido  a exdtadon  de  base 
A Si$tema  con  amortiguamiento  de  hi$tde$i$ 
a Si$tema  con  de$balance  rotatorio 


Problemas 

secciòn  3.3  Respuesta  de  un  sistema  no  amortiguado  sometldo  a fuerza  armònioa 

3*1  Se  cuelga  un  pe$0  de  50  N de  un  resorte  de  4000  N/m  de  rigidez  y $e  somete  a una  fuerza  armònica  de 
fflNde amplitud y 6 Hz de fteeuencia.  Encuentre (a)  la extenaidn  del iesorte debido  al pe$o $u$pendi- 
do;  (b)  el  desplazamiento  estàtico  del  resorte  debido  a la  fuerza  màxima  aplicada,  y (c)  la  amplitud  del 
movimiento  forzado  del  peso. 

3*2  Un  $i$tema  de  ie$orte-ma$a  $e  somete  a una  fuerza  armdnica  cuya  ftecuenria  se  acerca  a la  fiecuenria 
natural  del  $i$tema.  Si  la  ftecuencia  forzada  e$  de  39.8  Hz  y la  ftecuenria  natural  e$  de  40.0  Hz,  deter- 
mine  el  periodo  de  batìdo. 

3*3  Cbnsidere  un  $i$tema  de  iesorte-masa,  con  k = 4000  N/m  y m = 10  kg,  $ujeto  a una  fuerza  armtìnica 
F{t)  = 400  co$  10/  N.  Encuentre  y trace  la  ie$pue$ta  totaJ  del  sistema  en  la$  $iguiente$  condiriones 
iniriales: 

a*  jtq  = 0.1  m,  i0  = 0 
b.  xo  = 0,  xq  = 10  m/$ 

C*  jtq  = 0.1  m,  Ìq  = 10  m/s 

3*4  Cbnsidere  un  sistema  de  resorte-masa,  eon  k = 4000  N/m  y m = 10  kg,  sujeto  a una  fuerza  armtìnica 
F(t)  = 400  co$  20/  N.  Encuentre  y trace  la  ie$pue$ta  total  del  $i$tema  en  la$  $iguiente$  condirione$ 
iniciales: 

a*  jr0  = 0. 1 m,  i0  = 0 
b.  jtq  = 0S  ji0  = 10  m/s 
C.  jtq  = 0.1  m,  ji0  = 10  m/$ 

3*5  Cbn$idme  un  $i$tema  de  iesorte-masa,  con  k = 4000  N/m  y m = 10  kg,  $ujeto  a una  fuerza  armtìnica 
F{t ) = 400  co$  20.  lr  N.  Encuentre  y trace  la  ie$pue$ta  total  del  sistmia  en  la$  $iguiente$  condiriones 

a.  x0  = 0.1  mf  i0  = 0 
hu  jc0  = 0,  i0  = 10  m/s 

CV  jr0  = 0,1  m,  i0  = 10  m/s 

3*6  Cbn$ideie  un  $i$tema  de  iesorte-masa,  con  k = 4000  N/m  y m = 10  kg,  sujeto  a una  fuerza  armtìnica 
F(t)  = 400  co$  30/  N.  Determine  y tmce  la  respuesta  total  del  sistema  en  la$  $iguiente$  condirione$ 
iniciales: 

a jr0  = 0. 1 mf  i0  = 0 

b.  jc0  = 0,  i0  = 10  m/s 

C jr0  = 0.1  m,  i0  = 10  m/s 
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3.7  lln  de  resqrte-masa  Se  oompone  de  nna  masa  qne  pesa  100  N y nn  resorte  con  una  rigidez  de 

2000  N/m.  La  masa  se  somete  a resonancia  por  la  acciòn  de  nna  fnerza  anndnica  F(t)  = 25  cos  ùif  N. 
Enenentre  la  amplitud  del movimiento  foizado  al  final  de  (a)  \ ciclo;  (b)  2\  ciclos,  y (c)  5^  ciclos. 

3*8  Secnelgannamasamdennresortede^OOONtaderigidezysesometeannafneizaarmdnicade  100  N 
de  amplitud  y ftecuencia  de  5 Hzk  Se  obsem  que  la  amplitud  del  movimiento  forzado  es  de  20  mm. 
Determine  el  valor  de  ro. 

3*9  Un  sistema  de  iesoite-masa  con  m = 10  kg  y £ = 5000  N/m  se  somete  a una  fueiza  armònica  de  250  N 
de  amplitud y ftecuencia  to.  Si  la  amplitud  mdxima  de  la masa  es  de  100  mm,  determine  el  valor  de  to. 

3*10  En  la  figma  3.1(a)5  se  aplica  una  fueiza  periòdica  F(f)  = F0  cos  wr  en  nn  pnnto  del  resorte  nbicado  a 
una  distancia  de  25  por  ciento  de  sn  longitud  eon  respecto  al  apoyo  fijo.  Snponiendo  qne  c = 05  halle  la 
iespnesta  de  estado  estable  de  la  masa  m. 

3*11  Un  sistema  de  resoite-masa,  que  descansa  sobre  nn  plano  inclinado,  se  somete  a una  fuerza  armònica 
como  se  mnestia en  la  fignm  3.38.  Encnentre  la respnesta  del  sistema snponiendo  condidones  inidales 
oero. 


112  la  ftecuencia natmal  de  vibmciòn  de  una  persona  es de  5.2 Hz  mientms  se  encuentm  pamda  sobie  nna 
snpeificie  horizontal.  Snponiendo  que  el  amortiguamiento  sea  insignificante,  determine  lo  signiente: 

& Si  el  peso  de  la  persona  es  de  70  kgf , detertnine  la  rigidez  eqnivalente  de  su  cnerpo  en  la  direcdòn 
vertical. 

b,  Si  el  piso  se  somete a nna  vibmdòn  armònica  vertical  de  5.3  Hz  de  ftecuencia  y 0. 1 m de  amplitud 
debido  a una  mdquina  rotatoria  desbalanceada  qne  opem  apoyada  en  el  piso,  determine  el  desplaza- 
miento  vertìcal  de  la  peisona. 

3J3  Tmce  la  respnesta  de  vibmdòn  forzada  de  un  sistema  de  resorte-masa  dada  por  la  ecuadòn  (3,13)  con 
los  signientes  conjuntos  de  datos: 

a.  Cbnjunto  1:  S&t  = 0.1,  w = 5,  totì  = 6,  jeq  = 0.1,  = 0.5 

b,  Cbnjunto  2:  = 0.1,  w = 6.1,  = 6,  jt0  = 0.1,  io  = 0.5 

C*  Cbnjunto  3:  S&t  = 0.1,  m = 5.9,  ton  = 6,Xo  = 0.1,  jr0  = 0.5 

3.14  Se  pone  a vibmr  un  sistema  de  iesorte-masa  desde  condiciones  iniciales  cero  bajo  nna  fnerza  armònica.  Se 
encuentm  que  la  iespnesta  piesenta  el  fenòmeno  de  batidos  con  el  periodo  de  batidos  igual  a 0.5  s y el 


Figura  3*38 
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periodo  de  oscilacitìn  iguaJ  a Ofl5  $fc  Encuentre  la  ftecuencia  natural  del  $istema  y 1a  ftecueneia  de  la 
fuerza  armdnica. 

3-15  Un  sJstema  de  resorte-masa  con  m = 100  tg  y k = 400  N/m,  se  somete  a una  fuerza  armqnica fìf)  = F0 
cos  ùjf  con  F0  = 10  N.  Encuentre  la  iespuesta  del  sistema  cuando  w es  igual  a (a)  2 md/s;  (b)  0fc2  rad/s5 
y(c)  20  iad/s.  Analice  los  iesultados. 

3wl6  Un  motor  de  avitìn  tiene  una  masa  desbalanceada  rctatoria  m en  el  iadio  r.  3i  el  ala  se  modela  como  una 
viga  en  voladizo  de  seccidn  transversal  uniforme  a X b , como  se  muestra  en  la  ftgum  3.39(b),  determine 
la  deflexidn  mirima  del  motor  a una  velocidad  de  N ipmfc  Suponga  que  el  amortiguamiento  y el  efecto 
del  ala  entre  el  motor  y el  extremo  libie  son  insigniftcantes. 


(b) 


Figura  3.39 


117  Ltaa  turbina  de  viento  de  tres  aspas  (figum  3.40(a))  tiene  una  pequefia  masa  desbalanceada  m en  un 
iadio  ren  el  plano  de  Jas  aspas.  Las  aspas  se  encuentmn  a una  distancia  R del  eje  (y)  verticaJ  centml  y 
gimn  a una  velocidad  angular  de  Si  la  armadum  de  soporte  se  modela  como  una  flecha  de  acero  hueca 
deO.l  m de  ditimetro  extemo  y 0,08  m de  ditimetro  intemo,  determine  el  esfuerzo  màximo  desarrollado 
m la  base  del  soporte  (punto  A).  H momento  de  inercia  de  la  masa  del  sistmia  de  turbina  con  respecto 
al  eje  vertical  (y)  es  J0.  Suponga  R = 0.5  m,  m = 0. 1 kg,  r = 0.1  m,  J0  = 100  kg-m2,  h = 8 m y w = 
31,416  md/s. 

118  En  la  figum 3fc41  se  muestm  una màquina  de  prueba  de  fatiga  electromagnètica en  la  cual  se  aplica  una 
fuerza  altema  a la  muestm  hadendo  pasar  una  corriente  altema  de  frecuencia  /a  tmvès  de  la  armadum. 
Si  el  peso  de  Ja  armadum  es  de  40  lbs  la  rigidez  del  resorte  (k\)  es  de  10,217.0296  lb/pulg  y la  rigidez  de 
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Flgura  3.40  Tlirbitia  de  viento de  tres  aspas.  (Foto  cortesfa  de  Power  Transmissìon  Design). 


Annadura 


Flgura  3.41  Maquinade  prueba  de  fatiga  electromagnetica. 


la  muestra  de  acero  es  de  75  X 104  lb/pulg,  detenmne  la  ftecuencia  de  la  corriente  aitema  que  induce 
un  esfuerzo  en  la  muestm  que  es  el  doble  de  la  cantidad  genemda  por  los  imanes. 

3#19  E1  actuador  de  iesorte  que  se  ve  en  la  figum  3.42  opem  utilizando  1a  presitìn  de  aire  suministmda  por 
un  controlador  neumatico  (p)  como  e ntrada  y proporcioua  un  desplazamieuto  de  salida  a una  vàlvula 
{*)  proporcional  a la  presidn  del  aire  de  entmda.  E1  diaftagma,  hecho  de  caucho  cou  base  de  tela,  tiene 
un  firea  A y se  desvia  bajo  la  piesidn  del  aire  de  entmda  contm  un  iesorte  de  rigidez  k.  Encuentie  Ja 
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Entrada 

(aire  a presidn,  p) 


Diafragma 

{^reaM) 


Aire  de  salida 
(presidn  eontrolada 
por  el  movimiento 
de  la  vllvula) 


Fìgura  3A2  Actuador  de  resorte. 


jespne&ta  de  la  vSlvula  bajo  una  presiòn  del  aire  de  entrada  armòn  icamente  fl  uctuante  p($ ) = Pù$zù(ot 
para  los  siguientes  dato$: 

Pd=  10  lb/pulg2;  ù>  = 8 nid/Si  A = 100  pulg2;  k = 400  lb/pulg;  peso  del  resorte  = 15  lb,  y peso  de  la 
vaJvula  y varilla  de  vàlvula  = 20  lb. 


3-20  En  el  sistema  de  leva  y seguidor  que  se  muestra  en  la  figuia  3.43,  la  iotaciòn  de  la  leva  imparte  un 
movimiento  vertical  al  seguidor.  varilla  de  empuje,  la  cual  actua  como  un  resoite,  se  comprime  una 


l 


VariUa de  empuje  (A,  Et  l\ 
constante  de  resorte  = k = AE 
l 


Leva 

circular 


Se^ridor,  masa  = m 


Figura  3*43 
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cantidad  *0  antes  del  ensamble.  Determine  lo  $iguiente:  (a)  la  ecuacidn  de  movimitnto  del  seguidor, 
incluida  la  fuerza  de  gravedad;  (b)  la  fuerza  ejercida  en  el  seguidor  por  la  leva  y (c)  las  condiciones  en 
las  cuales  el  seguidor  pierde  contacto  con  la  leva. 


321*  Di_sene  una  flecha  de  acero  sdlida  soportada  por  cojinetes  la  cuaJ  lleva  el  rotor  de  una  turbina  a la  mitad. 
E1  rotor  pesa  500  lb  y suministra  una  potencia  de  200  hp  a 3000  rpm,  Para  mantener  el  esfuerzo  produ- 
cido  por  el  desbaJance  en  el  rotor  a un  valor  mhnmo,  la  velocidad  critica  de  la  flecha  tiene  que  ser  de  un 
quinto  de  la  velocidad  de  operacitìn  del  rotor.  La  longitud  de  la  flecha  tiene  que  ser  igual  al  tmaios  a 30 
\eces  su  ditìmetro. 


322  Una  flecha  de  acero  hueca  de  100  pulg  de  longitud,  4 pulg  de  diàmetro  extemo  y 3.5  pulg  de  ditìmetro 
intemo,  lleva  el  rotor  de  una  turbina,  que  pe$a  500  lba  a la  mitad  y està  apoyada  por  $u$  extremos  en 
cojinetes.  L&  holgura  entre  el  rotor  y el  estator  es  de  0.5  pulg.  E1  rotor  tiene  un  excentrit  idad  equivalente 
a un  peso  de  0.5  Ib  en  un  radio  de  2 pulg  Se  instala  un  interruptor  para  detener  el  rotor  siempie  que 
tìste  toca  el  estator.  Si  el  rotor  opera  en  resonancia,  icuànto  tiempo  le  tomarà  para  activar  el  interruptor? 
Suponga  que  el  desplazamiento  y velocidad  iniciales  del  rotor  peipendiculares  a la  flecha  son  cero. 

3 23  Una  viga  de  acero  en  voladizo,  que  sostiene  un  peso  de  0. 1 Ib  en  el  extremo  libre5  se  utiliza  como  me- 
didor  de  ftecuencia.7  La  viga  tiene  una  longitud  de  10  pulg,  un  ancho  de  0.2  pulg  y un  espesor  de  0.05 
pulg.  La  friccidn  intema  equivale  a una  ielacitìn  de  amortiguamiento  de  0.01 . Cuando  el  exùemo  fijo  de 
la  viga  se  somete  a un  desplazamiento  armdnico  yit)  = 0.05  cos  wr5  $e  observa  que  el  desplazamiento 
maximo  del  extremo  libre  es  de  2.5  pulg.  Encuentre  la  ftecuencia  forzada. 

324  Obtenga  la  ecuacitìn  de  movimiento  rotatorio  y enc uentre  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  que 
se  muestraen  lafigura3.44en  tomo  a la  bisagra  Opara  los  siguientes  datos:  k\  = k%  = 5000  N/m,  a = 
0.25  m,  b = 0.5  m,/=  1 m,  M = 50  kg,  m = 10  kg,  = 500  N,  to  = 1 000  rpm, 

325  Obtenga  la  ecuacitìn  de  movimiento  y encuentie  la  solucidn  de  estado  estable  del  sistema  que  se  mues- 
tra  en  la  figura  3.45  para  movimiento  rotatorio  tomo  a la  bisagra  Opara  los  datos  siguientes:  k = 
5000  N/m,  / = 1 m,  m = 10  kg5  M0  = 100  N-m,  ùj  = 1 000  rpm. 


Figura  3.45 


* E1  asterisco  indica  un  problema  de  tipo  discflo,  o un  problcma  rin  rtspucsta  tinica* 

7EI  yso  dc  vigas  en  voladizo  como  mcdidorcs  dc  ftccucncia  sc  analiza  ca  dctallc  ca  la  sccdtìn  10,4  cn  d sitio  web. 


Problemas  313 


secciòn  3.4  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido  a fueraa  armònica 

3*26  Considere  un  sistema  de  reso rte  nmsa-amq rtiguado r con  k = 4000  N/m,  m = 10  kg  y c = 40  N-s/m, 
Determine  las  respuestas  de  estado  estable  y total  del  sistema  sometido  a la  fuerza  armdnica  F(t)  = 200 
co$  10; N y las  condiciones  iniciales  = M m y i0  = 0. 

127  Cbnsideie  un  sistema  de  iesorte-masa-amortiguador  con  k = 4000  N/m,  m = 10  kg  y c = 40  N-s/m. 
Determine  las  ie&puestas  de  estado  estable  y total  del  sistema  sometido  a la  fuerza  armdnica  F(t)  = 200 
cos  10;  N y las  condiciones  iniciales  *0  =■  0 y i0  = 10  m/s. 

3*28  Cdnsideie  un  sistema  de  iesorte^masa-amortìguador  con  k = 4000  N/m,  m = 10  kg  y c = 40  N-$/m. 
Dctermine  las  respuestas  de  estado  estable  y total  del  sistema  sometido  a la  fuerza  armdnica  F(t)  = 200 
cos  20;N  y las  condiciones  iniciales  xq  = 0,1  m y i0  = 0. 

3*29  Cdnsideie  un  sistema  de  iesorte-masa-amoitiguador  con  k = 4000  N/m,  m = 10  kg  y c = 40  N-s/m, 
Encuentre  Jas  respuestas  de  estado  estable  y total  del  sistema  sometìdo  a la  fuerza  armdnica  F(t)  = 200 
cos  20;  N y las  condiciones  iniciales  Jt0  = 0 y i0  = 10  m/s, 

330  Un  motor  de  automtìvO  de  cuatro  cilindros  se  tiene  que  montar  sobie  tres  amortìguadores,  como  se 
indica eu  la  figum  3,46.  H ensamble de  motor-Moque pesa  500  Ib,  Si  la  fiierza desbalanceada  genemda 
por  el  motor  iesulta  de  200  seu  100  ^ disefie  los  lies  amortiguadoies  (cada  uno  de  rigidez  ky  constante 
de  amortiguamiento  viscoso  c)  de  modo  que  la  amplitud  de  vibmcidn  sea  menor  que  0. 1 pulg. 

331  la  hdlice  de  un  barco,  de  105  N de  peso  y momento  de  inercia  de  masa  polar  de  10000  kg-m2,  està 
omectada  al  motor  mediante  una  flecha  de  acero  escalonada  hueca,  como  se  muestm  en  la  figum  3.47. 
Suponiendo  que  el  agua  proporaona  una  relacitìn  de  amortiguamiento  viscoso  deO.l,  detennine  la  ies* 


Figura  3-46  Motor  de  automdvil  de  cuatro  cilindros. 
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Agua 

(proporciona 

amoniguamknto) 


de  Ja  h^lice  cos  wi) 


(b) 


Figura  3.47  Helice  de  un  barco. 


pue  sta  de  vibracitìn  toisional  de  la  hdice  cuando  el  motor  induce  un  desplazamiento  angular  aimònico 
de0k05  sen  314,16f  raden  la base  (punto  A)de  la  fleeha  de  la hdlice. 

3*32  Encuentre  la  relaciòn  de  frecuencia  r = a la  cual  ia  amplitud  de  un  sistema  amortiguado  de  un 
solo  gmdo  de  libertad  alcanza  su  valor  mitimo.  Encuentre  tambien  el  valor  de  la  amplitud  màxima. 

3*33  La  figma  3,48  muestra  un  ampenmetro  de  bobinà  mòvil  de  iman  permanente.  Cuando  fluye  corriente 
{/)  a travds  de  la  bobina  enrollada  en  el  nucleo,  òste  gira  en  un  àngulo  propoicional  a la  magnitud  de  la 
corriente  indicada  por  la  aguja  en  la  escala.  El  nucleo,  junto  con  la  bobina,  tiene  un  momento  de  ineicia 


Flgura  3.48  Un  imtin  permancnte  acciona  d amperlmetro  de  bobina  mtìvil. 


6.4  Teoremas  del  momento  ùè  àrea 
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E1  segundo  teorema  del  momento  de  àrea  se  basa  en  la  desviadtòn  re- 
lativa  de  las  tangentes  a la  curva  elàsdca.  En  la  tìgura  8-l5c  se  muestra 
una  vista  muy  exagerada  de  la  desvìacìon  vertìcal  dt  de  las  tangentes  a 
cada  lado  del  eìemento  diferencial  dx.  Esta  desviadòn  se  mide  a lo  largo 
de  una  linea  vertical  que  pasa  a travds  del  punto  A.  Como  se  supone  que 
la  pendiente  de  la  curva  elàstìca  y su  deflexiòn  son  muy  pequeflas,  resulta 
satisfactorìo  aproximar  la  longitud  de  cada  linea  de  la  tangente  mediante 
x y el  arco  ds’  por  medio  de  dt.  Si  $e  usa  la  fòrmula  del  aroo  circular  5 = 
à^.donde  r tiene  una  longitud  x,se  puede  escribir  dt  = x d$,  Empleando 
la  ecuaciòn8-2,  dd  = (M/EI)  dx,h  deflexiòn  vertical  de  la  tangente  en  A 
con  respecto  a la  tangente  en  B puede  encontrarse  por  integraciòn,  en 
cuyo  caso 

(a/b  = x%dx  @-6) 

Recuerde  que  al  estudiar  la  estàtica  se  estableciò  que  el  centroide  de  un 
àrea  se  determina  a partir  de  x fdA  = fx  dA.  Puesto  que  fM/EI  dx 
representa  un  àrea  del  diagrama  Af/E/.tambièn  es  posible  escribir 


*a/b  - * 


(8-7) 


K. 

EI 


Aqul  x es  la  distanda  desde  el  eje  vertical  que  pasa  por  A hasta  el  cen- 
troide  del  àrea  comprendida  entre  A y 6,figura  8-l5Ì>. 

Ahora  puede  enundarse  el  segundo  teorema  del  momento  de  àrea  de 
la  manera  siguiente: 


Teorema  2:  La  desriariòn  vertical  de  la  tangente  en  un  punto  (A)  de 
la  curva  elistica  con  respecto  a la  tangente  extendida  desde  otro 
punto  (B)  es  igual  al  “momento”  del  drea  bajo  el  diagrama  M/EI 
entre  los  dos  puntos  (A  y B\  Este  momento  se  calcula  respecto  del 
punto  A (el  punto  sobre  la  curva  eldstica),  donde  debe  determinarse 
la  desviariòn 


Cuando  se  calcula  d momento  de  un  àrea  positiva  M/EIdtsdt  A hasta 
5,como  en  la  figura  8-15b,èste  indica  que  la  tangente  en  el  punto  A està 
por  encima  de  la  tangente  a la  curva  extendida  desde  el  punto  U.figura 
8-15c.  Del  mismo  modo,las  àreas  negativas  M/E/iadican  que  la  tangente 
en  A està  por  debajo  de  la  tangente  extendida  desde  B.  Observe  que,  en 
general,  Ia/b  no  es  igual  a tsM.que  se  muestra  en  la  figura  8-l5d.  En 
especitìco,  el  momento  dd  àrea  bajo  el  diagrama  MIEI  entre  A y B $e 
calcula  respecto  dd  punto  A para  determinar  ^B,figura  8-156, y se  calcula 
respecto  al  punto  B para  determinar  (b/a- 
Es  importante  tener  en  cuenta  que  los  teoremas  del  momento  de  drea 
sòlo  pueden  usarse  para  determinar  los  àngulos  o las  desviaciones  entre 
las  dos  tangentes  de  la  curva  elàstica  de  la  viga.  Por  lo  general  no  propor- 
donan  una  soluciòn  directa  para  la  pendiente  o d desplazamiento  en  un 
punto  de  la  viga.  Estas  incògnitas  deben  relacionarse  primero  con  ios  àn- 
gulos  o las  desviaciones  verticales  de  las  tangentes  sobre  los  puntos  de  la 
curva  elàstica.  Habitualmente,  las  tangentes  en  los  soportes  se  dibujan 
con  esta  intenciòn,puesto  que  estos  puntos  no  estàn  sometidos  a despla- 
zamientos  y/o  tienen  pendiente  cero.  En  los  problemas  de  ejemplo  se 
pcoporcionan  casos  especificos  para  d establecimiento  de  estas  ielacio- 
nes  geomètrìcas. 


curva  eUstica 
(c) 


curva  elàstica 


(d) 

Flgura  8-15 
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Figura  3*51 


3*40  C^muestre  quea  para  valoies  pequefìos  de  amqrtìguamieiito,  la  relaciòn  de  amortiguamieuto  f $e  expre- 
sacomo 

^ = ^2  - 

à>2  + OJi 

donde  | y oj2  $on  las  ftecuencias  que  comespondbn  a lo$  puutos  de  mediana  potencia. 

341  Un  si&tema  torsional  consta  de  un  disco  de  momento  de  ineida  de  masa  = 10  tg-m2,  un  amorti- 
guador  toisional  de  constante  de  amortiguamiento  ct  = 300  N-m-sAad,  y una  flecha  de  acero  de  4 
cm  de  dMmetro  y 1 m de  laigo  (fija  a un  extremo  y unida  al  disco  en  el  otro  extremo).  Se  obseiva  una 
oscilacidn  angulai  estable  de  amplitud  de  2Ù  cuando  se  aplica  al  disco  un  pai  de  toisidn  aimdnico  de 
magnitud  1000  N-m.  (a)  Encuentie  la  ftecuencia  del  pai  de  toisidn  aplicado,  y (b)  encuentie  el  pai  de 
torsion  midmo  tiansmitìdo  al  sopoite. 

342  ftia  un  sistema  vibmtorio,  m = 10  kg3  k = 2500  N/m,  y c = 45  N-s/m,  Una  fuerza  aimdnica  de  ampli- 
tud de  IBO N y ftecuencia de 3.5  Hz actua sobre la masa  Si el desplazamiento  inicial y la velocidad de 
h masa  son  15  mm  y 5m/s,  encuentre  la  solucidn  total  que  represente  el  movimiento  de  la  masa. 

343  Se  obsem  que  la  amplitud  pico  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libeitad,  bajo  una  excitacidn  aimd- 
nica,  debe  sei  de  0.2  pulgh  Si  la  ftecuencia  natural  no  amoitìguada  del  sistetna  es  5 Hz,  y la  deflexitìn 
esttìtìca  de  la  masa  sujeta  a una  fueiza  màrima  es  0.1  pulg:  (a)  estìme  la  relacidn  de  amoitìguamiento 
del  sistema,  y (b)  encuentie  las  ftecuencias  que  conespondan  a Jas  amplitudes  de  mediana  potencia. 
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3*44  0 tien  de  atenizaje  de  dd  avidD  $e  pvede  idealizar  como  el  sistema  de  ie$orie-ma$a'amortiguador  qoe 
se  muestm  eD  la  figuxa  3.52.  Si  y(t ) = y0  co$  a>t  describe  la  superfieie  de  la  pista,  determiDe  lo$  valores 
de  k y cque  limitao  la amplitud  de vibracidn  del  avitìD  (jt)a  0.1  m.  SupoDga  m = 2000  kg,  y0  = 0.2  m 
yw  = 157.08  iad/$. 


CtunpartiinieDto  con 
puntal  y atnortiguatniento 
viseoso 


x(Ò 


Figutra  3*52  Modelado  de  un  tren  de  aterrisaje. 


345  tfaa afiJadora de precisitìn  (figum 3.53) e$tS montada sobie un ai$lador que tiene una rigidez de  1 MN/m 
y una  oon$tante  de  amortiguamiento  vi$co$o  de  1 kN-$/m.  0 $uelo  sobie  el  cual  està  montada  la  mà- 
tjiina  se  somete  a una  perturbadtìn  armtìnica  debido  a la  opeiacitìn  de  un  motor  desbalanceado  vecino 
a la  afiladora.  Eucuentie  la  amplitud  de  desplazamiento  mfeimo  aceptable  del  piso  si  la  amplitud  de 
vibracitìn  resultante  de  la  afiladoia  se  tiene  que  limitar  a 10-e  m.  Suponga  que  la  afiladoia  y la  rueda 
$00  un  cuerpo  rigido  de  5000  N de  peso. 

346  Gbtenga  la  ecuacitìn  de  mo  vimiento  y deteimine  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  que  se  mues- 
tm  en  la  figuia  3.54  para  movimiento  rotatorio  aliededoi  del  gozue  O con  los  siguientes  datos:  k = 5 000 
N/m,  / = 1 m,  c = 1 000  N-s/m,  m = 10  kg,  M0  = 100  N-m,  ùj  = 1000  rpm, 

347  Un compresor de  aire  de  100 kg  de  masa estS  montado  sobre un  cimiento  elasticoP  Se  ha observado  que 
oiando  se  aplica  una  fueiza  armtìnica  de  100  N de  amplitud  al  compresor,  el  desplazamiento  de  estado 
estable  mtìximo  de  5 mm  ocune  a una  fiecuencia  de  300  rpm,  Deteimine  la  rigidez  equivalente  y la 
oonstante  de  umortiguamiento  del  cimiento. 

348  Encuentie  Ja  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figura  3.55  paia  los  siguientes 
datos:  = 1 000  N/m,  Jt2  = 500  N/m,  c = 500  N-$/m,  m = 10  kga  r = 5 cm3  /0  = 1 kg-m2,  F0  = 50  N, 
6j  = 20  rad/$. 
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Figura  3.53 


Polea,  moRiento  de  inerci a de  masa,  J0 


349  Una  barra  delgada  uniforme  de  masa  m pnede  ser  soportada  en  una  de  dos  maneras  como  se  muestm  en 
la  figura  3.56.  Determine  el aneglo  que reduce  la respuesta de  estado  estable  de  la  barra  sometida a una 
fuerza  armdnica  sen  ù>i  aplicada  a la  mitad  de  la  barra,  como  se  muestra  en  la  figura. 


F0  sen  tai  F0  sen  <ur 


Flgiin  3 J>6 
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secciòn  3.5  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido  a Ht)  = FQe*°>* 

3J50  Obtenga  la  eipre$itìn  paia  la  respuesta de  frecuencia  compleja de  nn  si&tema  torsional  no  amortiguado. 

3*51  Ud  aistema  de  nn  solo  grado  de  libertad  amortiguado,  con  paràmetos  m = 150  kg,  k = 25  kN/m  y c = 
2000  N-s/m,  $e  somete  a la  fnerza  armdnica/f)  = 100  cos  20f  N.  Enenentre  la  amplitud  y el  Sngnlo  de 
fese  de  la  iespnesta  de  estado  estable  del  sistema  mediante  nn  mètodo  gidfìco. 

seccion  3.6  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido  al  movimiento  armònico  de 
la  base 

3*52  La  estmctura  de  nn  edificio  de  un  piso  se  somete  a una  aceleiacidn  armdnica  del  snelo  como  se  muestra 
ai  la  figura  3.57.  Encnentre  el  mqvimiento  de  estado  estable  del  snelo  {masa  ro). 

3*53  Encnentre  el  desplazamiento  horizontal  del  piso  (tnasa  m)  de  la  estrnctma  del  edificio  qne  se  mnestia  en 
la  figma  3.57  cuando  la  aceleracidn  del  sneìo  la  da  = 100  sen  rnrmm/s;  suponga  qne  m = 2000  kg, 
k = 0.1  MN/mf ùj  = 25  rad/s y xg(t  = 0)  =xg{t  = 0)  = x{f  = 0)  = x(t  = 0)  =0. 

3-54  Si  el  snelo  en  la  fìgma  3.57  se  somete  a nn  desplazamiento  horizontal  armdnico  con  fiecuencia  m = 200 
md/s  y amplitud  = 15  mm5  encuentre  la  amplitnd  de  vibracidn  del  piso  {masa  Snponga  la  masa 
del  piso  como  2 000  kg  y la  rigidez  de  la  columna  comq  0.5  MN/m. 


3 — 


m 

\v 

ir^Cf)  = A cos 

Fìguia  3.57 


3*55  Lbi  automdvil  se  modela  comq  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  qne  vibra  eu  la  direcdtìn  veitìcal . 
Se  condnce  a lo  largo  de  una  canetem  cnya  elevacidn  varia  senoidalmente.  La  distancia  de  una  eleva- 
dtìn  a nna  depiesidn  es  de  0h2  m y la  distancia  a lo  largo  de  la  caneteia  entie  las  elevaciones  es  de  35  m. 
Si  la  ftecnenda  del  antomdvil  es  de  2 Hz  y la  ieladdn  de  amortignamiento  de  los  amortignadoies  es  de 
015,  determine  la  amphtud  de  vibmdtìn  del  automdvil  a una  veloddad  de  60  km/hom.  Si  se  varia  la 
wlocidad  del  automdvil,  encnentre  la  velocidad  mds  desfavomble  pam  los  pasajeros. 

3*56  Derivelaecnaddn^J^). 

3*57  la  estmctum  de  nn  edifidodennpisosemodelacomonnpiso  rigido  demasamylascolumnasderigi- 
dez k, como  se mnestm en  la fignm 3.58.  Se pmpone qne d amortiguador  mostmdo  en  la figum se utiJice 
pam  absorber  las  vibmdones  prodnddas  por  el  movimiento  horizontal  del  suelo  y(f)  = Y cos  ùif.  Derive 
ma  ejtpresitìn  pam  la  constante  de  amortignamiento  del  amortìgnador  qne  absorba  la  maxima  potencia. 

3 J8  Una  barm  uniforme  de  masa  m gim  alrededor  del  pnnto  O con  sns  extremos  apoyados  en  dos  iesortes, 
como  se  muestm en  la fignm 3.59.  El extremo  P del resorte PQ  se somete a nn  desplazamiento  horizon- 
tal  riO  = sen  ùjf.  Encuentie  el  desplazamiento  angular  de  estado  estable  de  la  baim  cuando  / = 1 m, 
it  = 1 000  N/m,  m = 10  kg,  ;r0  = 1 cm,  m = 10  md/s. 
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Figura  3.58 


*{f)  = *osenotf 


Figura  3-59 


3*59  Una  barra  uniforme  de  masa  m gim  alrededor  del  punto  O con  $us  extremos  apoyados  en  do$  resortes 
como  $e  muestra  en  la  figura  3t60.  E1  extremo  P del  resoite  PQ  se-  somete  a un  desplazamiento  senoidal 
x(t)  = x0  sen  ùj/.  Encuentre  el  desplazamiento  angulai  de  estado  estable  de  la  bana  cuando  /=lm,A  = 
1 000  N/ma  c — 500  N-s/m,  m = 10  kg,  Xq  = 1 cm  y ùj  = 10  rad/$. 


Figura  3.60 


3,60  Encuentre la ielacitìn de ftecuencia, r^r^ala cual la tiansmisibilidad del desplazamiento dada poi la 
ecuatidn  (3.68)  alcanza  un  valoi  mdximo. 

161  Un  automdvil  que  pesa  1 000  Ib  vacfo  y 3 000  totalmente  caigado,  vibia  en  diieccidn  veitical  mientias 
viaja  a 55  mph  poi  una  canetera  con  baches  de  founa  senoidal  y amplitud  de  Y pies  y periodo  de  12 
pies,  Suponiendo  que  el  automovil  se  puede  modelai  como  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libeitad  con 
rigidez  de  30000  lb/pie  y ielacidn  de  amoitiguamiento  f = 0.2,  deteimine  la  amplitud  de  vibiacidn  del 
automdvil  cuando  està  (a)  vacfo  y (b)  totalmente  caigado. 
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3«62  La  basede un  sistema  de  resorte-masa,  eon  m = 25  kg  y k =2500  N/m  $e  somete a una exdtacitìn  ar- 
mònica  y{f)  = y0co$  ù>t.  La  amplitud  de  la  masa  e$  de  0b05  m cuando  la  ba$e  e$  excitada  a la  fTecuenria 
natuiaJ  del  $i$tetna  con  /0  = 0k01  mb  Detertnine  la  constante  de  amortìgnamiento  del  $i$fema. 

secciòn  3.7  Respuesta  de  un  sistema  amortiguado  sometido  a desbalance  rotatorio 

163  Lta  compresor  de  aiie  de  nn  cUindro  de  100  tg  de  masa  e$tà  montado  sobie  soporte$  de  montaje  de  can- 
cho,  como  $e  mne$tra  en  la  figma  3ktì  1 . La  rigidez y con$tante$  de  amortìguamiento  de  lo$  $oporte$  de 
montaje  son  de  10tì  N/m  y 2 000  N-s/m,  iespectivamenteh  Si  el  desbalance  del  compresor  equivale  a una 
masa  de  0. 1 tg  colocada  en  el  extremo  de  la  manivela  (punto  A)  determine  la  ie$pue$ta  del  compiesor 
anna  veloridad  de  la  manivela  de  3000  rpm,  Consideie  r = 10  cm  y / = 40  cm. 


164  Ltaade la$ a$pa$ del rotorde colade un helicdptero  tìeneunamasa desbalanceada de m =0.5 tg a una 
distanria  de  e = 0.15  m del  eje  de  rotaridn,  como  se  muesba  en  la  figma  3stì2k  La  secridn  de  cola  tiene 
una  longitud  de  4 m,  una  ma$a  de  240  tg,  una  rigidez  fiexional  (Eì)  de  2.5  MN-m2,  y una  relaridn  de 
amortìguamiento  de  0k  15.  La  ma$a  de  la$  a$pa$  del  rotor  de  cola5  incluido  $u  sistema  de  propulsitìn,  e$ 
de  20  tgfc  Deteimine  la  ie$pue$ta  foizada  de  la  $ecritìn  de  cola  cuando  la$  a$pa$  giran  a 1 500  rpm. 


Figura  3.61 


Aspas  del  rotor  de  cola 


Figura  3.62 
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Capi'tulo  3 Vibradtìn  armtìnicamente  emtada 


3L6S  Qjando  un  vcntilador  de  escape  de  380  tg  de  masa  està  apoyado  sobre  resoites  cod  amortignamiento 
ÌDSÌgnifìcante,  la  detlexiòn  estàtica  resnltante  es  de  45  mm.  Si  el  ventilador  tiene  nn  desbalance  rotatorio 
de  0,15  kg-m3  encnentre  (a)  la  amplitud  de  vibmciòn  a 1 750  ipm,  y (b)  la  fuerza  transmitida  al  snelo  a 
esta  velocidad. 

3,66  Una  viga  de  acero  con  ambos  extremos  empotrados  de  5 m de  longitud*  0.5  m de  ancho  y 0.1  m de 
espesor,  sostiene  un  motor  elòctrico  de  75  kg  de  masa  y 1 200  rpm  de  velocidad  a media  distanria,  como 
se  mnestra en  la  figum  3.63.  Se  desarroUa  una  fuerza  iotatoiia  F0  = 5 000  N debido  al  desbalance en  el 
rotor  del  motor.  Encuentre  la  amplitud  de  las  vibraciones  de  estado  estable  sin  tener  en  cnenta  la  masa 
de  la  viga.  iCuSl  serà  la  amplitud  si  se  considera  la  masa  de  la  viga? 


Figura  3*63 


3-67  Si  el  motor  elòctrico  del  paoblema  3,tìtì  $e  monta  en  el  extremo  libie  de  una  viga  de  acero  en  voladizo 
de 5 m de  longifud  (figura 3,64),  y la  amplitud  de  vibraridn  se  tiene  qne  limitar  a 0.5  cm,  encuentie  las 
dimensiones  de  secritìn  transveisal  necesarias  de  la  viga.  Incluya  el  peso  de  la  vigi  en  los  càlcnlos. 


Figura  3*64 


3u6S  Una  bomba  centrifhga  que  pesa  600  N y qpern  a 1 000  rpm,  està  montada  sobre  seis  resortes  de  6 000 
N/m  de  rigidez  cada  nno.  Encnentre  el  desbalance  màximo  permisible,  para  limitar  la  deflexitìu  de  es- 
tado  estable  a 5 rnm  pico  a pico. 

3*69*  Se  va  a montar  un  compiesor de  aire5  que  pesa  1 000  lb  y opem  a 1 500  rpm,  sobre  un  aislador adecuado. 
Hay  un  resorte  helicoidal  con  rigidez  de  45  000  lb/pulg,  Otro  resoife  helicoidal  con  rigidez  de  15  000  lb/ 
pulg,  y nn  amortiguador  con  relacitìn  de  amortiguamiento  de  0.15,  disponibles  pam  usarse.  Seleccione 
el  rnejor  sistema  de  aislamiento  posible  pam  d compiesor. 

3*70  Un  motor  electrico  de  vdocidad  variable,  que  tìene  un  dbsbalance,  està  montado  sobre  nn  aislador.  A 
medida  que  la  velocidad  del  motor  se  incrementa  desde  cero,  las  amplitudes  de  vibmcitìn  del  motor  son 
de  0,55  pulg  en  resonanria  y de  0.15  pulg  al  supemr  la  resonanda.  Encuentre  la  relaritìn  de  amortìgua- 
trriento  del  aislador. 

3171  Un  motor  eltìctrico  qne  pesa  750  lb  y fimriona  a 1 800  rpm  està  montado  sobre  cuatro  resortes  helicoidales 
db  acero,  cadauno  con  ocho  espimsactivasynn  alambredeO.25  pulgde  ditìmetro  y 3 pulg  de  diàmetro  de 
espim.  El  rotor  pesa  100  lb  con  su  centro  de  masa  ubicado  a una  distancia  de  0.01  pulg  del  eje  de  rotaritìn. 
Ehcue  n tre  la  amplitud  de  vibmritìn  del  motor  y la  fuerza  transmitida  a la  base  a tmvtìs  de  los  iesortes. 

3.72  Un  pequefio  ventilador  extmctor , que  gim  a 1 500  rpm,  està  montado  en  una  flecha  de  acero  de  0.2  pulg. 
E1  rotor  del  ventilador  pesa  30  lb  y tiene  una  excentricidad  de  0.01  pulg  con  iespecto  al  eje  de  rotaritìn. 
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Ebcuentre  (a)  la  fuem  mSxima  tran$itiitìda  a los  cojinetes,  y (b)  los  caballos  de  ftìerza  necesarigs  paia 
impulsar  la  flecha. 

Ì73  Obtenga  la  ecnaddn  (3k84)  para  la  fuerza  transmitìda  al  cimknto  debido  al  desbalance  rotatorio. 

3*74  ttaa  placa  rigida,  que  pesa  100  lb,  està  conectada  a la  bisagra  a lo  laigo  del  borde  ( P ) y està  montada 
sobie  un  amortìguadoi  hidiàuJico  con  c = 1 lb-s/pulga  en  el  borde  opuesto  (Q),  como  se  muestra  en  la 
figuia  3.65.  Un pequefio  ventiladoi  que  pesa  50  lb  y gira a 750  rpm està  montado  en  la placa  por  medio 
db  un  resorte  con  k = 200  lb/pulg;  Si  el  centro  de  giavedad  del  ventilador  se  encuentra  a 0. 1 pulg  de  su 
qe  de  rotacidn,  encuentre  el  movimiento  de  estado  estable  del  borde  y la  fuerza  tiansmitida  al  punto  5. 


3.75  Un  motor  eldctrico  està  montado  en  el  extiemo  de  una  viga  en  voladizo.  Se  obsern  que  la  viga  se  desvfa 
02  m cuando  el  motor  funciona  a una  velocidad  de  1 500  ipmt  Ignoiando  la  masa  y el  amortìguamiento 
de  la  viga,  determine  la  velocidad  del  motor  de  modo  que  la  amplificacitìn  dinàmica  sea  menor  que  10% 
Oon  respecto  aJ  valor  de  equilibrio  estàticO. 

3.76  Un  compresor  de  aire  de  50  tg  de  masa  està  montado  sobie  un  soporte  elàstìco  y opera  a una  velocidad 
de  1 OGO  rpm,  Tiene  una  masa  desbalanceada  de  2 tg  a una  distancia  iadial  (excentricidad)  de  0. 1 m del 
eje  de  rotaddn.  Si  el  factor  de  amortìguamiento  del  sopoite  elàstico  es  f = 0t  1 , determine  lo  siguiente: 
(a)  la  constante  de  iesorie  del  soporie  elàstico  el  cual  transmite  no  màs  del  25%  de  la  fuerza  desbalan- 
ceada  aJ  cimiento,  y (b)  la  magnitud  de  la  fuerza  transmitìda  al  dmiento. 

3.77  LJn  rotor  de  tufbina  de  200  tg  de  masa  tìene  una  masa  desbalanceada  de  15  tgt  Està  apoyado  en  un 
dmiento  el  Cual  tiene  una  rigidez  equivdente  de  5000  N/m  y una  relaciòn  de  amorfiguamiento  de 
f = 0,05,  Si  d rotor  vibra  con  una  deflexiòn  de  0. 1 m en  resonancia,  determine  (a)  la  ubicaddn  iadial 
(excentriddad)  de  la  masa  desbaJanceada,  (b)  la  masa  adidonal  que  se  debe  agregar  (uniformemente) 
al  rotor  paia  que  la  deflexidn  de  èste  se  reduzca  a QtG5  m,  y (c)  la  deflexitìn  pico  de  la  turbina  cuando  la 
ielaciòn  de  frecuencia  (r)  varia. 

Secciòn  3.8  Vlbracion  forzada  oon  amortiguamiento  de  Coulomb 

3.78  Obtenga  la  ecuadtìn  (3t99). 

3.79  Obtenga  la  ecuadòn  de  movimiento  de  Ja  masa  m que  se  muestrn  en  Ja  figum  3ttìtì  cuando  Ja  presitìn  en 
d cilindro  fluctua  senoidalmente.  Los  dos  lesories  con  rigideces  fcj  se  encuentmn  en  inido  somefidos  a 
una  tensitìn  T0  y el  coefidente  de  fricdtìn  entre  la  masa  y las  superficies  de  contacto  es  /i. 

180  la  masa  de  un  sistema  de  iesorie-masa,  con  m = 15  tg  y k = 25  tN/m,  vibm  sobie  una  superfide  ho- 
rizontal  bajo  una  fuerza  armtìnica  de  200  N y ffecuenda  de  20  Hz.  Encuentre  la  amplitud  de  vibmdtìn 
de  estado  estable.  Suponga  que  el  coeficiente  de  fricdtìn  entre  la  masa  y Ja  supeifide  horizontal  es  de 
0,25, 
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Figura  3.66 


3.81  lln  sistema  de  resorte-masa  con  m = 25  kg  y k = 10  kN/m  vibra  sobre  una  superficie  borizontal  con 
coefìciente  de  friccidn  /x  - 0.3,  Sometida  a una  fiierza  armdnica  de  8 Hz  de  frecuencia,  la  vibradòn  de 
estado  estable  de  la  masa  e$  de  0.2  m.  Determine  la  constante  de  amortìguamiento  viscoso  equivalente 
delsistema. 

3.82  Un  sistema  de  resorte-masa  se  somete  a amortìguamiento  de  Coulomb.  Cuando  se  aplica  una  fuerza 
armonica de  120 N y frecuencia  de  2.5 173268,  el  sistema osdla con  una amplitud  de  75  mm.  Determine 
d coefidente  de  fricddn  seca  si  m = 2 kg  y k =2100  N/m. 

secctdn  3.9  vibracfon  forxada  con  amortiguamiento  de  histènesls 

3*83  Ifea  carga  de  5 000  N prodajo  un  de splazamie  nto  e^titico  dc  0b05  m eu  una  estructum  oompueata.  Se  ve 
que  uua  fuem  armdnica  de  1 000  N provoca  uua  amplitud  resouaate  de  0. 1 m.  Eucueutre  (a)  la  coustau- 
fe  de  amortiguamiento  de  hisrèresis  de  la  estructura;  (b)  la  euergia  disipada  por  ciclo  en  resonauda;  (c) 
la  amplitud  de  estado  estable  a uu  euarto  de  la  txecueucia  resouaute,  y (d)  la  amplitud  de  estado  estable 
a tres  veces  Ja  fiecueucia  iesonaute. 

3184  La  energia  disipada  en  amortiguamieuto  de  histèresis  por  dclo  bajo  exdtacidn  armdnica  se  puede  ex- 
presar  &i  la  tbrnia  geueml 

AW^irpkX?  (El) 

doude  y es  uu  exponeute  (se  cousideitì  7 = 2 eu  la  ecuadtìu  (2. 150)),  y £es  un  coeiicieute  de  dimeusitìu 
(metios^-T.  Un  sistema  de  resoite-masa  con  k = 60  tN/m  vibra  bajo  amortiguamieuto  de  histeresis. 
Cuando  se  exdta  armtìnicameute  eu  resouaucia,  la  amphtud  de  estado  estable  es  de  40  mm  con  uua 
entmda  de  euergfa  de  38  N-m.  Cuando  la  eutiada  de  euergia  iesonaute  se  iucretneuta  a 9.5  N-m,  la 
amplitud  es  de  60  mm.  Determiue  los  valoies  de  p y 7 en  1a  ecuadtìu  (E.  1). 

secclon  3.10  Movimtento  ft>raado  con  otros  tlpos  de  amortiguamiento 

385  Giandu  uu  sistema  de  iesorte-masa-amortiguador  $e  somete  a uua  fuerza  aimtìnica  ^(0  = 5 cos  Stt f 
lb,  el  desplazamieuto  resultaute  es x{r)  = 0.5  cos  - '7r/3)pulg.  Encueutie  el  trabajo  iealizado  (a) 
duraute  el  primer  seguudo  y (b)  dmante  los  primeros  4 seguudos. 

386  Determine  d coefidente  de  amortiguamieuto  viscoso  equivalente  de  uu  amortiguamiento  que  oftezca 
una  fueiza  de  amortiguamieuto  de  Fd  = cixY,  doude  c y n sou  constautes  y x es  la  velocidad  ielativa  a 
trnvtìs  del  amortiguador.  Iucluso,  determiue  la  amplitud  de  vibmdtìn. 

387  Demuestre  que  paia  uu  sistema  tauto  cou  amortiguamiaito  viscoso  como  de  Coulomb  el  valor  aproxi- 
mado  de  la  amplitud  de  estado  estable  es  resultado  de 

jf2[k2(i  - ry  + «V]  + x ~Flj  = 0 
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3*88  La  ecuacidD  de  moviittieDto  de  dd  $i$tema  de  iesorte-masa  lo  da 

mx  ± (xN  + cx*  + kx  = /bcesùn1 


ObteDga  expiesioDes  para  (a)  la  constaDte  de  amortìgDamieDto  viscoso  eqDÌvaleDte;  (b)  la  amplitad  de 
estado  estable,  y (c)  la  ieladtìD  de  amplitod  en  iesonancia. 


seccion  3.11  Autoexcitaciòn  y anàiisis  de  estabiiidad 

3JI9  Un  fluido  cod  densidad  p,  flnye  por  dd  tDbo  de  acero  en  voladizo  de  loDgitnd  / y &ea  de  seccidn  tmns- 
versal  A (figDia  3b67).  Determine  la  velocidad  (v)  del  flDÌdo  a la  CDaJ  ocDne  1a  inestabilidad.  SDponga 
qie  la  masa  totaJ  y la  rigidez  a la  flexidn  del  tubo  son  m y EI,  iespectìvamente. 


3*90  las  primeias  dos  ftecuencias  natuiales  de  la  antena  telescòpica  de  un  automdvil  que  se  muestran  en 
la  figuia  3,68  son  de  3.0  Hz  y 7.0  Hz.  Deteimine  si  la  foimacidn  de  torbellinos  aliededoi  de  la  antena 
provoca  inestabilidad  dentio  del  iango  de  velocidad  de  50  a 75  mph  del  automtìvil. 

3L91  El  poste  de  un  anuncio  de  dd  iestauiante  de  comida  ràpida  se  compone  de  un  cilindro  de  acero  hueco  de 
altuia h,  diàmetro  intemo  dy  diàmetro  extemo  D, fijo  en  ei suelo5  y sostìene una masa concentmda M en 
su  extiemo  superioi.  Se  puede  modelar  como  un  sistema  de  iesorte-masa-flmoitiguadoi  de  un  solo  giado 
db  libeitad  con  una  relacitìn  de  amoitiguamiento  viscoso  equivalente  de  0. 1 pam  analizai  sus  camcte- 


Figura  3*68 
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risticas  de  vibracitìn  tmnsveisal  bajo  la  excitacidn  del  viento.  Detennine  lo  siguiente:  (a)  la  ftecuenrìa 
natuial  de  vibmrìdn  tmnsveisal  del  poste;  (b)  la  velorìdad  del  viento  a 1a  cnal  el  poste  esperimenta  un 
desplazamiento  de  estado  estable  màximo,  y (c)  el  desplazamiento  de  estado  estable  màximo  indncido 
por  el  viento  del  poste.  Datos:  h = 10  m,  D = 25  cm,  d = 20  cm,  M = 200  kgk 

192  Cbnsidere  la  ecuarìtìn  de  mo  vimiento  de  un  sistema  de  un  $olo  grado  de  libertad: 

mx  + ci  + kx  = F 

Derive  la  condirìòn  que  conduce  a oscilaciones  divergentes  en  cada  uno  de  los  siguientes  casos:  (a) 
cuando  la  funrìòn  foizada  es  proporrìonal  al  desplazamiento,  F(t)  = /&*(>);  (b)  cuando  la  funrìòn  for- 
mda  es  prqporrìonal  a la  velocidad,  F(t ) = Foj(r),  y (c)  cuando  la  funrìòn  fornda  es  proporrìonaJ  a 
la  acelemrìdn,  F(t)  = flpc(f). 


seccidn  3.12  Mètodo  de  ia  funcion  de  transferencia 

193  Obtenga  la  funrìtìn  de  tmnsfeienrìa  de  un  sistema  viscosamente  amortìguado  sujeto  a movimiento 
armdnico  de  la  base  con  la  ecnarìòn  de  movimiento: 

mir  + c(ir  - y)  + k(x  - y)  = 0 

donde  }0)  = Ksentuf 

194  Obtenga  la  funcidn  de  tmnsferenrìa  de  un  sistema  viscosamente  amoitìguado  sujeto  a desbalance  rota- 
toriq,  con  la  ecuarìtìn  de  movimiento: 

Mx  + cir  + kx  = meti?  sen  (ot 


secctòn  113  soluciones  obtenldas  utilizando  transformadas  de  Laplace 

3.95  Encuentre  Ja  respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  amortìguado  de  un  solo  gmdq  de  libertad  suje- 
to  a movimiento  armdnico  de  la  base5  considemdo  en  la  secridn  3.6,  utilizando  una  tmnsformada  de 
Laplace. 

196  Encuentre  la  respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  amortiguado  de  un  solo  gmdo  de  libertad  sujeto 
a desbalance  rotatorio  armtìnieo  de  la  base,  considemdo  en  la  secriòn  3.7,  utilizando  nna  tmnsformada 
de  Laplace. 

197  Encuentre  la  iespuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  amortìguado  de  un  solo  gmdo  de  libertad  sujeto 
a una  fuerza  aimtìnica,  considemda  en  la  secciòn  3.3,  utilizando  una  tmnsformada  de  Laplace. 

198  Un  resorte  y un  amortìguador  viscoso,  conectados  a una  barm  rfgida  sin  masa,  se  someten  a una  fuerza 
armtìnica/O)  como  $e  muestm  en  la  figum  3.69.  Determine  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema 
por  medio  de  una  tmnsformada  de  L&place. 

3*99  Obtenga  las  ecuaciones  (E.4HE.7)  en  el  ejemplo  3.16. 

1100  Se  iealiza  un  experimento  pam  encontrar  las  camcteristicas  de  iespuesta  dinàmica  de  un  sistema  de 
ensamble  de  rueda  de  un  automtìvil.  Pam  esto,  la  rueda  se  conecta  a una  flecha  mediante  un  timnte  y se 
somete  a una  fuerza  armtìnica/COcomo  se  muestm  en  la  figum  3.70.  La  flecha  oftece  una  rigidez  torsio- 
nal  de  kt  en  tanto  que  la  rueda  experimenta  vibmcitìn  toisional  aliededor  del  eje  de  la  flecba.  Encuentre 
la  iespuesta  del  sistema.  (Kt),  utìlizando  una  tmnsformada  de  Laplace.  Suponga  que  las  condiciones 
inidales  son  cero. 
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F=  200  N 


ffgura  3.70 


secclòn  3.14  Funclones  de  transferencla  de  frecuencia 

3.101  Genere  la  funcitìn  de  transferencia  de  frecuencia  a partir  de  la  funcitìn  de  transferencia  general  para 
m sisterua  viscqsamente  amprtiguado  SujetO  a un  movimientò  armonico  de  la  base  considerado  en  el 
problema  3.93  e identifique  la  entrada,  el  sistema y las  siuusoides  de  salida, 

3.102  Genere  la  funcitìn  de  transferenda  de  freCuenda  a ptutir  de  la  fundtìn  de  transferenda  general  para 
un  sistema  viscosamente  amortiguado  sujeto  a desbalance  rotatorio  oonsiderado  en  el  problema  3.94  e 
identifique  la  e ntrada,  el  sistema  y las  sinusoides  de  salida. 
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seccfòn  3.15  Ejemptos  resueitos  utiifeando  matlab 

3L103  Trace  la  respuesta  forzada  de  un  si&tema  de  resorte-masa  no  amortiguado  eu  las  siguientes  coudiciones: 
MATLAB:  m = 10 kg,  k =4000 N/m,  F{t)  =200 co$  10/N,*0  = 0.1  m3  jt0  = lOm/s, 


3,104  Trace  la  iespuesta  forzada  de  un  $i$tema  de  re$oiie-ma$a  sujeto  a amortìguamiento  de  Ooulomb  uti- 
Hzando  MÀTLAB.  Suponga  lo$  $iguiente$  dato$:  m = 10  kg,  k = 4000  N/m,  F(f)  = 200  $en  10f  Na 
m = 0.3,  *0  = 0.1  m,  ir0  = 10  mfe. 


3L103  Trace  la  ie$pue$ta  de  un  $i$tema  viscosamente  amoitìguado  $ujeto  a excitacitìn  armdnica  de  la  base, 
y(f)  = Y $en  mf  m,  utìlizando  MATLAB  para  lo$  $iguiente$  datO$:  m = 100  kg,  A:  = 4 X 104  N/m3 
£ = 0,25,  Y = 0.05  m,  m = 10  rad/$3  jc0  = 1 m3  i0  = 0. 


3L106  Trace  la  re$pue$ta  de  e$tado  e$table  de  un  $i$tema  vi$co$amente  amqrtìguado  aujeto  a la  fuerza  armdni- 
ca  F(jf)  = / o = CO$  utìlizando  MATLAB.  Suponga  lo$  siguientes  datO$:  m = 10  kg,  k = 1 000  N/m3 
£ = 0.1,  F0  = 100  N,  m = 20  iad/$. 


3L107  Cbnsidere  un  automtìvil  que  viaja  por  una  carretera  con  baches  a una  velocidad  de  v km/h.  E1  $i$tema 
de  $u$pen$itìn  tìene  una  con$tante  de  resorte  de  40  kN/m  y una  relacidn  de  amortìguamiento  def  = 0.1. 
La  $upeificie  de  la  caneteia  varia  senqidalmente  con  una  amplitud  de  Y = 0.05  m y una  longitud  de 
onda  de  6 m.  Escriba  un  progiama  MATL AB  para  hallai  la  amplitud  de  desplazamiento  del  automtìvil 
paia  la$  siguientes  condicione$:  (a)  masa  del  automtìvil  = 600  kg  (varìo),  1 000  kg  (cargado)  y (b)  ve- 
locidad  del  automdvil  (v)  = 10  km/h,  50  krn/h,  100  km/h, 

3L10S  Escriba  un  progiama  de  computadora  pam  enconnar  la  ie$pue$ta  total  de  un  $i$tema  de  ie$orte-ma$a- 
amortìguador  vi$co$g  $ometìdo  a excitarìdn  de  la  ba$e.  ll$e  e$te  progiama  para  hallar  la  $olurìdn  de  un 
pmblema  con  m = 2 kg,  c = 10  N-$/m,  k = 100  NAn,  y(t)  = 0.1  sen  25rm,  jr0  = 10  mm,  y jr0  = 5 m/$, 

AfX 

3.109  Trace la$ gidfìcas de  contra ry^ cootra  rpara un  $i$tema amortìguado  sujeto  a desbalance rota- 

torio  (ecuarìones  (3.81))  para  la$  relarìones  de  amortìguamiento  £ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8  y 1 utilizando 
MATLAB. 


1110  Trace  la$  grtìficas  de  — contra  r y <j>  contra  r para  un  $i$tema  amortìguado  sometìdo  a exrìtarìdn  de 

la  ba$e  (ecuaciones  (3.68)  y 3.69))  pam  la$  ielaciones  de  amortìguamiento  £ = 0,  02,  0.4,  0.6,  0.8  y 1 
utilizando  MATLAB, 
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3L111  E1  $i$tema  que  se  muestm  en  la  figma  3.71  $e  compone  de  do$  ma$a$  esctìntricas  que  giran  en  direc- 
done$  opue$ta$  a la  misma  velocidad  m.  Se  va  a utilizar  como  agitador  mectìnico  dentro  del  rango  de 
fiecuenria  de  20  a 30  Hz.  Determine  lo$  valores  de  w,  e,  M,  m,  k y c para  $ati$iacer  lo$  siguientes  ieque^ 
rimientos:  (a)  la  salida  de  potencia  media  del  agitador  deberS  ser  al  menos  de  1 hp  dentro  del  rango  de 
fiecuenrìa  especificado.  (b)  La  amplitud  de  vibiarìtìn  de  la$  masas  deberà  $er  de  entre  0. 1 y 0.2  pulg. 
(c)  La  ma$a  del  agitador  (M)deberà  $er  al  meno$  50  veces  la  de  la  masa  excèntrica  (m). 


1112  Di$ene  una  columna  de  acero  rìrcular  hueca  de  peso  mfnimo  para  el  tanque  de  ^gua  que  $e  muestra  en 
la  figura  3.72.  E1  pe$o  del  tanque  { W)  e$  de  100000  lb  y la  altura  e$  de  50  pie$.  EI  esfueizo  indurìdo 
en  la  columna  no  debertì  exceder  la  resistenrìa  de  fluencia  del  material,  la  cual  es  de  30000  lb/pulg2, 
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cuando  $e  somete  a aceleiaciòn  del  $uelo  armtìnica  (debido  a un  $i$tno)  de  0.5  g de  amplitud  y 15  Hz  de 
frecuencia.  Adema$,  la  frecuencia  natural  del  tanque  de  agua  no  deberà  ser  tnayor  que  15  Hz.  Suponga 
ìna  relacion  de  amorriguamiento  de  0. 15  para  la  columna. 


► 

Figura  3.72 
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Matemàtico  francès  y profe-sor  de  la  Ecole  Polytechnique  en  Paris.  Sus  tràbajos  sobre 
flujo  de  calor,  publicados  en  1822  y acerca  de  series  trigondmetricas  son  muy  cono- 
cidos.  La  expansìòn  deuna  fiincion  periddica  en  cuanto  a las  funciones  annonicas  fiie 
nombrada  en  su  honor  como  “serie  de  Fourier”, 
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4.1  Introduccìòn  331 


Este  capftulo  se  ocupa  de  la  respuesta  vibratoria  de  un  sisteina  de  un  solo  grado  de  libcrtad  some- 
tido  a condiciones  forzadas  arbitrarias.  La  respuesta  dd  sistema  sometido  a fuerzas  periddicas  ge- 
neiales  se  presenta  expandiendo  primero  la  fuerza  periddica  en  una  serie  de  fuerzas  armdnicas 
mediante  la  serie  deFourier  y luego  superponiendo  las  respuestas  derivadas  de  las  fuerzas  amidni- 
cas  individuales.  La  respuesta  del  sistema  sometido  a una  ftieiza  no  periddica  se  presenta  siguiendo 
dos  mdtodos,  el  de  la  integral  de  convolucidn  y d de  la  Uansformada  de  Lapiace.  E1  mdtodo  de  la 
integxal  de  convolucidn,  o de  Duhamel,  utiliza  la  funcidn  de  respuesta  al  impulso  del  sistema.  El 
mdtodo  tambidn  se  utìliza  para  determinar  la  respuesta  a excitacidn  de  base  y se  presentan  varios 
ejemplos  para  ilustrar  su  uso.  Tambìdn  se  delineael  concepto  de  espectros  de  icspuesta  correspon- 
diente  a funciones  forzadas  especificas  y su  uso  en  La  determinacidn  de  la  respuesta  maxima  del 
sistema.  Asimismo,  se  considera  el  espectro  de  respuesta  correspondiente  a la  excitacion  de  base, 
como  la  causada  por  un  sismo.  Se  ilustran  los  espectros  de  respuesta  tfpicos  a un  sismo  y su  uso 
en  la  busqueda  de  las  respuestas  de  estructuias  de  edificios.  Tambidn  se  definen  los  conceptos  de 
pseudoveloddad  y de  espectro  pseudoasociado.  H diseiio  de  sistemas  bajo  un  ambiente  de  cboque 
se  analiza  junto  con  un  ejemplo  ilustrativo.  Se  presenta  la  transformada  de  Laplace  y su  uso  para 
determinar  la  respuesta  tanto  de  sistemas  de  primer  orden  como  de  segundo  orden.  Se  consideran 
las  respuestas  bajo  funciones  de  impulso,  escalonadas  y de  rampa.  Se  consideran  pioblemas  de  coli- 
sidn  no  elastica  y elastica  oomo  aplicaciones  de  calculo  de  respuesta  de  ìmpulso.  Tienen  su  espacio 
de  estudio  d anàlisis  de  respuesta  escalonada  y la  deseripcion  de  respuesta  transitoriaen  funcion  de 
tiempo  pico.tiempo  de  subida,  sobrepaso  maximo,tiempo  de  asentamiento  y tìempo  dedemora.  La 
respuesta  de  sistemas  en  condidones  forzadas  irregulares  mediante  metodos  numericos,  incluido  el 
mdtodo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden,  se  presenta  junto  con  ejcmplos  ilustiatìvos.  Por  tìltimo, 
el  uso  de  programas  MATLAB  para  determinar  la  respuesta  de  un  sistema  sometido  a funciones 
forzadas  arbitrarias  se  ilustra  con  ejemplos. 


objettvos  cte  aprendlzaje 


A1  terminar  este  capftulo,  usted  debertì  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

• Encontrar  las  respuestas  de  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad  sometidos  a fuerzas  periddi- 
cas  generales  mediante  la  serie  de  Fourier. 

• Utilizar  el  mètodo  de  convolucidn  o integral  de  Duhamel  para  resolver  probleraas  de  vibra- 
cidn  de  sistemas  sometidos  a fuerzas  arbitrarias. 

• Encontrar  la  respuesta  de  sistemas  sometidos  a sismos  utilizando  espectros  de  respuesta. 

• Pesolver  sistemas  no  amortiguados  y amortiguados  sometidos  a flierzas  arbitrarias,  entre 
ellas  fueizas  de  impulso,  escalonadas  y de  rampa,  mediante  la  transfòrmada  de  Laplace. 

• Entender  las  caracteristicas  de  respuesta  transitoria,  como  el  tiempo  pico,  d sobrepaso,  el 
tìempo  de  asentamiento,  el  tiempo  de  subida  y d tìempo  de  demora,  asf  como  procedimientos 
para  su  estìmKÌon. 

• Aplicar  mdtodos  numdricos  paia  resolver  problemas  de  vibiacian  de  sistemas  sometìdos  a 
fuerzas  que  se  describen  numdricamente. 

• Resolver  problemas  de  vibracidn  forzada  utilizando  MATLAB. 


4.1  | Introducciòn 


En  d capftulo  3 consideramos  la  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  sometìdo  a 
excitacidn  armdnica.  Sin  embargo,  muchos  sistemas  pràctìcos  se  someten  a varios  tìpos  de  condicio- 
nes  forzadas  que  no  son  armonicas.  La  funcion  forzada  general  puede  ser  periddica  (no  armdnica) 
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o no  periddica.  Las  fuerzas  no  periòdicas  incluyen  fueizas  como  una  fiierza  constante  apiicada 
de  repente  {llamada  fitena  gmdual),  una  fiierza  que  creee  linealmente  (llamada  fuerza  rampa)  y 
una  fuerza  que  varia  exponendalmente.  Una  fundòn  forzada  no  periddica  puede  actuar  con  una 
dnacion  corta.  larga  o infinita.  Una  funcion  forzada  o excitaciòn  de  coita  duradòn  comparada  con 
d periodo  natural  dd  sistema  se  Uama  choque.  Ejemplos  de  funciones  forzadas  generales  son  el 
movimiento  impartido  por  una  leva  al  seguidor,  la  vihradòn  percibida  por  un  instrumento  cuando 
su  empaque  se  deja  caer  desde  una  altuia,  la  fuerza  aplicada  a la  cimentaciòn  de  una  prensa  de  foija, 
d movimienlo  de  un  automò  vil  cuando  pasa  por  un  bache  y la  vibradòn  del  suelo  de  una  estructura 
de  edifido  durante  un  sismo. 

Si  la  iundòn  forzada  es  periòdica  pero  no  armònica,  puede  ser  reemplazada  por  la  suma  de 
fiinciones  armònicas  por  medio  del  procedimiento  de  analisis  armònico  estudiado  en  la  secciòn 
1.11.  Utilizando  el  principio  de  superposiciòn,  la  nespuesta  del  sistema  se  puede  deterruinar  super- 
poniendo  las  respuestas  produddas  por  las  funciones  foizadas  armònicas  individuales. 

Fbr  lo  comtìn,  la  respuesta  de  un  sistema  sometido  a cualquier  tipo  de  fuerza  no  periòdica  se 
determina  mediante  los  siguientes  mòtodos: 

1.  Integial  de  convoluciòn. 

2.  Transformadas  deLaplace. 

3.  Mòtodos  numòricos. 

Lqs  dos  primeros  son  analftfcos,  en  los  cuales  la  respuesta  o sdudòn  se  expresa  en  una  forma 
que  ayuda  al  estudio  del  comportamiento  del  sistema  bajo  la  fuerza  aplicada  con  respecto  a varios 
parametros  y al  disenar  el  sistema.  Por  su  parte,  el  tercer  mdtodo  se  puede  utìfizar  paia  hallar  la 
lespuesta  de  un  sistema  sometido  a cualquier  fuerza  arbitraria  para  el  cual  una  soluciòn  analftica 
es  difSciI  o imposible  de  encontiar.  Sin  embaigo,  la  soluciòn  hallada  es  aplicable  solo  para  el  con- 
junto  particular  de  valoies  de  parametro  utilizados  en  La  btìsqueda  de  la  soluciòn.  Esto  haoe  diffcil 
estudiar  el  comportamiento  del  sistema  cuando  los  paràraetros  cambian.  Este  capftulo  piesenta  los 
tres  metodos  de  soludòn. 


4.2  | Respuesta  bajo  una  fuerza  periodica  general 


Cuando  la  fueiza  extema  F(t)  es  periòdica  r = 2ir/<u,  se  puede  expandir  en  una  serie  de  Fourier 
(vea  la  secciòn  1.11); 


F(t)  = — + a}  cos  jtat  + 2*  h 5611 


Cffl 


00 


M 


}=  l 


(4.1) 


donde 


F(t ) oos  jtàtdt,  j = 0,1,2, 


(4.2) 


* - 


sen  jmdt,  j = 1,2,... 


(4.3) 


La  respuesta  de  sistemas  sometidos  a fueizas  geneiales  periòdicas  se  considera  en  esta  secdòn  para 
àstemas  de  primero  y segundo  orden.  Los  sistemas  de  primer  orden  son  aqudlos  para  los  cuales  la 
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RjirTji  KpìHa 


Amoniguador  (c,) 


Figura  4.1  Ejemplos  de  sistemas  de  primer  orden. 


ecuacion  de  movimiento  es  una  ecuadòn  diferencial  de  primer  orden.  Asimismo,  los  sLstemas  de 
segundo  oiden  son  aqueilos  para  los  cuales  la  ecuaciòn  de  movimiento  es  una  ecuaciòn  difeiencial 
de  segundo  orden.  En  las  Figuras  4.1  y 4.2  se  muestran  ejemplos  tipicos  de  sistemas  de  primero  y 
segundo  oiden,  respectivamente. 


sistemas  de 
primer  orden 


Considene  un  sistema  de  resorte-amortlguador  sometido  a una  excitaciòn  periòdica  corao  se  mues- 
tra  en  la  figura  4.1{a).  La  ecuaciòn  de  movimiento  del  sLstema  es 

c'x  + k(x  ~ y)  = 0 (4.4) 


donde  y(f)  es  un  movimlento  periòdico  (o  excitaciòn)  impartido  al  sistema  en  el  punto  A (por 
ejemplo,  por  una  leva).  Si  el  desplazamiento  periòdico  del  punto  A,  y(t),  se  expresa  en  la  saie  de 
Fourier  como  lo  indica  el  lado  derecho  de  la  ecuaclòn  (4.1),  laecuaciòn  de  movimiento  dd  sistema 
se  expresa  como 

OO  00 

x + ax  = ay  = Aq  + sen  ty*  + 25j00SÙ,y*  (4.5) 

j= i /=> 


donde 


a = 


k 


Aj  = aaj,  Bj  = abj. 


= M j = 1,2,3,... 


(4.6) 


334  Capftulo  4 Vibradòn  en  condiciones  forzadas 


Ejemplo  4.1 


m 


V/////  //////, 

mx  + cx  + kx  = flf) 


Barra  rigida_^  __ 
{sìd  masa)  ' 


JL 

m 


c l-j-1 


>-(0 

1 

*v> 


7777777777777? 

mx  + cx  + kx  = Aytì 


(a) 


{b> 


Resorte  torsional 


Figura  4.2  Ej  anp  los  d e sistemas  de  segundo  orden . 

La  soluddn  de  la  ecuacion  (4.5)  se  presenta  en  d ejemplo  4.1. 


Respuesta  de  un  sistema  de  primer  orden  sometldo  a una  fuerza  perlòdica 

Eocuentre  la  respuesta  del  sistema  de  resorte-amortiguador  que  se  muestm  en  la  fìgura  4. l(a)  sometido  a uua 
fueiza  periòdica  cou  la  ecuacidu  de  mo  vimieuto  dada  por  la  ecuarìdn  (4.5). 

Salurìdii:  Se  ve  que  el  lado  derecho  de  la  ecuarìdu  de  movimiento,  la  ecuarìtìn  (4.5),  es  una  constante  tnds 
ina  suma  lineal  de  funrìones  armdnicas  (seno  y coseno).  Utilizando  el  principio  de  supeiposicitìn,  la  solurìdn 
db  estado  estable  de  la  ecuarìtìn  (4.5)  $e  deteimina  sumando  las  solnriones  de  estado  estable  conespondientes 
a los  ttìrminos  fomdos  en  el  lado  deiecho  de  1a  ecuacitìn  (4.5). 

la  ecuaritìn  de  movimiento  conespondiente  a la  fuem  constante  À$  $e  expresa,  con  en  lugar  de  x,  como 

io  + = (El) 


la  solurìtìn  de  la  ecuacitìn  (E.  1)  es  (se  puede  verificar  sustituyendo  en  la  tìmacitìn  (E.  1); 


'W-T 


(E.2) 


la  ecuacitìn  de  movimiento  bajo  la  fuem  Àj  $eu  wy  $e  expresa  como 


4,2  Respuesta  bajo  una  fuerza  periòdica  general  335 


en  la  cual  la  solacitìn  de  estado  estable  de  la  ecoaddn  (E,3)  se  snpone  como 

xj{t)  = Xj  sen(ù);-r  - <f>j)  (E.4) 

donde  la  magnitud  Xj  y el  àngulo  de  fase  4>j  indican  las  constantes  desconocidas  qne  se  van  a determinai.  La 
solucitìn  en  la  ecuacitìn  (E.4)  se  expresa  como  la  parte  imaginaria  de  la  siguiente  solucitìn  en  forma  oompleja: 

Xj(t)  = ImiXjj^-ti)  \ = x/^'e-^i  = Ujfr*  (E.5) 

donde  Uj  iodica  d numero  complejo; 

Uj  = Xje^i  (E.6) 


Gbservando  que  la  derivada  de  x/jt)  oon  respecto  al  tiempo  e$ 

xfo)  = mjUje"0?  (E.7) 

La  ecoacidn  (E.3)  se  poede  expiesai  con  d tèrmido  foizado  en  forma  compleja  (en  d entendido  de  que  sdlo 
no$  inteiesa  1a  parte  imagioaiia  de  1a  solucidn); 

Xj  + aXj  = Àje^i*  = Àj(co$  ùtjt  + i sen  ù>jt)  (E.S) 

Si  msertames  las  ecnadODes  (Ek5)  y (E7)  en  la  ecnacidD  (E.8),  obtenemos 

ìtDjUj^f  + aUje^  = Aje^  (E9) 

Como  ^ 0, la  ecuacitìn  (E.9)  se  iednce  a 


iùìjUj  + aUj  = Aj 


(E.10) 


U}  = — - 
' a + iùl: 


(E.ll) 


Las  ecuadones  (E.ti)  y (E.  1 1)  dan  por  resultado 


U:  = X:e~*w  = - 1 — 

J a + ìtìtj 


(E.12) 


Eipesando 


a + ìùt : 


a + ìtoj  (a  + ìi 


a ~ iù)J  = 1 I"  a 1 

ìù)j)(a  - itoj)  + ùtj  „ Va2  + toj  Va2  + toj  j 


(E,13) 


La  ecnadtìn  (Ek  13)  se  ieescribe  como 


a + ÌtO: 


fa2  + £D1 


[cos  </>j  - i sen  tj>j]  = 


(E.14) 
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dbnde 


= tan  1 


Utilizando  la  ecuacitìn  (E.  14)  en  Ja  ecuacitìn  (E.  12),  vemos  que 


XJ  = 


v^TTp 


= tau 


■(?) 


(E15) 


<E.16) 


ft»r  lo  tanto,  la  ecuaciòn  (EA ) da  la solucitìn  *fe  la  ccnacitìn  (E.3)  con  Xj  y <j>j dados  por  la  ecnacitìn  (E, ltì)k  La 
Gcuacitìn  dc  moTrimiento  bajo  la  fnern  Bj  cos  "/sc  espresa  como 


xj  + axj  = Bj  a>5  Mjt  <E,  17) 

Suponiendo  la  solndtìn  de  estado  estable  de  la  ecnacitìn  (Eb  17)  en  la  forma 


Xj(t)  = YjO>$({tijt  - 4>j)  (E,18) 

las  constantes  Yj  y 4>j  se  determinan  procediendo  como  en  el  caso  de  la  solucitìn  de  la  ecnacitìn  (E.3)  como 


Yt  = 


* = “"'(t) 


' VTT^’ 

La  soludòn  de  estado  estable  completa  (o  particular)  de  la  ecuaddn  (4.5)  $e  expresa  como 

•Ao 


« = ^+2 


. ■ a^r^m+* """(«)} 


(E.19) 


(E.20) 


dbnde  la  ecuaddn  (4.6)  da  o,  Aq,  Aj,  Bj  y atj. 

Nota:  La  $uma  de  las  soludoues  de  estado  estable  homogdnea  y particular  da  ia  soluddn  total  de  la  ecuaddn 
(4.5): 

x(t)  = *h(t)  + xp(t)  (E.21) 

dbnde  la  ecuaddn  (E.20)  da  la  soluddn  particular  y la  soluddn  homogenea  db  la  ecuaddn  (4.5)  se  expresa 
como 

xk(  t)  = Ce~«  (E.22) 


dbnde  C es  una  constante  desconocida  que  se  tiene  que  determinar  utilizando  la  condiddn  inicial  del  sistema. 
la  soluddn  total  se  expresa  como 
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Ejemplo  4.2 


Cuando  se  utiliza  ia  condicitìn  inicialjrt/  = 0)  = Jf0en  la  ecuacidn  (E.23),  obtenemos 


An  ™ Dt' 

JTO  = c + '£Xj9ea+J  + 2^co$^- 

O j=l  J-1 


là  cuàl  da 


C - Jfn  - 


Aù 


Xa~a+  “ j§1>CM*/ 


(E.24) 


(E.25) 


Rjr  lo  tanto,  lasolncidn  total  de  la  ecuacidn  (4.5)  es 


i ra  wj  ™j 

jf(r)  = jto + '2iXj$en4>j  - co$  4>j  U-"' 

a j- i j-i  J 

j W W 

+ — + ^Xj$en(ù}dt  - $j)  + 21}  oi$(ùj dt  - 
a j- i j-i 


(E.26) 


La&  caracteristicas  de  la  refipuesta  del  sistema  se  pueden  estudmr  si  consideiamos  uu  tìpo  màs  simple  de  fiin- 
dtìn  forzada  mediante  el  ejemplo  siguiente. 


Respuesta  de  un  sistema  de  primer  orden 

Deteimine  la  iespuesta  de  un  sistema  iesorie-amortìguador,  semejante  al  que  se  muestm  en  la  figuia  4.  l(a)  con 
la  ecuaciòn  de  movimiento: 


* + ì.5x  = 7.5  + 4.5  cos  / + 3 sen  5t 
Suponga  la  solucidn  inìcial  como  x(t  = 0)  = 0, 

Soluddn:  la  ecuacidn  de  movimiento  del  sistema  està  dada  por 

x + ì.5x  = 7.5  + 4.5  cost  + 3sen5f  (E.l) 

Primero  hallamos  la  solucidn  de  la  ecuacitìn  difeiencial  consideiando  un  termino  forzado  a la  vez  dado  en 
el  lado  deiecho  de  la  ecuacidn  (E.l)  y luego  sumamos  las  soJuciones  paia  deteiminar  la  solucidn  total  de  la 
ecmcidn  (E.  1).  Pam  el  tdrmino  constante,  la  ecmcidn  a iesolver  es 


x + ì.5x  = 7.5  (E.2) 

la  solucidn  de  la  ecuacidn  (E.2)  es  x(t)  = 7.5/1 .5  = 5.  Pam  eJ  tènnino  coseno,  la  ecuacidn  a resolver  està 
dadapor 

x + 1.5*  = 4.5  cos  t (E.3) 

Utilizando  la  solucidnde  estado  estable  indicada  en  Ja  ecuacidn  (E.2 1)  del  ejemplo  4h  1 , expiesamos  Ja  solucidn 
de  la  ecuacidn  (E.3)  como 

(E.4) 


*(/}  = Y cos(f  - 4*) 
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dbnde 


¥ = 


45 

V(1.5)2  + (l}2 


4.5 

VES 


= 2.4961 


y 


= 0.5880  rad 


Asimi$mo3  para  eJ  tèrmino  seno,  Ja  ecuacitìn  a resolver  e$ 


(E.5) 


(E.6) 


i + 1.5*  = 3sen5f  (E,7) 

ApJicando  Ja  soluciòn  de  estado  estable  mdicada  en  la  ecuaciòn  (E.4)  del  ejemplo  4.1 5 expiesamos  la  solucidn 
db  Ja  eouaciòn  (E.7)  como 

x(t)  = Xsen (5t  - $)  (E.8) 


dmde 


X = 


V(1.5}2  + (5)2  V27.25 


= 0.5747 


(E-9) 


= tan 


'fe)  ■ '■ 


2793  rad 


(RIO) 


Pbr  lo  lanto,  la  $uma  de  la$  $olncione$  de  la$  ecnadones  (E.2),  (E.3)  y (E.7)  da  la  solncidn  pardcular  total  de 
laecuaciòn  (E.l); 


x(t)  = 5 + 2.4961  cos(f  - 0.5880)  + 05747  $en(5/  - 1.2793) 


(Rll) 


Figura  4.3 
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La  t'uncion  forzada  dada  por  la  expresiòn  del  lado  derecho  en  la  ecoaciòn  (E 1)  y la  re$pne$ta  de  e$tado  estable 
del  sistemadado  por  la  ecuaciòn  (E.  1 1)  semuestran  graficarnente  en  la  fignra  4.3.  Los  do$  primeros  tònninos  de 
la  refipuesta  (dados  por  los  primeios  dos  terminos  del  Jado  deredio  de  la  ecuaciòn  (E.l  1)  tambien  se  muestmn 
en  la  figma  4.3.  Se  ve  qne  el  sifitema  no  filtra  el  tòrminq  constante.  Sin  embargo,  sf  filtra  la  frecoencia  baja 
(tennino  coseno)  hasta  cierto  giado  y la  alta  frecuencia  (tòrmino  seno)  a nn  grado  mayor. 


4.2.2 Somòtase  un  sisteraa  dc  rcsorte-masa-amorliguador,  figura  4.2{a),  a una  fucrza  periodica.  Èste  cs  un 

sistcma  de  scgundo  orden  ponque  la  ecuatirin  rectora  cs  una  ccuatirin  diferencial  de  segundo  orden: 

Sistemas  de 

segundo  orden  m*  + cx  + kx  = f(t)  (4,7) 

Si  la  funcìrin  tbrzada  es  periridica,  se  puede  expresar  en  la  forma  de  serie  de  Fburier  de  modo 
que  la  ecuacirin  de  movimiento  se  convìerta  en 

mx  + cx  + jfcx  = F(f)  = — - + ^aj  cos  jast  + ^bj  sen  jm  (4.8) 

2 ;=i  j=] 

La  determinacirin  de  lasolucirin  de  la  ecuacirin  (4.8)  se  iluslra  en  d ejemplo  4.3. 


Ejemplo  4.3  Respuesta  de  un  sistema  de  segundo  orden  sometldo 
a una  fuerza  periòdica 


Determine  la  respuesta  de  uu  sistema  de  iesoile-masa-anioitiguador  $ujeto  a una  fuerza  periddica  con  la  ecua- 
ddn  de  movimiento  dada  por  la  ecuacidn  (4.8).  Suponga  la$  condiciones  iniciales  como  cero. 

Snlucìdn:  H lado  dexecho  de  la  ecuacidn  (4.8)  es  una  con$tante  mà$  una  $uma  de  funciones  armdnicas. 
Utilizaado  el  prinripio  de  $uperpo$icidnf  la  soluridn  de  estado  estable  de  la  ecuaridn  (4.4)  es  la  $uma  de  las 
soluriones  de  estado  estable  de  las  siguientes  ecuariones: 


mx+ck+kx=^ 

2 

(E.l) 

Htx  + CX  + kx  = Oj  COS  jtot 

(E.2) 

mx  + cx  + kx  = bj  sen  jtot 

(E.3) 

Cbservando  qne  la  solntiòn  de  la  ecuatiòn  (E.  1)  està  dada  poi 

/a  a° 

= 5 

(E.4) 

y*  utilizando  los  resultados  de  la  secridn  3.4,  laa  soluriones  de  las  ecuaciones  (E.2)  y (E.3)  se  expresan,  res- 

pectìvamente,  como 

(aj  /*) 

xJt)  = , — — cos (jtot  - j>j) 

V(1-jV)3  + (2 £jr)2 

(E.5) 

(bj/k) 

xp(t)  = , 5 sen  (jtot  - 4>j) 

V(1  - /r2)2  + (2fjr )2 

(E.6) 
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Ejemplo  4.4 


dbnde 


y 


= tan  1 


r 


<E,7) 


<E.S) 


ft>r  lo  tanto,  la  solwcidn  de  estado  estable  compbta  de  la  ecnacidn  (4.8)  es  resnltado  de 

(V*) 


'pl‘>  2*  + ,§V(i-jV)J  + (2{rtJ 

(V*) 


COs(/ù ìt  - 4>j) 


+ 2 


P V(1  - Wf  + (2 Wi 


=f  sen (Jvt  ~ 4>j) 


(E.9) 


Se  ve  por  la  solucidtù  de  1a  ecuacitìa  (E.9),  que  la  amplitud  y desplazamietito  de  fa$e  coirespoudieiifes  al 
tÈrmiuo  /-esimo  dependen  de  Si  /ùj  = wn,  paia  cnalquier  jt  la  amplitud  del  armdnico  conespoudiente  serà 
oomparativamente  grande.  Esto  seni  partìcularmente  cieito  con  valores  pequefios  de/  y f . Àdemàs,  a medida 
que/  ciece,  la  amplitud  se  reduce  y los  tìiminos  conespondientes  tienden  a cero.  Pot  lo  tanto,  los  piimeros 
tfrminos  bieves  suelen  sei  suficientes  pam  obtener  la  iespuesta  con  una  razonable  exactitud. 

Ia  solucidn  dada  por  la  ecuacidn  (E.9)  indica  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema.  La  parte  tran- 
sitoria  de  la  solucitìn  que  smge  de  las  condiciones  iniciaies  tambitìn  se  puede  incluir  para  hallar  Ja  soludtìn 
completa.  Para  esto  tenemos  que  evaJuar  las  coustantes  arbitiarias  fijando  el  valoi  de  la  solncitìn  completa  y 
$u$  derivadas  a los  valoies  especificados  de  desplazamiento  imriaU(O)  y la  velocidad  inicial  x(Q)>  E1  resultado 
© una  etpiesidn  complicada  para  la  parte  tiansitoria  de  la  solucidn  total. 


Vlbraclòn  periòdica  de  una  vàlvula  hidràulica 

En  el  estudio  de  las  vibiaciones  de  vtìlvulas  utilizadas  en  sistemas  de  control  hidràulico,  la  vtìlvula  y su  vtìstago 
eltìstico  se  modelan  como  un  sistema  amortiguado  de  resorte-masa,  como  se  muestm  en  la  figum  4fc4(a).  Ade- 
mtìs  de  la  fuerza  del  resorte  y de  la  fuerza  de  amortiguamiento,  existe  una  presitìn  de  fluido  sobre  la  vàlvula 
que  cambia  con  la  cantidad  de  apertuia  o riene  de  la  vSlvula.  Encuentie  la  iespuesta  de  estado  estable  de  la  vtìl- 
vula  cuando  la  presitìn  en  la  cimara  varia  como  se  indica  en  la  fìgurn  4,4{b).  Supcnga  que  k = 2500  N/m, 
c = 10  N-$/m  y w = 0.25  kg, 

SùIuchjii:  La  vfilvula  se  puede  considerar  como  una  masa  conectada  a un  resorte  y un  amortiguadoi  por  un 
lado  y sometida  a una  funcitìn  foizada  F(t)  por  el  otro.  La  funcitìn  forzada  $e  espiesa  como 


F(t)  = Ap(t) 


(E.l) 


donde  A es  el  area  de Seccidn  trans versal  de  la  càmara,  dada  por 

ir(50}2 


<525-77  mm2  = 0.000625-77  m2 


(E.2) 
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p(t)  = presiòns  Pa 


Figtira  4.4  Vibradòn  periòdica  de  una  vàlvttla  hidraulìca. 


y p{t)  e$  la  presitìn  que  actua  sobre  la  vdlvula  en  cualquier  iustaute  /.  Como  p(f)  e$  pcritìdica  cou  pcriodo  r = 2 
$egundo$  y A e$  una  constaute,  F(jt)  tambiòn  e$  una  funciòn  periòdica  de  periodo  r = 2 $egundo$.  La  frecuen- 
da  de  la  funcitìn  forzada  e$  ùj  = (2w/t)  = w rad/$.  F(t)  $e  expresa  en  la  forma  de  una  serie  de  Fourier  como 


F(t)  = — + co$ùjf  + a2  co$2ùj t + ■ 

+ senojf  + ^sen^ojf  + 

donde  la$  ecuaciones  (4.2)  y (4.3)  dan  a^y  bj*  Como  la  funcidn  F(i)  està  dada  por 


F(t) 


{50,OOOM  durante  0«/«^ 

50,000A(2  - f)  duranle  ^ t s : 


los  coeficientes  de  Fourier  aj  y bj  se  calculan  con  ayuda  de  las  ecuaciones  (4.2)  y (4.3); 

a0  = l[/  ^0'000^'  + j("  50, 000 A( 2 - r)dfj  = 50.000A 


-c/ 


50, 000 A/  cos  m dt  + J 50,OOOA(2  - t)  cos  mdt 
2 X 16*A 


'n 


-c/» 


/w 


50,OOOA/  sen  mdl  + f 50,OOOA(2  - r)  mnirtdl  = 0 


/ 


50,0004*  co$  2ntdt  + / 5O,0O0A(2  - *)co$2fl?df 


]- 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 

(E.7) 

(E.8) 


k b * 3 
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CAPfTULO  9 DEFLEX.IONES  EMPLEANDO  MÈTODOS  DE  ENERGfA 


L 


N 

Figura  9-3 


Energfa  de  deformacion,  fuerza  axial.  Cuando  se  aplica  una 
fuerza  axial  N de  manera  gradual  a la  barra  que  $e  muestra  en  la  figura 
9-3,  deformarà  el  materìal  de  manera  que  el  trabajo  externo  realizado 
por  N 9S  convierte  en  energia  de  deformaciòn,  la  cual  se  almacena  en  la 
barra  (ecuaciòn  9-1),  Siempre  que  el  material  sea  elàstico  tineal,  la  ley  de 
Hooke  serà  vàlida,  cr  = Ee,  y si  la  barra  tiene  un  drea  constante  A en  su 
seecidn  transversal  y una  longitud  L,t\  esfuerzo  normal  es  <r  = N/A  y la 
deformarìòn  final  es  e = A /L.  En  consecuencia,  N/A  = E(A/L),  y la  des- 
viaciòn  final  es 


A = 


NL 

AE 


(9-8) 


Ibr  lo  tanto,  al  sustituir  con  P = N en  la  ecuaddn  9-3,  la  eneigia  de  de- 
formaciòn  en  la  barra  es 


Ut 


n2l 

2AE 


(9-9) 


Energia  de  deformaciòn,  flexiòn.  Considere  la  viga  de  la  fi- 
gura  9-4a, que  se  distorsiona  por  la  apBcaciòn  graduat  de  las  caigas  F y 
w.Estas  cargas  crean  un  momento  intemo  Menla  viga  en  unaseccidn  si- 
tuada  a una  distancia  x del  soporte  izquietdo.  La  rotaciòn  resultante  del 
eiemento  diferencial  <fe,figura  9-46,puede  determinatse  con  base  en  la 
ecuaciòn  8-2,  es  decir,  d&  = (M/EI)  dx.  En  consecuencia,  la  energfa  de 
deformaciòn,  o el  trabajo  almacenado  en  el  elemento,  se  determina  a 
partir  de  la  ecuaciòn  9-6  puesto  que  el  momento  intemo  se  desarrolla 
gradualmente.  Entonces, 

du‘  = w 

La  energfa  de  deformaciòn  para  la  viga  se  determina  al  integrar  este  re- 
sultado  por  toda  la  longitud  L de  la  viga.  E1  resultado  es 


ut  = 


(9-11) 


Flgura  9-4 
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Ejemplo  4.5 


y 


^ = tan  * 


= tfln  ' 


6 X 0.2  X 0.031416  \ 
1 - 9(0.031 41 6 )2  / 


= 0.0380483  rad 


De  acuerdo  con  las  ecuaciones  (E.2)  y (E.  14)  a (E.  19),  la  solncidn  se  escribe  como 

xp(t)  = 0.019635  - 0.015930  cqs(?ti  - 0.0125664) 

- 0.0017828  cos(3ut  - 0.0380483)  m 


<E.19) 


(E.20) 


Respuesta  total  bajo  excitaciòn  armònlca  de  la  base 

Bncuentre  la  respuesta  totaJ  de  un  $istema  vificosamente  amortiguado  de  uu  $olo  giado  de  libertad  sometido  a 
eicitacitìn  armdnica  de  la  base  con  lo$  siguientefi  datos:  m = 10  tg,  c = 20  N-s/m,  k = 400  N/m,  y{()  = 0.05 
sen  5t  m3  *0  = 0,02  m3  i0  = 10  m/s. 

Soluctòn:  La  ecuacidn  de  movimiento  del  sistema  la da  (vea  la ecnacidn  (3.65): 

mx  + ci  + kx  = ky  + cy  = kY  sen  tot  + ctoY  cos  tot  (Rl) 

Observando  que  la  ecuacidu  (E,  1)  e$  semejaute  a la  (4.8)  con  a0  = 0,  dj  = aoY,  òj  = kY,  y = bt  = 0;  i = 2, 
3 la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  se  expresa,  utilizando  la  ecuacidn  (E9)  del  ejemplo  4.3,  como 

^ ” V(1  - r2f  + (2(rf 


a\  b\ 

— cQz(ù>t  - ^i)  + — sen(wf  - $\) 
k k 


(E.2) 


Piara  los  datos  dados,  encontramos 


[ìc  /4000 

Y=  0.05  m3  (o  = 5iad/s,  (o„  = J—  = J = 20  rad/s 


(o  5 c 

r=-  = - = 025,  f = - = 
(o„  20 


20 


2 Vfcm  2V(4000)(10) 

a>d  = Vl  - ì2(o„  = 19.975  rad/s 


= 0.05 


q = ca>¥  = (20)  (5)  (0.05)  = 5,  by  = k¥  = (4000)  (0.05)  = 200 
à\  = tau" 


/ 2(0.05)  (0.25)  \ 

tfln-1  — = 0.02666  rad 

V 1 - (0.25)2  / 


V(1  - r2)2  + (2(rf  = V(1  - 0.252)2  + (2  (0.05)  (0.25))2  = 0.937833. 
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Ehseguida  se  da  la  solucidn  de  la  etuacidn  homogenea  (vea  Ja  ecuadtìn  2.70)): 

*h(t)  = Xge~^!  cos ((ojt  - <po)  = Xy?1  cos (19.975/  - $0)  (E.3) 


cbnde  Jfo  y 4>ù  constantes  desconoddas.  La  soluddn  total  se  puede  expresar  como  la  superposiddn  de 
V.Oy^Wcomo 


jr(f)  = Xge  fcos(19.975f  - 


1 


0.937833 


4000 


cos(5f  - ^i)  + 


200  /.  , r 

~*n(5f  - 


= JSCoe_fcos(19.975f  - fo)  + 0.001333  cos(5f  - 0.02666) 
+ 0.053314  seu(5f  - 0.02666) 


(E.4) 


cbnde  las  inctìgnitas  Jfo  y ^se  pueden  hallar  a partir  de  las  condidones  inidales.  La  veloddad  de  la  masa  se 
eipresa  con  la  ecuadtìn  (E.4)  como 


i(f)  = — (f)  = -*oe“f cos(l 9.975 f - d>o)  - 19.9757fo«rf  sen(19.975f  - d>o) 

- 0.006665sen(5f  - 002666)  + 0266572  cos(5/  - 0.02666)  <E,5) 

Utilizando  las  ecuaciones  (E.4)  y (E5),  encontramos 

Xg  = 4/  = 0)  = 0.02  = 3f0cos^0  + 0.001333  cos(0.02666)  - 0.053314  sen  (0.02666) 


o 


Xbcos^o  = 0.020088 


<E6) 


y 


Ìq  = i(f  = 0)  = 10  = —Xg  cos  <j>g  + 19.975 Xg  send>o 
+ 0.006665  sen  (0.02666)  + 0266572  cos(0.02666) 


o 


- Jtocos^o  + 19.975  sen^o  = 9.733345  <E.7) 

La  soludtìn  de  las  ecuaciones  (E.6)  y (E.7)  da  por  resultado  = 0.488695  y <^0  = 1.529683  rad.  Por  lo  tanto, 

1a  respuesta  total  de  masa  sometìda  a exdtadtìn  de  la  base,  en  metros,  esttì  dada  por 

x(t)  = 0.488695e_  1 cos  (19 .975 f - 1529683) 

+ 0.001333  cos (5/  - 0.02666)  + 0.053314  sen (5 f - 0.02666)  (E.8) 


Nota\  La  ecuadtìn  (E.8)  se  traza  en  el  ejemplo  4,32. 
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4.3  Respuesta  bajo  una  fuerza  periòdica 
de  forma  irregular 


En  algunos  casos,  la  fuerza que  actiia  en  un  sistema  puede  ser  bastante  irregular  y se  puede  determi- 
nar  stìlo  experimentalmente.  Ejemplos  de  tales  fuerzas  incluyen  las  fuerzas  inducidas  por  el  viento 
y los  sismos.  En  esos  casos,  las  fuerzas  estaràn  disponibles  en  forma  giàfica  y no  se  puede  encontrar 
ningunaexpresiòn  analftica  paradescribirFff).  En  ocasiones.el  valorde  F(t)  puede  estar  disponìble 

sòlo  en  algunos  puntos  discretos  t\,t2 tN.  En  todos  los  casos  es  posible  encontrar  los  coeficientes 

deFourier  por  medio  deun  procedimiento  de  integraciòn  numerica,  como  se  describe  en  la  secciòn 

1.11.  SiFj.Fj Fvindica  los  valores  de  FU)  &ntl,t2,...,tN,  respectivamente,  donde  iVimplica  un 

numero  par  de  puntos  equidistantes  en  un  periodo  t{t  = jVAt),  como  se  muestra  en  la  figura  4.5,  la 
aplicaciòn  de  la  regla  trapezoidal  [4.1]  da  por  resultado 


2 » 

(4.9) 

a>  = ÌV  ^ OTS  T ' 

j = 1,2,  ... 

(4.10) 

b‘~Nà F,a°  t ■ 

j = 1,2,  ... 

(4.11) 

Una  vez  conoddos  los  coeficientes  de  Fourier  a^,  y bj,  la  respuesta  de  estado  estable  del 
se  determina  utilizando  la  ecuaciòn{4.9)  con 

sistema 

r-(± ) 

\TVaJ 


Ejemplo  4.6  vibraciòn  de  estado  estable  de  una  vàlvula  hldròullca 


Encuentre  la  respnesta  de  estado  eatable  de  la  vàlvula  del  ejemplo  4,4  $i  las  fluctuaciones  de  pie$idn  en  la 
camara  $on  periddicas.  A contiuuacidn  $e  dan  lo$  valores  de  pieaidn  medidos  a intervalos  de  0k01  segundos 
en  un  ciclo. 
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Tiempo,  f| 
(segundos) 

0 

0.01 

0.02 

0,03 

0,04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.10 

0.11 

0.12 

Pi  = Pi$ 
(kN/ra2 

0 

20 

34 

42 

49 

53 

70 

60 

36 

22 

16 

7 

0 

Soluciòn:  Como  las  fluctuaciones  de  presiòn  sobre  la  valvula  son  peritìdicas,  el  anàJisis  de  Fourier  de  los 
ditos  de  presiòn  dados  en  un  ciclo  da 

p(t)  = 34083.3  - 26996.0  cos 52 ,3tìf  + 8307.7  sen52.36f 
+ 1416.7  cosl04.72f  + 3608.3  senl04.72f 
- 5833.3 cos  157 .08/  - 2333.3 senl57.08f  + ...  N/m2 


(E-l) 


(Vea  el  ejemplo  1 .201).  Otras  cantidades  necesarias  paia  el  cdlcnlo  son 

2tt  2tt 

“ " V “ 0d2 

ùi„  = 100  rad/s 


52.36  rad/s 


(O 


r = — = 0.5236 


£ = 0.2 

A = 0.000625tt  m2 


_i  ( 2£r  \ _!  (l  X 0.2  X 0.5236 \ 

(r^j  = “ ( i-oja3tf  j = “J* 

*.  - «n"  MV  - »»-  f^-X  ***)  - -77.01- 
\1  - 4r2/  \ 1 — 4 X 0.52362  } 

x . -1  ( 6£r  \ . -1 /^6  X 0.2  X 0.5236 \ wiai 

\1  — 9r2/  V 1 - 9 X 0.52362  / 

la  respuesta  de  estado  estable  de  la  vfilvula  se  expresa,  utilirando  la  ecuacitìn  (E,9)  del  ejemplo  43,  como 


xP(t)  = 


34083.3A  _ (26996.0A/A) 

* V(1  - r2)2  + (2fr)2 

(8309.7A/Jt) 


co$(52.3tìf  - <£i) 


V(1  - r2)2  + (2£r )2 
(141tì.7A/ife) 

V(1  - 4r2)2  + (4ffr)2 
(3608.3A/Jfe) 


sen(52.36f  - <£i) 
cos(l 04.72/  - <fc) 


V(1  - 4r2)2  + (4£r)2 
(5S33.3A/Jfe) 

V(1  - 9r2)2  + (6£r)2 
(2333.3A/Jt) 


Sen(l04.72f  - 4>i) 


cos(157.08f  - fy) 


V(1  - 9r2)2  + (6£r)2 


sen(!57.08f  - </>3) 
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4.4  | Respuesta  bajo  una  fuerza  no  periòdica 


Hemos  visto  que  las  tuerzas  periodicas  de  cualquier  forma  deonda  general  se  pueden  representar  me- 
diante  series  de  Fourier  oomo  una  superposicidn  de  componentes  armdnicos  de  varias  frecuendas. 
La  respuesta  de  un  sistema  lineai  se  encuentra  superponiendo  la  respuesta  armonica  a cada  una  de 
las  fuerzas  de  exdtacion.  Cuando  la  fuerza  de  excitaddn  F(t)  es  no  periodica,  como  la  producida 
por  la  onda  expansiva  de  una  explosidn,  se  tequieie  un  mdtodo  diferente  de  calcular  la  respuesta.  Se 
pueden  utilizar  varios  metodos  para  hallar  la  respuesta  del  sìstema  a una  excitacidn  arbitraria.  Al- 
gunos  de  estos  metodos  son  los  siguientes: 


1,  Representar  la  exdtacion  por  medio  de  una  integral  de  Fourier. 

2,  Utilizar  el  mdtodo  de  integial  de  convolucion. 

3,  Utilizar  el  mètodo  de  transformadas  de  Laplace 

4,  Integiar  numdricamente  las  ecuadones  de  movimiento  {solucion  numerica  de  ecuadones  dife- 
lenciaies). 


Enlas  siguientes  secciones  expondiemos  los  mdtodos  2, 3 y 4.  {Los  metodos  numericos  tambidn  se 
consideran  en  el  capftulo  1 1 en  el  sitio  web  de  este  libro). 


4.5  Integral  de  convoluciòn 


For  lo  comun,  la  magnitud  de  una  fuerza  de  exdtacidn  no  periddica  varia  con  el  tìempo;  actua 
duiante  un  periodo  especificado  y luego  cesa.  La  fonua  mas  simple  es  la  ftierza  impulsiva,  la  cual 
es  de  una  gran  magnitud  F y acttìa  durante  un  tiempo  muy  corto  A t.  Por  la  dinamica  sabemos  que 
d impulso  se  puede  medir  si  se  encuentra  el  carabio  de  momento  {o  cantìdad  de  movimiento)  del 
sistema  que  provoca  [4.2].  Si  x,  y x2  indican  las  vdoddades  de  la  masa  m antes  y despuds  de  la 
aplicacion  del  impulso,  tenemos 


Impulso  = FAt  = mx2  - rti  'x\ 


{4.12) 


Designando  la  magnitud  del  impulso  FAt  como  F,  podemos  escribir,  en  general, 

flt+Al 


■/ 


Fàt 


Un  impulso  unitario  que  acttìa  en  t = 0 </)  se  define  como 


pt+h.t 

= lftn  / ì 

Ar— »0  Jj 


Fdt  = Fdt  = 1 


{4.13) 


{4.14) 


Se  ve  que  para  que  F dt tenga  un  valor  lìnito,  F tiende  a infmito  {puesto  que  dt tiende  a cero). 

E1  impulso  unitario,  / = I , que  acttìa  en  t = 0,  tambidn  se  indica  por  medio  de  la  funcidn  delta 
Diiac  como 


/ = /*(0  -«<0 


{4.15) 
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yel  impulso  de  magnitud  F,  que  acttìa  cn  t = 0,  se  indica  como1 

F = FS(t) 


(4.16) 


Respuesta 
a un  impulso 


ftimero  oonsideramos  la  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  a una  exdtacidn  de 
impulso;  este  caso  es  importante  al  estudiar  la  rcspuesta  ante  exdtadones  mas  generales.  Considere 
un  sistema  de  resorte-masa  viscosamente  amortiguado  sometido  a un  impulso  unitario  en  t = 0, 
oomo  se  muestra  en  las  figuras  4.6<a)  y <b).  Para  un  sistema  no  amortiguado,  la  solucitìn  de  la 
ecuacion  de  moviraiento 


mx  + cx  + kx  = 0 


la  da  la  ecuacion  <2.72)  como 


donde 


FLgura  4.6  Un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  some  tido  a un  impulso. 


<4.17) 

(4.18) 

<4.19) 

(4.20) 

<4.21) 


JE1  impnlso  unitario,/, qye  actda  en  t = 0,  tambien  sc  indica  por  mcdio  dc  la  funcìtìn  delta  tJirac,  5(tJ,  Las  propiedades  de 
Ja  fyncidn  delta  Krac  cn  el  tiempo  t = t,  indicada  oomo  d(t  - f),  son 


jS<t  — t)  = 0 para  t * t; 


f &(t  - r)F(t)dt  = F(t) 


dondc  0 < t < 00,  Por  lo  tanto,  un  impulso  de  magnitud  F,  que  acttìa  en  t = t se  puede  indicar  como  = Fs(f  ~ t). 


4.5  IntegraJ  de  convolucitìn  349 


Si  la raasa  esta  en  reposo  antes  de  que se  aplique  el  ìmpulso  unitario  (x  = x = 0 para i<0oen 
t = 0~),  obteneraos,  de  la  rdaddn  de  impulso-cantidad  de  movimiento, 

Impulso  = / = 1 = mx  (f  = 0)  - mx(t  = 0”)  = mxg  (4.22) 


Por  lo  tanto,  las  oondiciones  iniciales  estan  dadas  por 

x(t  = 0)  = *0  = 0 {4.23) 

x(t  = 0)=x0  = ~ (4.24) 

De  acuerdo  con  las  ecuadones  {4.23)  y {4.24),  la  ecuacion  {4.18)  se  reduce  a 

jc(f)  = g(f)  = senùìjt  {4,25) 

Laecuacidn{4.25)  dalarespuesta  deun  sistemadeunsolo  gxado  delibertad  a un  impulso  unitario, 
la  cual  tambidn  se  conoce  como  fimcìòn  de  respuesta  de  impulso, simbolizada  por  g{r).  La  funcidn 
g(t),  ecuacidn  {4.25),  se  muestra  en  la  ligura  4.6(c). 

Si  la  magnitud  del  impulso  es  F en  lugar  de  la  unidad,  la  velocidad  inicial  es  F/m  y La  res- 

puesta  del  sistema  se  convierte  en 

= sen*)/  = Fg(t)  (4.26) 

mtiìj 

Si  d impulso  F se  aplica  eo  un  tiempo  arbitrario  t = T.como  se  muestra  en  lafigura4.7{a),  modifi- 
caia  la  velocidad  cuando  t = rpor  una  cantidad  Fjm.  Suponiendo  que  x = 0 hastaque  se  aplica  el 
impulso,  la  ecuaddn  {4.26)  da  d desplazamiento  x en  cualquier  tiempo  subsiguiente  t,  provocado 


(b) 


Figura  4.7  Respuesta  de  impulso. 
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por  un  carabio  de  la  velocidad  en  el  tiempo  t,  con  rreemplazado  por  el  tiempo  transcumdo  despuds 
de  la  aplicacidn  del  impulso;  es  decir,  r — r.  Por  lo  tanto,  obtenemos 

x(t)  = Fg{t  - T)  <4.27) 


Esto  se  muestra  en  la  figura  4.7(b). 


Ejemplo  4.7 


Respuesta  de  uoa  estructura  sometida  a Impacto 

En  la  prueba  de  vibraciòn  de  nna  estructma  se  ntiliza  nn  myrtillo  de  impacto  con  una  celda  de  carga  para 
tnedir  la  fuerza  del  impacto,  como  se  muestra  en  1a  figuia  4.8{a).  Snponiendo  que  m = 5 kg,  k = 2 000  N/m, 
c = 10  N-sftn  y F = 20  N-s,  encuentre  la  respuesta  del  sistema. 


Snluddn:  Cbn  los  datos  conocidos  podemos  calcular 


[k  /2000  m 
= yj~  = y—  = 20  rad/s, 

iod  = Vl  - = 19.995  rad/s 


( 


c_  _ c _ 10 

iVkìk  2V2000(5} 


0.05 


Suponieado  que  $e  da  el  impacto  en  el  instante  t = 0,  obtenemos  (con  la  ecuaddn  (4.26))  la  respuesta  del 
sistema  como 


e-l^t 

jfi  (t)  = F sen  aidt 

mtod 


20 

(5)  (19.975) 


e 00JC20)'  sen  19-975r  = 0.20025?  ' sen  19.975r  m 


<E.l) 


Notce.  La  giifica  de  la  ecuacidn  (E.1)  se  muestra  en  el  ejemplo  4.33. 


(b) 


t 


Figura  4.8  Prueba  estmctural 
empleandoun  martillo  de 
impacto. 
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Ejemplo  4.8  Respuesta  de  una  esfructura  sometida  a un  doble  Impacto 

Ed  muchos  casos,  impartii  sdlo  un  impacto  a la  estructuia  con  nn  martillo  de  impacto  es  diiTciJ.  En  ocasiones 
oeurre  en  nn  segundo  impacto  despuès  del  primero,  como  se  muestm  en  la  figura  4Mb),  y la  fuerza  aplicada, 
F(t\  se  expresa  como 


F(t)  = Fi  S(t)  + F2S(t  - t) 


donde  S(t)  es  la  funciòn  delta  Dirac  y r indica  el  tiempo  entre  dos  impactos  de  magnitudes  F}  y F7 . Para  una 
estructura con  m = 5 kg,  k = 2000 N/m,  c = 10 N-$/m y F(f)  = 20 S(t)  + 10S{/- 0.2) N,  encuentre la iespuesta 
de  la  estructura. 

SoluckSn:  Cbn  los  datos  conocidos,  hallamos  que  = 20  rad/s  (vea  la  solucitìn  del  ejemplo  4.7),  { = 0.05  y 
d>d  = 19.975  rad/s.  La  ecuacidn  (E 1)  del  ejemplo  47  da  la  respuesta  producida  por  el  impulso  F}  s(t),  mientras 
que  la  r^puesta  producida  por  el  impacto  F2  S(t- Q2)  se  detennina  con  las  ecuaciones  (4.27)  y (4.26)  como 

*2(0  = Fi - r)  (E.l) 

mwj 


Para  t = 0.2,  la  eaiacitìn  (E.  1)  se  escribe  como 


xi(t)  = 


10 

(5)  (19.975) 


e— o.o5(2<>X'‘-0-2)seili9.975((  - o.2) 


= 0,100 125e_(,_0'J)  senl9.975(f  - 0.2);  t > 0.2  (E 2) 

Utilizando  la  superposiddn  de  bs  dos  respnestas  y jr2(rX  la  respuesta  a consecnenda  de  dos  impactos,  en 

raetros,  se  expresa  como 


m = 


{o-imse-*  senmi5r,  0 ^ t ^ 0.2 

[0.20025e“fsenl9.975/  + 0.100125e“('“°3)  senl9.975(t  - 0.2);  t > 0.2 


(E3) 


Nota : La  gidfica  de  la  ecuacion  (E3)  se  muestia  en  el  ejemplo  4.33. 


Respuesta  a 
una  condiciòn 
forzada 
general 


Ahora  consideramos  la  respucstadel  slstemasometido  auna  fiierza  extema  arbitraria  F(t\  mostra- 
da  en  la  figura  4.9.  Se  puede  suponerqueesta  fuerzase  compone  de  una  serie  de  impulsos  de  mag- 
nitud  variable.  Suponiendo  que  en  el  tiempo  r,  la  fuerza  F(t)  actua  en  d sistema  durante  un  corto 
periodo  de  tiempo  At,  el  impulso  que  actua  en  el  tiempo  t = t es  F( t)  At.  En  cualquier  tìempo  t, 
el  tìempo  tìanscurrido  a partir  del  impulso  es  t — r,  de  modo  que  la  ecuacion  (4.27)  da  la  respuesta 
del  sistema  en  el  tiempo  tdebido  a este  impulso  solo  con  F = F(t)  At: 


Ajt(t)  = F(t)  ATg(f  - t) 


(4.28) 


La  respuesta  total  en  el  tìempo  t se  encuentra  sumando  todas  las  respuestas  producidas  por  los  Lm- 
pulsos  elementales  que  acttìan  en  todos  los  tiempos  t: 


*{*)  - 2 F(r)s{t  ~ t)  At 


(4.29) 
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Respuesta 
excitaciòn 
ia  base 


m 


Figura  4.9  Fundòn  forzada  arbitraria  (no  periòdica). 


Si  àt  — » 0 y reemplazamos  la  suma  por  la  integraciòn,  obtenemos 

x(t)  = f F(-r)g(t  - t)  dr  (4.30) 

Jo 

Sustìtuyendo  la  ecuaciòn  (4.25)  en  la  ecuaciòn  (4.30),  obtenemos 

x(f)  = f /'(t)  sen<Hy(f  - t)  *ìt  (4.31) 

rttMdJo 

la  cual  representa  la  respuesta  de  un  sistema  subamortiguado  de  un  solo  gxado  de  libertad  a la  ex- 
dtaciòn  arbitraria  f(f).  Observe  que  la  ecuaciòn  (4.31)  no  considera  el  efecto  de  las  oondiciones 
inidales  dei  sistema,  porque  se  supone  que  la  masa  esta  en  reposo  antes  de  la  aplicaciòn  dd  impul- 
so,  como  lo  impiican  las  ecuaciones  (4.25)  y (4.28).  La  integral  en  la  ecuaciòn  (4.30)  o ecuaciòn 
(4.31)  se  conoce  como  integmt  de  convoluciàn  o de  Duhamel.  En  muchos  casos  la  fiinciòn  F(t) 
liene  una  forma  que  permite  una  integradòn  explfdta  de  la  ecuaciòn  (4.31).  Si  tal  integradòn  no  es 
posible,  podemos  evaluaiia  numòricaraente  sin  mucha  dificultad,  como  se  ilustra  en  la  secciòn  4.9 
en  el  capftulo  11 . En  la  referencia  [4.6]  se  da  una  discusiòn  elemental  de  la  ìntegial  de  Duhamel  en 
d analisis  de  vibracìòn. 


Si  un  sistema  de  resorte  -masa  -amortiguador  se  somete  a una  exdtadòn  de  la  hase  arbitraria  descrita 
por  su  desplazamiento,  vdoddad  o aceleradòn,  la  ecuadòn  de  movimiento  se  expresa  en  funciòn 
del  desplazamiento  rdativo  de  la  masa  z = x-ycomo  sigue  (vea  la  secciòn  3.6.2); 

m'z  + cz  + k,z  = ~my  (4.32) 


Èsta  es  semejante  a la  ecuaciòn 

mx  + cx  + kx  = F (4.33) 

con  la  variable  z reemplazando  axyel  termino  —m'y  reemplazando  la  fundòn  foizada  F. Por  con- 
siguiente  todos  los  resultados  derivados  para  d sistema  excìtado  por  una  fuerza  son  aplicables  al 
sistema  excitado  por  la  base  tambiòn  para  zcuando  ~my  reemplaza  al  tòrmino  F.  Para  un  sistema 
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Ejemplo  4.9 


no  ainortiguado  sometìdo  a excitacidn  de  la  base,  el  desplazamiento  relativo  se  detOTitìna  con  la 
ecuacidn  {4.3!): 


z{t)  = / ji{r)e  T^sen<u^(f  - t) dT 

VdJQ 


<4.34) 


Fuei^a  gradual  sobre  una  màquina  compactadora 


En  la  figura  4.  IG{a)  se  muestra  una  maquina  compactadora,  moddada  como  un  àstema  de  un  solo 
grado  de  libertad.  La  ftìerza  que  actua  en  la  masa  m (m  incluye  las  masas  del  piston,  la  plataforma 
y el  material  que  se  esta  compactando)  debido  a una  aplicacitìn  repentìna  de  la  presitìn  se  puede 
idealizar  como  una  fiierza  gradual,  como  se  muestra  en  la  figura  4.l0(b).  Determine  la  respuesta 
del  sistema. 


Ht) 


Ftgura  4.10  Fuerza  gradual  aplicada  a una  màquina  compactadora. 
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SoJuciòn:  Dado  que  la  maquina  compactudora  se  modeJa  como  un  sistemà  de  ma$a-re$qrte-amaitiguador, 
el  problema  es  eneontrar  la  respuesta  de  nn  sistema  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  sometido  a una 
fuerza  graduaJ.  Observando  que  F{[)  — Fq,  podemos  escribir  la  ecuacion  [4.31]  como 


x{t)  = — — f e {lo“^  sen  - r)  dr 
ma>d  Jo 

= Jo_  T «”“<?('  - T)  + àtdCOS(Dd{[  ~ 7^1  > 

~ m^l  \ {£<*>„?  + {<Od)2  /Jr= 

= ~ l /—v  - e^^cosfmjf  - ^) 

* L V 1 - £2 


= tàn 


Esta  respuesta  se  muestia  en  la  figma  4k  10<c).  Si  el  sistema  es  no  amortiguado  (f  = 0,  ù>4  = la  ecuacion 
(E.  1)  se  iednce  a 

*(0  = ““[1  “ (dj]  (E3) 

la  ecnacidn  (E3)  se  mueatra  gràficamente  en  la  figura  4. 10{d).  Se  ve  que  si  la  carga  se  aplica  de  foima  ins- 
tantanea  a un  sistema  no  amortiguado , se  obtendià  un  desplazamiento  maximo  de  dos  veces  el  desplazamiento 
estàtico,  es  dedi,  xmAx  = 2F0/L 


Ejemplo  4.10  Fuerza  gradual  aplicada  con  demora 

Encuentre  la  iespuesta  de  la  màquina  compactadoia  que  $e  mnestra  en  la  figura  4.10(a)  cuando  se  somete  a la 
tiierza  mostradaen  lafigura  4.11. 

Soluddn:  Dado  que  la  funcidn  forzada  se  inicia  en  r = f0en  lugar  de  en  $ = 0,  la  iespnesta  se  obtiene  con  la 
ecuacidn  (E.  1)  del  ejempio  4.9  reemplazando  t por  r - f0.  Esto  da 


*vi  - e 


/rrp  _ - 10) 


-«] 


Si  el  sistema  es  no  amoitiguado,  la  ecuacitìn  (E.  1)  se  reduce  a 


Jt(t)  = y[l  “ cosm„(j  - f0)3 


9 .6  Tkwìema  d e Castig  li  ano  paiìa  aiìmaou  ras 
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Esta  ecuacitìn  es  semejante  a la  que  se  utiliza  en  el  mètodo  del  trabajo 
virtual,  ecuacidu  9-15  (1  ♦ A = InNL/AE),  exeepto  que  n se  sustituye 
por  dN/dP.  Observe  que  con  el  tìn  determinar  esta  derivada  parcial  serà 
necesaiio  tratar  P como  una  variable  (no  una  eantidad  numèrica  especi- 
tìca)  y,ademàs,cada  elemento  de  la  fuerza  N debe  expresarse  en  funcidn 
de  P.  En  consecuencia,  el  càlculo  de  dN/dP  generalmente  requiere  un 
poco  màs  de  operaciones  que  las  necesarias  para  calcular  cada  fuerza  n 
de  manera  directa.  Bor  supuesto,estos  tèrminos  seràn  iguales  porque  n o 
dN/dP  es  simplemente  el  cambio  de  la  fuerza  intema  del  elemento  con 
respecto  a la  carga  P,  o el  cambio  en  1a  fuerza  del  elemento  por  carga 
unitaria. 


Procedimiento  de  anàlisis 


El  siguiente  procedimiento  proporciona  un  mètodo  que  puede  utitìzaise  para  determi- 

nar  el  desplazamiento  de  cualquier  junta  de  una  armadura  usando  el  teorema  de  Casti- 

gtìano. 

Fuerza  extema  P 

• Goloque  unafuerza  Fsobre  la  armadura  en  la  juntadonde  se  desea  determinar  el  des- 
plazamiento.  Se  supone  que  esta  fueiza  tiene  una  magnitud  variable  oon  el  fin  de  ob- 
tener  el  cambio  dN/dP.  Asegtirese  de  que  P està  dirigida  a lo  largo  de  la  Ifnea  de 
accidn  del  desplazamiento. 

Fuerzas  internas  W 

• Determine  la  fuerza  N en  cada  elemento  causada  tanto  por  las  cargas  reales  (numèri- 
cas)  como  por  la  fuerza  variable  P.  Suponga  que  las  fuerzas  de  tensidn  son  positivas  y 
que  las  de  compresitìn  sonnegativas. 

• Calcule  las  derivadas  parciales  respectivas  dN/dP  para  cada  elemento. 

• Despuès  de  determinar  N y BN/dP,  asigne  a P su  valor  numtìrico  si  ha  reemplazado 
una  fuerza  real  sobre  la  armadura.  De  lo  eontrario,considere  que  Pes  igual  a cero. 

Teoroma  de  Castigliano 

• Aptìque  el  teorema  de  Castigtìano  para  determinar  el  desplazamiento  A deseado.  Es 
importante  conservar  los  signos  algebraicos  para  los  valores  conespondientes  de  N y 
dN/dP  al  sustituir  estos  ttìrminos  en  la  ecuadtìn. 

• Si  la  sumatoria  resultante  '£N(dN/dP)L/AE  es  positiva,  A tìene  la  misma  direccitìn 
que  P.Si  se  obtìene  un  valor  negativo,  A es  opuesto  a P. 
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Ejemplo  4.12 


Sbludòn:  La  funciòn  forzada  dada,  /T/),  $e  puede  considerai  oomo  la  suma  de  uoa  funcidn  escaJonada  Fj(f) 
de  magnitud  + F0que Se inieia  en  r = 0 y una segunda funciòn  escalonada F^t) de  magnitud  -/oque  se  inicia 
oi  el  tìempo  t = /0  como  se  muestra  en  la  figura  4.12(b). 


Fbr  b taoto,  la  respuesta  del  sistema  se  obtìene  restando  la  ecuaddn  (E.1)  del  ejemplo  4.10  de 
la  ecuaddn  (E.l)  del  ejemplo  4.9.  Esto  da 


*«  = 


JtVi  - i2 


cos(ù)ji  - 4>)  + cos{ùij(r  - r0)  - 


(El) 


con 


4>  = tan  ' 


(E.2) 


Etìra  ver  grdficamente  la  respuesta  de  vibraciòn,  consideramos  el  sistema  como  no  amortìguado,  demodo  qne 
la  ecuaciòn  (E,  1)  se  reduce  a 


m = 


k 


oos  ù>„((  - r0)  - 


COS  ù)nt 


(E3) 


La  respuesta  se  muestra  en  la  figum  4. 12(c)  para  do$  anchos  de  pulso  diferentes  de  f0pam  los  siguientes  datos 
(problettia 4.90):  m — 100  kg,  c = 50  N-s/m,  k — 1200  N/m  y F0  = 100N.  Las  respuestas  seràn  diferentes  en 
bs  dos  casos  r0  < rn/2  y r0  > rn/2,  donde  rn  es  el  periodo  natnral  no  amortìguado  del  sistema.  Si  r0  > rn/2, 
el  pico  seitì  mayor  y Ocurrirà  durante  1a  era  de  vibraciòn  forzada  (es  decir,  durante  0 a r0)  mientras  qne  el  pico 
Seià  menoi  y ocuniià  en  la  eia  de  vibraciòn  residual  (es  dedi,  deSpues  de  /q)  si  /0  > Tn/2.  En  la  figma  4. 12(c), 
rn  = 1 .8 138  s y el  pico  coirespondienie  a /0  = 1 .5  $ es  apmximadamente  seis  veces  mayoi  qne  el  de  r0  = 0. 1 s. 


Màquina  compactadora  sometida  a una  carga  lineal 

Determide  la  re&puesta  de  màquma  ooirtpactadoia  que  se  mue$tm  en  la  figura  4. 13(a)  cuando  se  aplica  uaa 
iuerza  liueal  variable  (mo$tiada  en  la  figum  4. 13(b)  al  movimiento  de  la  leva. 


StìlucHin;  La  fuerza  Uueal  variabJe  que  se  muestm  en  la  figum  4k  13(b)  se  conoce  como  la  fimcidn  mmpa.  Esta 
Uinciòn  forzada  se  puede  representar  como  F(r)  = 8F  - r,  donde  SF  indica  la  tasa  de  incremento  de  la  fuerza 
F por  unidad  de  tiempo.  Sustituyendo  òata  en  Ja  ecuacitìn  (4.3 1),  obtertemo* 


m = 


——  f re  T^senw^(f  - r)  dr 
tna>dj o 

— - f (t  — senùj d(t  - r)(-dr) 

mùìd  jo 

- ^ 1 f senw d(t  - r)(-dr) 

tntùd  jo 


E&tas  integmles  se  evaltiart  y la  iespuesta  se  expiesa  como  sigue: 


/ ^ SF 

4/)  = t 


, - — + . 


(n  U - ?<*l\  \\ 

— cosw^r  - s ■ — > senw^r  I 

L ^ ) /J 


(E-1) 
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EJemplo  4.13 


fc)  Figura  4.13  Màquina  compactadora 

sometidaa  unafuerza  lirteal. 


(Vea d problema  4.28).  P&m  una adaptacitìn  dd  sistema,  la ecuacitìn  (El)  se  reduce  a 

SF 

x(t)  = ^[n)„f  - $enù)„f] 


(E.2) 


La  figura  4. 13(c)  muestra  la  respuesta  dada  por  la  ecuacidn  (E.2). 


carga  explosiva  en  la  estructura  de  un  edlflclo 


t&ia  estructura  de  edificio  se  modela  como  un  sistema  no  amortiguado  de  un  $olo  giado  de  libertad  {figura 
4. 14(a)).  Encuentre  la  iespuesta  de  la  estructura  si  se  somete  a una  carga  explosiva  repiesentada  por  d pulso 
triangular  mostmdo  en  la  fìgma  4. 14(b). 

Soludtìn;  La  funcitìn  foizada  esttì  dada  por 


f<t>  - 4 - y 

para  0 ^ r — fo 

(E.l) 

> 

II 

o 

para  r > rq 

(E.2) 
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Fìgurz  4*14  Estmctura  de  un  edificio 
sometìda  a una  carga  explosìva. 


PROBLEMAS  FUNDAMENTALES 


F9-1.  Determine  el  desplazamiento  vertical  de  la  junta  B. 
AE  es  constante.  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual, 

F9-2.  Resuelva  el  problema  F9-2  usando  el  teorema  de 


F9-3.  Determine  el  desplazamiento  horizontal  de  la  juntaA 
AE  es  constante.  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 


F9-4.  Resuelva  el  problema  F9-3  usando  el  teorema  de 


F9-3W-4 


F9-5.  Determine  d desplazamiento  horizontal  de  la  junta  D. 
AE  es  constante.  Use  el  principio  del  trabajo  virtual. 

F9-6.  Resuelva  el  problema  F9-5  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


6kN 


F9-7.  Determine  el  desplazamiento  vertical  de  la  junta  D. 
AE  es  constante,  Utilice  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

F9-8.  Resuelva  el  problema  F9-7  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


D 


F9-7I9-& 


F9-9.  Determine  el  desplazamiento  vertical  de  la  junta  B. 
AE  es  constante.  Utilice  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-10.  Resuelva  el  problema  F9-9  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


F9-9/9-10 

19-11.  Determine  el  desplazamiento  vertical  de  la  junta  C. 
AE  es  constante.  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-12.  Resuelva  el  problema  F9-11  usando  el  teorema  de 
Castigiiano. 


H G F 


F9-59-6 


F9-1U9-12 
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Sgludòn; 

Mètodo:  Encuentre  la  respuesta  y exprese  su  valor  maximo  en  funcion  de  $u  perìodo  natural.  La  ecuaciòn  de 
movimiento  de  un  sistema  no  amortìguado  se  expresa  como 


nùr  + Jtjr  = F(f) 


Jj^senmf,  0 ^ f ^ r0 
lO,  f > f0 


<E,1) 


dmde 


(E.2) 


La  soluciòn  de la  ecuaciòn  (E.  1)  se  obtiene superponiendo  la soluciòn  homogeneajrc<r)  y la  soluciòn partìcular 
xp(f)  como 

*(0  = xc(t)  + x p(t)  <E3) 


E&decir, 


x(t)  = AsqsùìJ  + B sen  toj  + 


<E+4) 


cbndeAy  B comtantes  y ton  es  la  fiecuencia  natuml  del  sistema; 


tO 


n 


<E-5) 


Aprovechando  la$  condidones  inidales  jr{0)  = jr{0)  = 0 en  la  ecuaciòn  (E.4),  podemos  determinar  la$  cons- 
tantesAy  flcomo 


A = 0,  B 


FpU 

a>n(k  — ma?) 


<E.6) 


Ebr  lo  tanto,  la  soludòn  es 


x(t)  = 


Fp  [k  f 
1 - (a>la>af  1 


sen  w/ sen  (oj 


\ 


0 ^ f =w0 


la  cual  se  reescribe  como 


<E-7) 


x(t) 


{■fff  t„  2irfì 
sen — sen }, 

fo  2/0  t„  J 


0 ^ f ^ f0 


<E.S) 


Òbnde 


<E.9) 


La  soludòn  dada  por  la  ecuadòn  (E.8)  e$  vàlida  sòlo  durante  el  periodo  de  aplicadòn  de  la  fuerza,  0 ^ / ^ /q. 
Dado  que  no  hay  ninguna  fuerza  aplicada  durante  t > /q,  la  soludòn  se  expresa  como  una  soludòn  de  vibradòn 
Ubre; 


jr(f ) = A'  cos  a>J  + B’  seu  a>J, 


f > fo 


(E.10) 
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donde  las constantesA'  yS'se encxientran  utilizando  los  valores  à&x(t  = f0)  y i(t  = /q),  dados  por  la  ecuaeidn 
(E.8),  como  condidones  iuidales  durante  la  duraddn  t > fQ.  Esto  da 


donde 


x(t  = h) 


t„  Ittìq] 
a - —sen—  z 

L J 

. , , | 'TT  'TT  2lTtQ  \ 

[_  *q  J 


Ar  CDs  teJo  + Br  scdùjJo 


scn  (Dj  + cosù?nf 


(Ell) 


(EM) 


-6)' 

Las cCuadoneS (E.  1 1) y (E.  12) se pueden  resolver para encontrai A'yff  como 

. aiT  O/TT 

A = senùj^/o,  Br  = - — [1  + gqsùj^qJ 

mJq  toj o 

Las  ccuadones  (E.  14)  se  pneden  snstìtuii  en  la  ecuadòn  (E.  10)  paia  obtener 
*(0  (T*/'o) 


j|l  - (T„/2r0)2| 


sen2Tr  ( — — — ] - sen2ir—  , 

VT"  T"/  T"J 


J r0 


(E.13) 


<E.14) 


(E.15) 


Las  ecuadones  (E.8)  y (E.  15)  dan  la  respuesta  del  sistema  en  forma  no  dimensionaH  es  dedr,  x/S^  se  expresa 
en  funcidn  de  t /t„.  Por  lo  tanto,  paia  Cualquier  valor  espedficado  de  (0/Tn,se  puede  determinar  el  valor  mdxi- 
mo  de  x/ S=|.  Cuando  este  valor  mdximo  de  xfSat  se  traza  contra  ta/T„,  da  el  espectro  de  respuesta  mostmdo 
en  la  figura  4.15(b).  Se  observa  que  elvalor  maximo  de  “1.75  ocurre  en  un  vaJor  de  ta/r„  “0,75. 


En  el  ejemplo  4. 14,  la  fuerza  de  entrada  es  simple  y por  consiguiente  se  obtuvo  una  solucidn  de 
forma  cerrada  paia  d espectro  de  respuesta.  Sin  embargo,  si  la  fuerza  de  entrada  es  arbitraria,  po- 
demos  determinar  d espectro  de  rcspuesta  solo  numdricamente.  En  ese  caso,  se  utiliza  la  ecuacidn 
(4.31)  para  expiesar  la  respuesta  pico  de  un  sistema  no  amortiguaJo  de  un  solo  grado  de  libertad 
producida  por  una  fuerza  de  entrada  arbitraria  F(t)  como 


*{0 


idx 


= — f F(  r) 

Jq 


senù)„(t  - t)  dr 


mAx 


(4.35) 


Espectro  de 
respuesta  para 
excitaciòn  de 
la  base 


En  d diseno  de  maquinariao  estructuras  sometidas  a un  sacudimiento  dd  suelo,  como  el  provocado 
por  un  sismo,  es  ritil  el  espectro  de  respuesta  correspondiente  a la  excitacidn  de  la  base.  Si  la  base 
de  un  sistema  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  se  somete  a una  acderacidn  y (0,  la  ecua- 
cion  (4.32)  da  la  ecuacidn  de  movimiento  en  funcìdn  dd  desplazamiento  rdativo  z = x - y,  y la 
ecuacidn  (4.34)  da  la  respuesta  z(f).  En  el  caso  de  un  sacudimiento  dd  suelo,  se  suele  utilizar  el 
espectro  de  respuesta  de  velocidad.  Los  espectros  de  desplazamiento  y aoeleracidn  se  expresan 
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entonoes  en  funciòn  del  espectro  de-  velocidad.  Paia  un  osdlador  armònico  (un  sistema  no  amorti- 
guado  sobre  la  vibradòn  libie),  nos  percatamos  que 

Jclmix  f4.36) 


y 


(4.37) 


Fbr  lo  tanto,  los  espectros  de  aceleraciòn  y desplazamiento  Sa  y Sd  se  obtienen  ot  funciòn  del  es- 
pectro  de  velocidad  (S„): 

Sd  = —,  Sa  = ù)„Sv  (4,38) 

ù)„ 

Rira  considerar  amortiguamiento  en  el  sistema,  si  suponemos  que  d desplazamiento  maximo 
ìelativo  ocurre  despues  de  que  ha  pasado  el  pulso  de  sacudimiento  o choque,  el  movimiento  sub- 
àguiente  debe  ser  armònico.  En  ese  caso  podemos  utilizar  la  ecuaciòn  (4.38).  La  vdoddad  fLcti- 
da  asociada  con  cste  movimiento  annònico  aparente  se  llama  pseudovelocidad  y su  espectro  de 
lespuesta,  5V,  se  llama  pseudoespectw.  Los  espectros  de  vdoddad  se  utilizan  extensamente  en 
^iàlisis  de  sismos. 

Fhra  encontrar  el  espectro  de  velocidad  relativa,  diferenciamos  la  ecuaciòn  (4.34)  y obte- 
nemos2 


j{0  = /y(r)e-i:“,"^-T^-fù)J,  senaj^f  - r) 

^dJ o 


+ ù)d  O0S  ù>d(t  - t)]  dr 

(4.39) 

la  ccmcitìn  (439)  sc  rccscribc  como 

z(0  - / = vP  +e2sen(ù)/  <f>) 

VI  - ? 

(4.40) 

donde 

P = / y(r)e^  oos  ùjjt  dr 

Jq 

(4.41) 

Q = f y(T)*^  seniu^dT 

J 0 

(4.42) 

y 

_J-{pVi  -f  + QS)\ 

1 (p{  - eVi  - $2)  J 

(4.43) 

^La  agyicnte  ndacitìn  sc  ntiJìza  para  deiivar  1a  ccuacitìn  (4 39)  a partir  dc  la  ccuacìùn  (434): 

dtfe  <fr  = J f T^T  + t^t=' 
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Ejemplo  4.15 


H espectro  de  respuestade  velocidad,  Sv,se  obtiene  dela  ecuaddn  (4.40); 


|s(t)  IidSi  _ 


Vi  - i 


;VP2  + fi2 


wàx 


<4,44) 


Pot  lo  tanto,  los  espectios  de  pseudorrespuosta  estan  dados  por 

I I I ■ I i"i 

l^lmix  * Sv  \Z  | jn£x>  l^lmix 

ù)„ 


<4.45) 


Tanque  de  agua  sometido  a aceleraciòn  de  la  base 

E1  tanque  de  agua  mostmdù  en  la  figuia  4. 16(a)  $e  somete  a uua  aceleracidn  del  $uelo  linealmente  variable 
comq  se  muestra  en  la  figuia  4. 16{b)  debido  a un  sismo.  La  masa  del  tanque  es  m,  la  rigidez  de  la  columna 
es  k y el  amortiguamiento  e$  insignificante.  Halle  el  espectro  de  iespuesta  correspondiente  aJ  desplazamiento 
relativo  z=  x -yt  del  tanque  de  agua. 


SohiciÒn 

Mètodo\  Modele  el  tanque  de  agua  como  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad.  Determine 
d desplazamiento  tndximo  ielativo  del  tanque  y exprdselo  como  una  funcidn  de 
la  aceleiacidn  de  la  ba$e  se  puede  expiesar  como 


y(t)  = 'ymin 

m = 0 


durante  0 ^ f ^ 2|q 

(E.l) 

durante  t > 2r0 

(E.2) 

Columna^  k 


— »->{0 
(a) 


XO 


Figura  4.16  Tanque  de  agua  sometido  a movimiento  de  la  base. 
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Respuesia  durante  0 ^ t ^ 2^  Sustituyendo  la  ecnadtìn  (Ekl)  en  la  ecuadtìn  (4.34),  la  iespuesta  se  expresa, 
jam  un  sistema  no  amortìguado,  como 


(sen  co$  - cosajn/senùJnTjrfr 


(E.3) 


Ekta  ecuadtìn  es  la  misma  que  la  ecuadtìn  (E.4)  del  ejemplo  4.13  excepto  que  (“3^x)  apaiece  en  lugar  de 
jF0/to.  POr  cousiguiente,  z{t) $e  escribe,  utilizando  la  ecuadtìn  (E.S)  del  ejemplq  4,13,  como 


/a  ym$x 


1 - - — Oo$toJ  H — senwj/ 

fo  ^jrfO 


(E.4) 


Rua  encontrar  la  respuesta  mdxima  establecemos 

z(t)  = r -1  + GVosenùy  + cosnV 

wL 


]■ 


(R5) 


Bsta  ecuacitìn  da  el  tiempo  t„,  al  cual  ocurre  z^,: 


tm  = ” tan  '(ùinfo) 

ÙJj. 


m) 


Sustituyendo  la  ecuaddn  (E.6)  en  la  ecuaddn  (E.4)  $e  puede  encontrar  la  respuesta  màxima  del  tanque: 


ZmAx 


L 


1 - ™ - COS 

fo 


1 

UJnt  + — -seuùj^ 

MJa  J 


(E7) 


Respuesta  durante  t > 2r0:  Dado  que  no  hay  exdtaddn  duiante  este  tìempo,  podemos  utìlizar  la  soluddn  del 
jrobJema  de  vibradtìn  libre  (ecuacidn  2,18) 


z{t)  = Zo  cos  ìdJ  + — Isenùjfl/ 


(2> 


(E.8) 


siempre  que  Cùn$ideremos  el  desplazaittiento  inicdal  y la  velocidad  inicial  cotno 


Zo  = z(t  = 2f0) 


Zo  = c(f  = 2f0) 


(E-9) 


utilizàndo  la ecuàcitìn  {E.7}.  El  valor  maximo  de  z(f ) dado  por  la  ecuacitìn  (E.8)  $e  identifica  como 


-Mì)’] 


1/2 


(E.10) 


dande  z^y  j0$e  calculan  como  $e  indica  en  la  ecuacitìn  (E9). 
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4.6.2 


Espectros  de 
respuesta  a 
sismos 


Ladescripdon  mas  directadeun  movimiento  sismico  en  d dominio  dd  tìempo  es  laproporcionada 
por  acelerogramas  que  son  registrados  por  instrumentos  llamados  acelerògrafos  de  movimiento 
fuerte.  Estos  instmmentos  registran  ties  componentes  ortogonales  de  aceleraciòn  del  suelo  en  un 
lugar  determinado.  En  la  figura  4.17  se  muestra  un  acelerograma  tfpico.  Por  lo  comun  los  acelero- 
gramas  se  registran  en  papel  o pelfcula  fotografica  y se  digitalizan  para  aplicaciones  de  ingenieria. 
La  acderaciòn  maxima  dd  suelo,  la  duraciòn  y d contenido  de  fiecuenda  del  sismo  se  pueden 
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Ffgura  4.17  Ui  acderograma  tfpico. 


Figura  4.18  Espectro  de  respuesta  de  un  sismo  tfpico  [4.12].  (Sismo  de  Valle  Imperial,  del  18  de  mayo  de 
1940;  £ = 0,  0.2, 0.05,  0.10  y 0.20.)  (Reimpresocon  permìso  de  TheShock  Vìbmtìon  Dìgest). 
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obtener  desde  un  acderograma.  Se  puede  integrar  un  aeelerograma  para  obtener  las  variaciones  de 
liempo  de  la  veloddad  del  sudo  y dd  desplazamiento  del  suelo. 

Un  espectro  de  respuesta  se  utiliza  pam  propomionar  la  representaddn  mas  descriptiva  de 
la  influencia  de  un  sìsmo  dado  sobre  una  estructura  o maquina.  Es  posible  trazar  la  grafica  de  la 
icspuesta  maxima  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  en  funciòn  de  la  aceleraciòn,  la  pseu- 
dovelocidad  rdativa  y d desplazamiento  rdativo  utifizando  escalas  logaritmicas.  En  la  figura  4.18 
se  muestra  un  espectro  de  respuesta  tipico,  trazado  en  papd  logaritmico  de  cuatio  cidos.  En  esta 
figura,  el  eje  verlical  indica  la  veloddad  espectral,  el  eje  harizontal  representa  d periodo  natural, 
d eje  inclinado  a 45°  indica  el  desplazamiento  espectral,  y el  eje  inclinado  a 135°  muestra  la  ace- 
leraciòn  espectral. 

En  la  figura  4. 18  se  ve  que  el  espectro  de  respuesta  de  un  acdeiogiama  particular  (sismo)  pre- 
senta  considerables  ùregularidades  en  el  dominio  de  frecuencia.  Sin  embargo,  los  espectros  corres- 
pondientes  a un  conjunto  de  acelerogramas  producidos  por  sacudimientos  del  suelo  de  sitios  con 
caracteristicas  geològicas  y sismològicas  similares  son  funciones  uniformes  de  tiempo  y proporcio- 
nan  tendencias  estadfsticas  que  las  caracterizan  colectivamente.  Esta  idea  condujo  al  desarrollo  del 
ooncepto  de  un  espectro  de  diseiio,  uno  de  los  cuales  se  muestra  en  la  figura  4.19,  para  su  uso  en 
d diseno  de  estructuras  y maquinas  resistentes  a sismos.  Los  siguientes  ejemplos  ilustran  el  uso  y 
dseno  de  los  espectros  de  respuesta  a sismos. 


Figura  4.19  Espectra  de  diseno  [4.12].  (Reimpresoeon  permiso  de  TheShock  and  Vibration  Dìgest) . 
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Ejemplo  4.16 


Respuesta  de  la  estructura  de  un  edlficio  a un  sismo 

La  estructum  de  un  edifido  pesa  15,000  lb  y riene  dos  coluitinas  con  rigidez  totaJ  k , conto  se  indica  en  la  figuia 
420.  Tiene  una  relacidn  de  amortìguanriento  de  0.05  y un  periodo  natural  de  1 .0  s.  Pam  el  sismo  caracterizado 
en  la  figum  4 1 8f  determine  lo  siguiente: 

a.  Desplazamiento  màximo  ielatìvo  de  la  masa, 

Fuerza  coriante  màxima  en  la$  columnas 
c.  Esfuerzo  de  fiexidn  mriximo  en  las  columnas 

Sohiritìu 

Mèxodo:  Ertcuentie  el  desplazamiento  espectral,  la  veloddad  espectral  y la  aceleiadtìn  espectml  conespon- 
dientes  al  periodo  natural  dado. 

Para  = 1 .0  s y f = 0.05,  la  figura  41 8 da Sv  = 25  pulg/$,  sd  = 4.2  pulgi  y Sa  =0,42g  = 162.288  pulg/s2. 


a.  Desplazamiento  idativo  màximo  de  la  masa,  = 4.2  pulg. 

b+  Fuerza  cortante  màxima  en  ambas  coluntnas: 


w /l 5,000 \ 

7s"  = (m4j(1“-288,  = 63“ 


lb 


POr  1o  tanto,  la  fuem  cortante  màxima  en  cada  columna  està  dada  por 

Fnte  = 6,300/2  = 3,150  lb 

c*  Momento  de  flexidn  mtìximo  eai  cada  columna  = = Fm$Jt  Por  lo  tanto,  la  ftìrmula  de  viga  da  el 

esfuerzo  de  fiexitìn  màximo 

MTùfcC 

Vm&x  ~ — ~ — 1 

donde  / es  el  mqmentq  de  inerda  de  àrea  y c es  la  distancia  de  la  fibia  extema  desde  el  eje  neutro  de  la 
secdtìn  de  columna. 


Fignra  4.20  Estructura  de  un  edilirìo  sometida  a 
movimiento  de  la  base. 
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Ejemplo  4.17  Descarrllamiento  de  ima  carretllla  de  una  grùa  durante  un  slsmo 

La  carretilla  de  vm  gTtìa  viajera  devada  eMetrica  se  desplaza  horizontaJmente  sobre  la  viga  como  se  indica  en 
b fignm  4.2 1 . Considerando  la  carretiUa  como  una  masa  puntual,  la  grua  se  puede  modelai  como  un  sistema 
de  un  solo  gmdo  de  libertad  con  periodo  de  2 $ y ielacidn  de  amortìguamiento  de  2%.  Determine  si  la  canetilla 
se  descarrila  a coreecuencia  de  una  excitaciòn  sfsmica  vertical  cuyo  espectro  de  disefio  $e  da  en  la  figuia  4, 19. 

Solutftìn 

Mètodo:  Determine  si  la  acelemcidn  espectral  de  la  canetilla  (masa)  excede  un  valor  de  1 g. 

Para  = 2 s y £ = 0.02,  la  figuia  4J9  da  la  aceleiacidn  espectial  como  = 0.25#  y por  consiguiente 
la  cairetilla  no  se  descamlaià. 


sfsmica 


Figura  4.21  Gniasometidaauna 
exdtaciòn  sfsntica. 


4.6.3 


Diseno  bajo  un 
ambiente  de 
choque 


Cuando  se  aplica  una  fuerza  de  corta  duracidn,  por  lo  oomun  durante  un  periodo  menor  que  el  periodo 
naturalfse  llama  carga  de  choque.  Un  cboque  incrementa  significativamente  el  desplazamiento,  la  ve- 
locidad,  la  acderacion,  o el  esfuerzo  en  un  sistema  mecanico.  Aun  cuando  la  fatiga  es  una  importante 
causade  falla  bajo  fuerzas  armònicas,  sude  no  ser  muy  importante  bajo  cargas  de  choque.  Un  choque 
se  puede  describir  como  un  cboque  pulsante,  un  choque  de  veloridad  o un  espectro  de  respuesta 
de  choque.  Los  choques  pulsantes  se  producen  por  la  aplicaridn  repentina  de  fuerzas  o desplazamientos 
en  la  forma  de  una  onda  cuadrada,  semisenoidal,  triangular  o de  una  formasimilar  (vealafigura  4.22). 
Un  choque  de  vdoridad  es  provocado  por  cambios  repentinos  de  vdoridad  como  los  provocados 
cuando  se  dejan  caer  paquetes  desde  una  dtura.  E1  espectro  de  respuesta  de  choque  describe  la  forma 
cn  la  cual  una  maquina  o estructura  responde  a un  choque  especSico  en  lugar  de  describir  el  choque  en 
sf.  Se  utilizan  diferentes  tipos  de  pulsos  de  choque  para  cdificar  la  mayoria  de  los  productos  comer- 
riales,  industriales  ymilitares.  Muchas  esperificariones  mìlitares  estadounidenses  como  MirE-5400 
y MIL-STD-8IG  defìnen  diferentes  tipos  de  pulsos  de  choque  y rndodos  detallados  de  prueba  con 
estos  pulsos.  E1  siguiente  ejemplo  ilustrad  mdodo  de  limitar  esfuerzos  dinamicos  en  sistemas  mecà- 
nicos  sometidos  a un  amhiente  de  choque. 
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EJemplo  4.18 


(a)  PuLso  se  misenoidal  {b ) Pulso  t ria  ngu  lar  (c)  Pulso  reetangular 

Figttra  4-22  Pulsos  de  choque  tfpicos. 


Diseno  de  una  replsa  para  cargas  de  choque 


Una  taijeta  de  cirouito  impreso  (TCI)  $e  mouta  sobre  una  repisa  de  aiuminio  en  voladizo,  como  se  muestra 
en  la  figura  4,23(a).  La  tarjeta  de  ciicuito  impreso  se  coloca  en  un  recipiente  que  se  va  a dejai  caer  desde  un 
helicdpteio  que  vuela  a baja  aitura  sobre  la  repisa.  El  choque  resultante  se  puede  repiesentar  de  forma  apioxi- 
mada  como  un  pulso  semisenoidal,  como  se  muestm  en  la  figuia  4,23(b).  Disefle  la  repisa  paia  que  soporte 
un  nivel  de  acelemcitìn  de  100  g bajo  el  pulso  semisenoidal  que  se  muestra  en  la  figura  4.23(b).  Considere  un 
peso  especffico  de  0.1  lb/pnlg3,  uu  mddulo  de  Young  de  107  lb/pulg1  y un  esfuerzo  peimisibie  de  26,000  lb/ 
puig2  para  aluminio. 

Solucion:  H peso  propio  de  la  viga  (w)  es  iesultado  de 

w = * d 

y $e  consLdera  que  el  peso  total,  IV,  e$  «na  carga  concentiada  en  el  extiemo  libre  de  la  vigi,  dado  por 


^(0.1)  = 0.5d 


w = ftso  de  la  viga  + Pbso  del  ciraiito  impreso  = 0.5d  + 0.4 
El  momento  de  ineida  de  drea  (I)  de  la  Seocidn  trans  versal  de  la  viga  eS 

/ = ^rXgXd3  = 0.04167d3 
12  2 

La  detlexiòn  estdtica  de  la  viga  sometida  a la  carga  IV en  $u  extremo,  S^,  $e  calcula  como 

<3  (0.5d  + 0.4}  (103)  (0.5d  + 0.4} 


^eat- 


WT  

3 X 107(0.04167d3) 


d* 


-7.9994  X 10' 


Peso  de  la  taijeta  de  ciicuito  impreso  04  lb 


Aceleracidn 


t 


Figura  4-23  Voladizo  sometido  a un  polso  de  aceleradòrt. 
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EJEMPLO  9.10 


Determine  el  desplazamiento  horizontal  del  punto  C eu  el  maroo  que 
se  muestra  en  la  figura  9-20«.  Considere  que  E = 29(103)ksi  e / = 600 
pulg4  para  ambos  elementos. 


s| 

>rKS tc 

1 -67T 

4k/pie 

10  pl* 

T 

1 

*-  ■ 

U 

L 

{*) 

Hgura  9-20 


SOLUCIÒN 

Momentos  vlrtuales  m.  R>r  convenienria,  se  usaràn  las  coordena- 
das  xi  y xi  en  la  figura  9-2Q£>.  Se  aplica  una  carga  unitaria  horizontal 
en  C,  figura  9-206.  ^Por  qud?  Las  reacciones  en  los  soportes  y los  mo- 
mentos  internos  virtuales  se  calculan  como  se  muestra. 


mi=  125*2 


Vl 


Ik 


125  k 


cargas  vimiaks 


(b) 
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Puesto  que  d = 0.6  pulg  da  como  resultado  / - 0.04167<£  = 0.009001  pulg4,  el  esfuerzo  de  flexitìn  miximo 
en  la  raiz  de  la  iepisa  serà 


_ M*c 

(Tiidii  - r 


(77.0  X 10) 


0.009001 


= 25663.8151  lb/pulg2 


En  vista  de  que  este  esfuerzo  estS  dentro  del  Ifmite  permisible,  se  puede  considerar  el  espesor  de  ia  iepisa 
como  d = O.tì  pulg. 


4.7  |Transformada  de  Laplace 


Como  ya  antes  se  explicò,  se  puede  utilizar  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  paia  ballar 
la  respuesta  de  un  sistema  sometido  a cualquier  tipo  de  excitaciòn,  ìnduido  el  tipo  armònico  y 
periòdico.  Una  importante  ventaja  del  metodo  es  que  toma  en  cuenta  de  manera  automàtica  las 
condiciones  iniciales.  En  d apèndice  D en  el  sitio  web  de  este  libro  encontrarà  una  introducciòn 
de  la  transformada  de  Laplace  junto  con  una  tabla  de  pares  de  tìansformadas  de  Laplace.  La  apli- 
cadòn  del  mòtodo  de  la  transformada  de  Laplace  para  encontrar  la  respuesta  de  un  sistema  implica 
basicamente  los  siguientes  pasos: 

1,  Escriba  la  ecuaciòn  de  movimiento  del  dstema. 

2,  Transforme  cada  termino  de  la  ecuaciòn,  utilizando  las  condiciones  inidales  conoddas. 

3,  Resud  va  la  respuesta  transformada  del  sistema. 

4,  Obtenga  la  soluciòn  deseada  (lespuesta)  mediante  una  transformaciòn  inversa  de  Laplace. 


4.7.1 


Respuestas 
transitoria 
y de  estado 
estable 


La  respuesta  transitoria  indica  la  parte  de  la  soluciòn  provocada  por  las  condiciones  inidales  y que 
decae  con  d tiempo.  La  mspuesta  de  estado  estable  representa  la  parte  de  la  soluciòn  provocada  por 
la  fuerza  aplicada  o excìtacìòn  y tiende  a la  condiciòn  en  la  que  prevalece  el  equilibrio. 

Vaior  inidat  de  ia  respuesta:  Si  se  conoce  la  respuesta  o soludòn  de  un  sistema  en  d dominio 
del  tìempo,  el  valor  inicial  de  la  respuesta,  x(t  = 0),  se  deteraiina  con  t = 0.  Si  la  respuesta  del  sis- 
tema  se  da  en  el  dominio  de  Laplace,  el  valor  inicial  se  puede  encontrar  como  sigue: 


x{t  = 0)  Um^[.sX{j)]  (4,46) 

La  ecuaciòn  (4.46)  se  conoce  como  teorema  del  valor  iniciai. 

Vaior  estabie  de  ta  respuesta:  Si se conoce la  respuesta de  un sistema  en  el  dominio  dd  tiempo, 
d valor  de  estado  estable  de  larespuesta,  xee,  se  determina  tomando  d L'mite  a medida  que  d tìem- 
po  tìende  a infinito.  Si  la  respuesta  dd  sistema  se  da  en  el  dominio  de  Laplace,  el  valor  de  estado 
estable  se  puede  encontrar  tomando  d h'mite,  a medida  que  s tiende  a cero,  de  s por  la  respuesta  en 
el  dominio  de  Laplace: 


Xee=  tM**{*)] 


(4,47) 


La  ecuaciòn  (4.47)  se  conoce  como  teorema  det  vaìor  fmal. 

A continuacion  se  considera  la  aplicaciòn  de  la  transformada  de  Laplace  para  calcular  la  res 
puesta  de  sistemas  de  piimero  y segundo  orden  bajo  funciones  foizadas  diferentes. 
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Respuesta  de 
sistemas  de 
primer  orden 


Ejemplo  4.19 


Considere  un  sisteraa  de  resorte-amqrtiguador  sometido  a una  funcidn  forzada  F (f)  con  la  ecuacidn 
de  moviraiento  {figura  4.1{b)): 

cx  + kx  = F(t)  {4.48) 

la  ecmeitìn  (4.48)  $e  leescribe  como 

x + ax  = F(t)  (4.49) 

donde 

a = ~,  F(r)  = Ff(f),  F = - (4.50) 

c c 

La  solucidn  de  la  ecuacion  {4.49)  bajo  difercntes  funciones  forzadas  F{r)  se  ilustraen  los  siguien- 
tes  ejemplos. 


Respuesta  de  Impulso  unltario  de  un  sistema  de  prlmer  orden 

Ebcuentre  la  solucitìn  de  la  ecuacitìn  (4.49)  cuando  la  funcitìn  forzada  e$  un  impulso  unitario  ea  t = 0 y deter- 
mine  lo$  valores  iniciaJ  y de  estado  estable  de  la  respuesta. 

Soludtìn:  Laecuacitìn  de  movimiento,  la  ecuacitìn  (4.49),  en  este  ca$o  es 

x + ax  = FS(t)  (E.l) 

dbnde  F = 1 /c.  Si  tomamos  ia  transformada  de  Laplace  de  la  ecuacitìn  (E 1)  obtenemos 

sX(s)  - jt(0)  + aX(s)  = F (E.2) 

Suponiendo  que  las  condidones  iniciales  son  cero,  jt(0)  = 0,  la  ecuadtìn  (E.2)  $e  expresa  como 

X(s)  = -£-  = F f-i-)  (E.3) 

j + a \s  + a/ 

la  transformada  inversa  de  Lapiace  de  la  ecuadtìn  (E3)  da  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  como 

jr(f)  = Fg*  (E.4) 

E1  valor  inidai  de  Ja  respuesta  se  puede  encontrar  a pariir  de  la  respnesta  de  tìempo,  ecnadtìn  (E.4),  al  esta- 
blecer  t = 0.  Esto  da 

x(l  = 0+)  = F (E.5) 

Segun  la  solucitìn  en  el  dominio  de  Laplace,  el  teorema  del  valor  inicial  da  el  valor  inicial  de  la  iespuesta: 

x(f  = 0+)  = li'm  [rf(j)]  = Um  F ( — £ — ) = lfm  F { ) . J = F (E.6) 
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Ejemplo  4.20 


Asimismo,  de  la  respoesta  en  el  dominio  del  tiempo,  ecnaddn  (E,4),  el  valor  de  estado  e$table  $e  puede  encon- 
trar  tomando  el  lnnite  a medida  que  t — ► oo.  Por  lo  tanto,  la  ecnacidn  (E4)  da  por  resultado 

x„  = Ifm  Fe~a’  = 0 (E.7) 


E1  valor  de  estado  estable  de  la  iespuesta  se  detertniaa  a paitir  de  la  ecuacidn  (E.3)  aplicando  el  teorema  del 
valor  fìnal  como 


lmv[jX(j)] 


+ a/ 


(E.8) 


Respuesta  de  un  slstema  de  prlmer  orden  debido  a una  funciòn  rampa 

Encuentre  la  solucidn  de  la  ecuacion  (4.49)  cuando  la  fuerza  aplicada  e$  una  funcidn  rampa. 

Sohiddn;  La  ecuaddn  de  movimiento,  ecuaddn  (4.49),  en  este  caso  $e  escribe  como 

x + ax  = Fbt  = dt  (E.l) 

donde  d — Fb,  F = 1 /c,  y b indica  la  pendiente  de  la  rampa  (figum  4.24).  Tomaudo  la  transformada  de  La- 
place  de  la  ecuaddn  (E.  1 ) obtenemos 

jX(s)  - jf(0)  + aX(j)  = 4 (E.2) 

x2 

Suponiendo  que  la$  condiciones  inidales  $on  cero,  jf(0)  = 0,  la  ecnadtìn  (E.2)  $e  expresa  como 

= à ( 1 ) = 4 tA  \ <E.3) 

\j(j  + a)/  a j (j  + a) 

La  tmurformada  inversa  de  Laplace  de  la  ecuacidn  (E.3)  da  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  como 

*(0  = 4[a/  - (1  - c-*)]  (E.4) 

a 


1 Figura  4.24  Flmcioiì  rampa. 
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Respuesta  de 
sistemas  de 
segundo  orden 


Ejemplo  4.21 


Considere  un  sistema  de  resorte-masa-amortiguador  sometido  a una  funcidn  forzada  F(t)  con  la 
ecuacidn  de  movimiento  {figuia  4.2{a)): 

mx  + cx  + kx  = F(t)  (4,51) 

La  solucion  de  laecuacidn  (4.51)  bajo  fundones  forzadas  diferentes  F (r)  se  ilustra  en  los  ejemplos 
aguientes. 


Respuesta  de  Impulso  unltario  de  un  sistema  de  segundo  orden 

Determine  la  respuesta de  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  a un  impulso  unitario, 
Solueidn:  La  ecuacidn  de  moviiniento  estì  dada  por 

mx  + cx  + kx  = &(t)  (E,l) 

Tomando  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuaciòn  (E.l)  obtenemos 

[#«(j2  - «0  - ifo)  + c(.f  ~ jfo)  + £]X(j)  = l 
o 

(mrJ  + cs  + k)X(i)  = mjc0  + (ms  + c)x0  + 1 (E.2) 


Suponiendo  una  condidtìn  inicial  Cero,  jf0  = = 0,  la  ecuacion  (E.2)  Se  expresa  como 

(ms2  + cs  + k)X(x)  = 1 


XW  = 


m(.T2  + 2 >„s  + ù^) 


(E.3) 


Fbdemos  expresar  el  lado  derecho  de  la  eCuadòn  (E.3)  en  ftacdones  pardales  como 

x(s)  = vzh  + 


pJ  ” S ~~ 

dbnde  si  y S2  son  las  rafces  de  la  ecnadòn  polinomial: 

s2  + 2ifons  + w2  = D 

las  cnales  estìn  dadas  por 

si  = -£av  + ivj,  sa  = 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


a>d  = w„Vl  - £2 


(E7) 


donde 
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e$  la  frecuenda  amortigiiada  del  $i$tena.  La  sustitucidn  de  la  eeuaddo  (E.6)  en  la  ecuaddn  (E.4)  da  por  re- 
snltado 


Ci(s  - $2)  + c2(s  - s\) 

Ftt 


0 


(Q  + C2)s  - {Ci(-£Wj,  - ieod)  + C2(-^„  + i^)>  = (0)  J + - 

m 


(E.8) 


Igualando  lo$  coeficientea  en  ambos  lados  de  la  ecuaddn  (E.8),  obtenemos 

Ci  + C2  = 0 O C]  — c2 

Cl(-fcn  ~ ™<t)  + C2(~fr>x  + Ì^à)  = ~ — 

m 


c2(frn  + Ìeod  - £ton  + iw4)  = - 


1 


m 


La$  ecnadone$  (E.9)  y (E.  10)  dan 


Ci  = "xr 


1 


— Ci 


limtOfi 

Utilizando  la  ecuaddn  (E.  1 1)  en  la  ecuaddn  (E.4),  X(s)  $e  expresa  como 

X(s)  = — f— 5 — ) 

2imeod  S - S2/ 


Tomando  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  la  ecuaddn  (E.  12)  obtenemos 


x(t)  = -J—  (e*‘*  - e**)  = 

2 imìDrf  Mftuo^ 


—e~^T(^dt  - e~ibtdt) 

limioj 

= — — e^^sin  todrf  r 

mtod 


(E.9) 


(EJO) 


(EJl) 


(EJ2) 


(EJ3) 


Notas; 


1*  La  respuesta  0 duiante  / < 0 (porque  el  impulso  unitario  se  apJica  en  t = 0). 

2*  La  ecuaddn  (E.13)  es  la  misma  que  la  fuudtìn  de  iespuesta  de  impulso  unitario  derivada  con  el 
mdtodo  tradidonal,  la  ecuadòn  (4.25). 

Los  dos  ejemplos  siguientes  ilustian  la  aplicacidn  de  cdlculos  de  iespuesta  de  impulso  en  d contexto  de  im- 
pactos  no  elàsticos  y elàsticos. 
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Ejemplo  4.22 


Respuesta  a un  Impacto  no  eiastico 

Una  ma$a  m3  que  $e  mueve  con  una  velocidad  vu  choca  con  la  ma$a  M de  nn  siatema  amqrtiguado  de  nn  solo 
grado  de  libertad  como  $e  mne$tra  en  la  fignra  4,25(a)  y $e  adhiere  a la  masa  M despuds  del  impacto,  como  $e 
mue$tia  en  la  figuia  4h25(b).  Encuentre  la  re$pue$ta  del  de$plazamiento  re$ultante  del  sistema. 


Mètodo:  Use  la  relacidn: 

Gambio  de  cantidad  de  movimiento  = impuJ$o 
Bdecir, 


m\r2  — mvj 


l 


f{T)dr 


<E.l) 


tbnde  m es  b tnasa qne  choca,  v2es  la  velocidad  final  (despues  del  impacto);  v,  eS  la  velocidad  inicial  (anteS 
del  impacto);  /(r)  es  la  fuerza  aplicada  dumnte  la  corta  duracitìn  de  0 a f,  y la  integral  indica  el  impulso  (el 
tnismo  que  el  àrea  bajo  la  curva  de  fuerza-tiempo). 


Soluci5n:  Como  la  masa  m se  adhiere  a la  masa  M despuòs  del  impacto,  èste  se  puede  cousiderar  perfecta- 
mente  plistìco  o uo  eltìstìco.  E1  sistema  combinado  (con  las  dos  masas  juutas  como  se  muestra  en  la  fìgura 
4.25{b»  se  puede  considerar  que  esta  sometìdo  a un  impulso  con  cambios  en  las  velocidades  de  la$  masas.  La 
flierza  de  impacto,  /(r),  es  intema  al  sistema  y se  puede  suponer  que  es  oero.  Por  lo  tanto,  la  ecuacidn  (E.  1)  se 
ieescribe  como 


(m  + M)Vf  - {mvj  + Af(O)}  = 0 


(E.2) 


donde  V,  es  la  velocidad  del  sistema  combinado  (m  + Af) despues  del  impacto.  La  ecuacidu  (E2)  da  la  velo- 
cidad  del  sistema  inmediatamente  despuès  del  impacto  como 


V =_^1_ 

’ m + M 


(E.3) 


La  ecuaddn  de  movimiento  para  el  sistema  combinado  esttì  dada  por 


(m  + Af)jr  + cx  + kx  = 0 


(E.4) 


(a)  Antcs  del  impacto  (b)  DespuCs  de  I i mpacto  FJguia  4.25  Impacto  no  e làsti  co. 


9.6  EnergIa  de  deformaciòn  virtual  causada  por  carga  axial,  puerza  cortante,  torsiòn  v temperatura 


379 


Fiexi6n.  La  energia  de  deformaciòn  virtuai  debida  a la  flexiòn  se 
determinò  en  el  ejemplo  9-10.  Se  demostrtì  que 


*LmMdx  _ 13  666.7 k2 ■ pie3  _ 13 666.7 k2 ■ pie3 (123pulg3/l pie3) 
i EI  EI  ~ [29(10?)  k/pulg2]  (600  pulg4) 


= 1.357  pulg  ■ k 


Carga  axial.  A partir  de  los  datos  de  las  tìguras  9-251?  y 9-25c, se 
tiene 


1.25  k(25  k)(120  pulg) 


1 k(0)(96  pulg) 


80  pulg2[29(103)  k/pulg2]  80  pulg^flC?)  k/pulg2] 


= 0.001616  pulg-k 


Fuerza  cortante.  Al  aplicar  la  ecuaciòn  9-25  con  K = 1.2  para  sec- 
dones  transveisales  rectangulares  y al  utilizar  las  funckmes  de  fuerza 
oortante  que  se  muestran  en  la  tìgura  9-251?  y 9-25c,resulta 


'1.2(1) (40  - 4*0  dxi 


'U(-l  25)(-2$)dx2 


540  k2  ■ pie(12  pulg/pie) 
[12(10?)  k/pulg2](80  pulg2) 


= 0.00675  pulg-k 


Si  se  apSca  la  ecuadòn  del  trabajo  virtual,se  tìene 


1 k ■ ÀCt  = 1.357  pulg  ■ k + 0.001616  pulg  ■ k + 000675  pulg  ■ k 
= 1.37  pulg  Resp 


La  indusiòn  de  los  efectos  de  la  fuerza  cortante  y la  carga  axial  contri- 
buyò  sòlo  con  un  aumento  del  0,6%  sobre  la  respuesta  que  se  deter- 
minò  usando  dnicamente  la  flexiòn. 
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la  aial  $e  reescribe  en  la  forma 

^m(Vl  + VìHv!  - vj)  = -\m{Vy  + V2)(V!  - V2)  (R2) 

Utilizando  la  ecnadtìti  (Es  1)  en  la  ecuadòa  (E.2),  vemos  que 


Vi  + v2  = Vi  + V2 


0 

- Vl)  = -(vj  - V2)  (E.3) 

la  ecuaciòn  (E.3)  indica  que  la  magnitud  de  la  velocidad  relativa  de  laa  masaa  peimaaece  cofl$tante  y sdlo 
cambia  el  signo  durante  un  impacto  perfectamente  eJàstico. 

Soludrin;  Puesto  que  las  veloddades  de  las  masas  m y M $on  vj  y V,  =0  antes  del  impacto,  $u$  velocidades 
inmediatamente despufe  del  impacto  se  determinan desde  las  ecuadones  (Es  1)  y (R3): 


^(v!  - v2)  = -M{ 0 - V2)  = MV2 


0 


m 


(E.4) 


y 


(V!  - 0)  = Vi  = -{v2  - V2)  = V2  - Vj 


(E5) 


la  soludtìn  de  las  ecuadones  (Es4)  y (R  5)  da  por  resultado 


yi 


m — M 
m + MVl’ 


2 m 

v?  =—T^vi 

m + M 


(E.6) 


B cambio  en  la  cantidad  de  mo vimiento  de  la  masa  m està  dado  por 


- T.)  = - l)  vi  = " 


(E7) 


Ebr  lo  tanto,  el  impulso  aplicado  a la  masa  m dumnte  el  impacto  lo  da 


jf/M*  . -(^)v,  (E8) 

Ete  acuerdo  con  la  tercera  ley  del  movimiento  de  Newton,  el  impulso  aplicado  a la  masa  M durante  el  impacto 
sed  el  mi$mo  que,  pero  de  signo  opuesto,  el  impulso  aplicado  a la  tnasa  m.  Debido  al  impulso  aplicado,  la 
ecuaddn  de  movimiento  de  la  masa  M se  expresa  como 


Mi  + cx  + kx  = 


= F = 


2 mM 
m + M 


ViS(f) 


<&9) 
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Utilizando  las  condiciones  iniciales  de  M como  x(t  = 0)  = jr0  = 0 y x(t  = 0)  = = 0,  la  solucidn  de  la 

ecuaridn  (E,8)  se  expresa,  milizando  laecuaddn  (4,26),  como 


*(t)  = 


Fe~^T 


sen  ùìJ  = 


( 2mM  \ vi 
+ M/  Mtod 


sen  ù)dt 


(E.10) 


Respuesta  a 
una  fuerza 
gradual 


Ejemplo  4.24  Respuesta  escalonada  de  un  slstema  subamortiguado 

Encuentre  la  respnesta  de  un  sistema  subamordguado  de  un  solo  grado  de  libeitad  a una  funcidn  escalonada 
unitaiia. 


Soludd  n : la  ecuacidn  de  movimiento  està  dada  por 

tnx  + cx  + kx  = f(t)  - 1 


(E.l) 


Tomando  la  tiansformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuacidn  (E.  1)  y suponiendo  condiciones  iniciales 
Cero  (jco  = jh)  = 0),  obtenemos 


(ms2  + cs  + £)Jf(j)  = ££[1]  = - 


la  cual  se  reescribe  como 


X(s)  = 


hw(/  + 2ga)„s  + ù£) 
ftidemos  expresar  el  lado  derecbo  de  la eCnaddn  (E.3)  en  fracciones  parciales  como 


JC(j) 


1 


"2  + Pì 


ms(s2  + 2 goìnS  + a%)  s - S\  s - s2  s - s? 
donde  s2  y $3 3011  tos  mfces  de  la  ecuacidn  polinomial 

sis2  + 2£ti)„s  + ù£)  = 0 

las  cuales  estdn  dadas  por 

ji  = 0,  si  = -&o„  + itod,  j3  = -£ti)„  - ia>d 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.tì) 


Las  constantes  Ct , C2  y C3  en  la  ecuacidn  (E.4)  se  detenninan  como  signe.  Sustìtuii  lo$  valores  de  , s2  y s3 
dados  por  la  ecuacitìn  (E,tì)  en  la  ecuacidn  (E.4)  y reordenar  los  tdrminos  nos  Ueva  a 


1 


m 


Ci(r  + 2£ti)„s  + ti)l)  + C3[/  + .t(Ctn„  + iùJd)]  + c£s2  + s(&0„  - Jù^)] 


(E.7) 


3S0 
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14  ecmdtìn  (E.7)  se  reescribe  como 


i(C,  + C2  + C3)  + s[(2£(oa)  Ci  + (£n„  + ivd)C2  + (£u„  - ta*)Cj  + (ufo 


= (0)/  + (0)4  + - 


(E.8) 


Iguaiando  los  coeficientes  de  los  terminos  correspondientes  en  ambos  lados  de  la  ecnacidn  (E,8),  obtenemos 


q + C2  + C3  = 0 

Cl(2£ù)„)  + C2(-fù)„  + J6)d)  + C3(£ù)„  - ì(Od)  = 0 
ci^  = “ 


m 


La  solucidn  de  las  ecuaciones  (E.9KE.  11)  nos  da 

1 


Ci  = 

Qt  = 

Q = 


mù£ 


1 


2ìihù>4  (-£<•>„  + i(od) 

1 

2im(od(JZu>a  + i(od) 


(E.9) 

(E.10) 

(E.ll) 

(E12) 

(E.13) 

(E.14) 


Utilizando  las  ecuaciones  (E.  12KE.14)  en  la  ecuacitìn  (E.3),  X(s)  se  puede  expresar  como 

1 1 


X(s)  = 


maj  4 
+ 


1 r 1 1 1 1 

2 im(od  |_ ~£(on  + i(od  s - (~£(on  + iwd)  - i(od  .r  - (~£(oK  - i(od _ 


(E.15) 


Tomando  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  la  ecuaddn  (E15)  y utilizando  los  resultados  dados  en  el 
^endice  D,  en  el  sitio  web  de  este  libro,  obtenemos 


, = J_  + ( e“*'! e-™*1  \ 

2iìtxod  ^ —£(o„  + ia>d  - £(o„  - i(od  J 


^{l  + ^[(-f^  - tajf*  ~ (-{<»„  + /«d)e-i“<"]| 

1 r 0-{a,Kt  ì 

7(1 [£(on  senù^i  + a>d  oos  wdr]  ) 

* L ) 


1 - 


Vl  - 12 


COS  ((Odf 


-*) 


(E.16) 


cbnde 


tfln' 


(E.17) 
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Ejemplo  4.25 


Ejemplo  4.26 


Se  ve  que  la  ecuadòn  (E.  16)  e$  la  misitia  quc  la  respnesta  escalonada  unitaria  (con  FQ  = 0)  derivada  por  medio 
del  metodo  tmdidonal,  ecuaddn  (E.  1)  del  ejemplo  4.9.  La  respnesta  dada  por  la  ecuaddn  (E 16)  se  muestra 
en  lafìgma  4.27. 


M*) 


Figuta  4.27  Respuesta  de  un  sistema 
subamortiguado  sometido  a una 
faerza  gradual. 


valores  flnal  e Inlclal  de  respuesta  escalonada  de  un  slstema 
subamortiguado 


Encueutie  lo$  valores  inidal  y de  estado  estable  de  la  respnesta  escalonada  unitaria  de  nn  sistema  snbamorti- 
guado  a paitir  de  las  iespuestas  indicadas  por  las  ecnaciones  (E.  16)  y (E.3)  del  ejemplo  4.24. 


Solueidn:  La  ieq>uesta  del  sistema  en  el  dominio  del  tiempo,  ecuaddn  (E.16)  del  ejemplo  424,  se  escribe  como 


senùjjf  + ù>d  coSùj/] 


(E+l) 


Con  r = 0 en  la  ecnaddn  (E.  1),  ballamos  el  valor  inicial  como  0.  Tomando  el  lnrtite  a medida  qne  t -*■  oo , d 
temiino  — ► 0 y por  consiguieuEe  d valor  de  estado  estable  dzx(t)  està  dado  por  1 /k.  La  iespuesta  del  sis- 

tema  en  el  dominio  de  Laplace  se  obtiene  con  la  ecuacidn  (E.3)  del  ejemplo  424.  Utilizando  el  teorema  del  valor 
inicial,  enoontrarnos  el  valor  inidal  como 


x(t  = 0+) 


lfm  [jX(j}]  = lùn 

f— 


_m(j= 


-i 

+ 2 Ìio„s  + <£} 


Xee 


limfjXfj)]  = lun 


1 

m(j2  + 2&0„s  + ù)2 


] 


1 l 
mw2  ^ 


Respuesta  de  una  màqulna  compactadora 

Encuentre  la  respuesta  de  la  maquiaa  compactadom  del  ejemplo  4.9  suponiendo  que  el  sistema  eS  Subamorti- 
guado  (es  decir,  i < 1). 

Mètodo:  Use  un  modelo  de  resorte-masa-amortiguador  de  la  mdquina  compactadom  y la  tècnica  de  la  tmns- 
formada  de  Laplace. 
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SuJuciòn:  La  funcion  forzada  està  dada  por 


F(t)  = 


duTante  0 ^ t ^ <o 

durante  t > t$ 


(E.l) 


Tomando  la  transformada  de  Laplace  de  la ecnacidn  diferenciaJ  rectora,  ecuacidn  {4.5 1),  y utilizando  el  apen- 
dice  D,  qne  se  encuentra  en  el  sitio  wei)  de  este  libro,  obtenemos  la  siguiente  ecuacidn: 


X(S) 


F(s) 


s + 2£«i. 


m(j2  + 2gt0„s  + <u£)  j2  + 2g<0„.t  + <o2 

1 


JtO 


s2  + 2£(0nt  + 


Xq 


(E.2) 


dbnde 


F(s)  = 2F(t)  = 


f0(l  ~ »"*) 

s 


(E.3) 


Hjr  lo  tanto,  la  ecuacidn  (E.2)  $e  escribe  como 


^(1  - e-'01)  j + 2£o„ 

X[s)  = — + — rJTn 

mj(j2  + 2£ù)nx  + ti^)  j2  + 2(<ons  + ùj2 

1 


J2  + 2£tt>„  + £D2 
ro  1 


Jfo 


-'o* 


JU  / "U  / 


+ ( + io\ 1 

\ rihì  { s1  2j 


(^  + ^ + 1) 


(E.4) 


La  tmmfòrmada  inversa  de  la  ecuaciòa  (E.4)  se  expresa  utilizando  lo$  re$ultados  dados  ea  el  apòadice  D (vea 
el  $itìo  web  de  e$te  libro)  como 


*«  = 

ma>„ 


1 - 


Vl  - c 


sen  {w„Vl  - + d>i} 


Fq 

ma*n  L 


1 - 


Vi  - J2 


sen{*vVl  - Ì2  (t  - <o)  + dl} 


] 


*0 


tìP1  r- — " 

~ sen  {m„Vi  - £2 1 - <&} 


k L Vi  - J2 


(E.5) 
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Ejemplo  4.27 


donde 

= CO$_1(£) 

POr  lo  tanto , la  re&puesta  de  la  tnàquiaa  compactadora  expresa  como 

^ [ -e~^Mt  sen(ù)„VL  - £2 1 + <&} 

-f^(r-fo)  {^Vl  - £ (f  - r0)  + 0t}] 

7==  sen(ùJ„Vl  - £2 1 - <j>\) 

n - ? 

««Vi  - £2 


(E.6) 


(E-7) 


Aun  cuando  $e  espem  que  la  prirtieia  parte  de  la  ecuacidn  (E.7)  sea  la  tni$ma  que  la  ecuacidn  (E 1)  del  ejemplo 
4. 1 1 , e$  dificil  ver  la  equivalenda  en  la  piesente  forma  de  la  ecoacidn  (E7).  Sin  embaigo,  para  el  sistema  no 
amoitigoado,  la  ecoacidn  (E.7)  $e  redoce  a 


''ò.  , . , , , io 

= — [co$w„(r  - fo)  - co$  (oj]  + jto  cog  d>j  + — 

e m 


(E.8) 


Se  ve  qoe  la  primern  parte,  o parte  de  estado  estable  de  la  ecoaciòn  (E.8),  e$  iddntica  a la  ecoacidn  (E.3)  del 
ejemplo  4.11. 


Slstema  sobreamortlguado  sometldo  a una  fuerza  gradual 

Determine  la  respoesta  de  un  sLstema  sobreamortigoado  de  on  solo  grado  de  libeitad  sometido  a ona  fuerza 
gradoal  con  la  ecuacidn  de  movimiento 

2jf  + 8i  + 6x  = 5«,(r)  (E.l) 

Soponga  la  condicitìn  inidal  como  jr0  = 1 y jf  0 = 2. 

Soluddn:  Tomando  la  tran$formada  de  Laplace  de  ambo$  lados  de  la  ecuaddn  (E.  1),  qbtenemos 

[2{j3Jf(j)  - «0  - i0>  + 8{.tJf(j)  - jr0}  + dlffj}]  = - 

s 

0 

+ tì}X(j}  = 5 + 2j(a*o  + io)  + &**o  {E-2} 
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Utìlizando  lo$  valores  iniciales,  jt0  = 1 y = 2,  la  ecoacidn  (E.2)  $e  e*pre$a  como 

■s(2r  + &J  + 6)JC(.f)  = 2.y2  + I2.y  + 5 


*«  = 


2j2  + 12j  + 5 i + 6j  + 2.5 


2j(j2  + 4.v  + 3)  s(s  + 0(^  + 3) 


<E3) 


Obsemndo  qne  la$  rafce$  del  polinontìo  en  el  daiominador  del  lado  derecho  de  la  ecuacidn  (E.3)  $on  j,  =0, 
s2  = - 1 y s3  = - 3,  X(s)  $e  expresa,  utìlizando  fiacciones  paiciales,  como 


Ci  Cj  C3 
X(s)  = + — — + ’ — — 

■V  — S\  J ” $2  J ” 

dunde  las  ODnstantes  se  pneden  hallàr,  utiJizandu  la  ecnacidn  (IX  1),  como 

A(s) 


<E,4) 


C,  = 


B'(s) 


k = 1,2,3 


<E-5) 


tbnde  A(s)  e$  el  numerador  y B(s)  e$  el  denominador  de  la  expresidn  media  en  la  ecuacidn  (E.3)  y una  prima 
indica  la  derivada  cx»n  ie$pecto  a s.  La  expiesidn  media  en  la  ecuacidn  (E.3)  da  por  re$ultado 


A(j)  = j2  + 6s  + 2.5 
B'(s)  ~ 3/  + + 3 


<E.6) 


Ia$  ecuacione$  (E.5)  y (E.6)  dan 


c2 


c3  = 


A(j) 

_ 2^5  _ 

#(*) 

»=ii-0  3 

A(j) 

- 

B'(s) 

A(s) 

-6.5 

B'(s) 

j=*3--3  ® 

5 

4 


13 

12 


<E-7) 


Cbnsiderando  las  ecuaciones  (E.7),  la  ecuacidn  (E.4)  se  escribe  como 

13  1 


<E.8) 


6j  4j  + 1 12j  + 3 

Tomando  la  tìansformada  inverea  de  Laplace  de  la  ecuacidn  (E.8),  obtenemos  la  respuesta  del  sistema  como 


’(>) = | + r"  - 


13 


<E.9) 


la  respuesta  dada  por  la  ecuacidn  (E.9)  $e  muestra  gràficamente  en  la  figura  4.28. 
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PROBLEMA5  FUNDAMENTALES 


19-13.  Determine  la  peodiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  A,  EI  es  oonstante,  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-14.  Resuelva  el  problema  F9-13  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


30  kN 


19-19.  Determine  la  pendiente  en  A y el  desplazamiento 
en  el  punto  C,  EI  es  comtante,  Use  el  prindpio  del  trabajo 
virtual, 

19-20.  Resuelva  el  problema  F9-19  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


BJ-19/9-20 


19-15.  Determine  la  pendiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  A,  El  es  oonstante,  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-16.  Resuelva  el  problema  F9-15  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


4kN<m 


1 

t 

■ 3 m 

B 

19-15/9-16 


19-17.  Determine  la  pendiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  B,  EI  es  constante,  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual, 

19-18,  Resuelva  el  problema  F9-17  usando  el  teorema  de 
Castigliano, 


19-21.  Determine  la  pendiente  y el  despiazamiento  en  el 
punto  C,  EI  es  constante.  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-22.  Resuelva  el  problema  F9-21  usando  el  teorema  de 
Castigliano, 

12  kN 


i 


■ 

i 

A 

z* 

7 

C 

19-21/9-22 


19-23.  Determine  el  desplazamiento  en  el  punto  C El  es 
ccnstante.  Use  el  prindpio  del  trabajo  virtual. 

19-24  Resuelva  el  problema  F9-23  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


19-17/9-18 


19-23/9-24 
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Figuta  4>29  Respuesta  de  un  sistema  subamortiguado  debido  a una  /uerza  gradual  unitaria. 


4.7.6 


Descripcion  de 
una  respuesta 
transitoria 


H desempeno  y comportamiento  de  un  sistema  vibratorio  para  respuesta  transitoria  se  describe  en 
fimcion  de  parametros  como  sobrepaso  maximo.  liempo  pico,  tiempo  de  subida,  tiempo  de  retardo 
y tiempo  de  asentamiento.  Estos  parametros  se  muestran  en  la  figura  4.30,  la  cual  indica  una  res- 
puesta  escalonada  t/pica  de  un  sistema  subamortiguado.  Se  anaiizan  a continuacion. 

1,  Tietapo  pico  (tp);  H tìempo  pico  es  d tìempo  requerido  para  que  la  respuesta  alcance  el  primer 

pico  de  sobrepaso. 

La  cantìdad  maxlma  de  los  sobrepasos  de  respuesta,  Mpt  ocurre  cuando  la  deri  vada  de  jc{r) 
es  cero.  La  ecuaddn  {E.  16)  dei  ejemplo  4.24  da  la  variacidn  de  tìempo  de  la  respuesta  escalo- 
nada  unitaria  de  un  sistema  subamortìguador 


jfcjc(r)  = 1 - 


sena^r  + oos  todt 


) 


(4.54) 


donde  ù)d  = ù)nvl  ~ £1 2 * *.  La  ecuacidn  (4.54)  tambidn  se  puede  expresar  en  forma  compacta 
oomo 


Jkx(r)  = 1 - 


oos(ù)jr  - «) 


(4.55) 


donde 


° = te) = “"(vite5) 


(4.56) 


(4.56) 
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9-35,  Determine  La  pendiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  B.Suponga  que  elsoporte  en  A es  un  pasador  y en  C 
es  un  rodillo.  Considere  E - 29 (103)  ksi  e / = 300  pulg4,  Use 
el  mètodo  del  trabajo  virtual. 

♦9-36,  Resuelva  el  problema  9-35  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


*9-40.  Determine  la  pendiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  A,  Suponga  que  C està  articulado.  Use  el  prindpio 
del  trabajo  virtual.  £/es  constante. 

9-4L  Resuelva  el  problema  9-40  usando  el  teorema  de 
Castigliano, 


4k/pie 


1 



V a *A 

1- 10  pies 

I 

B 

l 

’ 5 pies 

C “■ 

V 

Probs.  9-35AJ-36 


6kN/m 


^rrrTTT  f 

V v 1 

r i ■ i r 1 

1 ' 1 =3 

\ j-.  

E f 

55 

3 m T 

3 m 

cl' 

Probs.  9-40/9-41 


9-37.  Determine  la  pendiente  y el  desplazamiento  en  el 
punto  S.Suponga  que  elsoporte  en  A es  un  pasador  y en  C 
es  un  rodillo.  Tome  en  cuenta  la  energfa  de  deformacidn 
adidonal  debida  a la  fuerza  cortante.  Considere  que  E = 
29(1(P)  ksi,  1 = 300  pulg4,  G - 12(10*)  ksi  y suponga  que 
AB  tiene  un  àrea  en  su  secddn  transversal  de  A = 7.50 
pulg2.  Use  el  mètodo  del  trabajo  virtual. 


9-42.  Determine  el  desplazamiento  en  el  punto  D.  Use  el 
prindpio  del  trabajo  virtual.  EI  es  constante. 


4k/pie 

n 


10  pies 


Prob.9-37 


4 

ik 

r 

3 t/pie 

. T. , 

E 

| 

A 

B 

D 

=d_ 

\ — 4pies — - 

— 4pies — 

r — 4 pies— - 

p — 4pies — 

Prob.9-42 


9-38,  Determine  el  desplazamiento  del  punto  C,  Use  el 
mètodo  del  trabajo  virtual.  EI  es  constante. 

9-39.  Resuelva  el  problema  9-38  usando  el  teorema  de 
Castigliano, 


9-43.  Determine  el  desplazamiento  en  el  punto  D.  Use  el 
teorema  de  Castigliano.  EI  es  constante, 


Probs.  9-38^-39 


Probv  9-43 
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x{t,)  = 1 = 1-  e~^!’ 


sen  ùijtg  + oos  cojt 


■) 


(4.60) 


Observamos  que  !>  *=  0,la  ecuaciòn  (4.60)  da  por  resultado 


sen  ù>jìs  + oos  (iìjts 


) 


Vi  - ? 

tan  (Ujt  = - - - 

Èstà  da  el  tiempo  de  subida  tf  como 


(4.61) 


(4.62) 


donde  la  ecuaciòn  (4.56)  da  a.  La  misma  ecuaciòn  indica  que  el  tiempo  de  subida  ts  se  puede 
ìeducir  incrementando  el  valor  de  ùìj  o £. 

3,  Sobrepaso  màximo  (Mp);  Es  el  valor  pico  mòximo  de  la  respuesta  comparado  con  d valor  final 
o de  estado  estable  (jc(oo)  o jcm)  expresado  como  un  porcentaje  del  valor  de  estado  estable.  Se 
puede  calcular  corno 


Soprepaao  = 


jc(tj,)  - x(oo) 

Jt(°°) 


(4,63) 


1 + e~ 


Sustituyendo  la  ecuaciòn  (4.59)  en  la  expresiòn  x(t),  ecuaciòn  (4.54),  obtenemos 
*(fp)  s 1 + Mp  = 1 — e “51  senir  + 00311)  = 

Rjr  lo  tanto,  el  sobrcpaso  esta  dado  por 

Ìm*  _ 

Mp  = è~  *"  = e v^-i5 


(4.64) 


H sobrepaso  en  porcentaje  se  obtiene  como 


%Mp  = 100*"Vil? 


(4.65) 


(4.66) 


Si  invertimos  la  relaciòn  cn  la  ecuaciòn  (4.66),  podemos  cncontrar  la  relaciòn  de  amorligua- 
miento  (£)  para  un  porcentaje  de  sobrepaso  dado  como 


{ = - 


In  (%Afp/100)) 
VV  + ln2  (%  Af  /100) 


(4.67) 
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9-54.  Determine  la  pendiente  en  A.  Considere  que  E = 9-58»  Use  el  mètodo  del  trabajo  virtual  y determine  lade* 

29(10*)  ksi.  E1  momento  de  inercia  de  cada  segmento  del  flexi<3n  horizontal  en  C E/esconstante  Hay  im  pasador  enA 

marco  se  indica  en  la  figura.  Suponga  que  D es  un  soporte  Suponga  que  C es  un  rodillo  y que  B es  una  junta  fija. 

arbculado.  Use  el  mètodo  del  trabajo  virtual,  9-59.  Resuelva  el  problema  9-58  usando  el  teorema  de 

9-55.  Resuelva  el  problema  9-54  usando  el  teorema  de  Casfigliano. 

Castigliano, 


12  k 


•9-56.  Use  el  mètodo  del  trabajo  virtual  y determine  la  de- 
Qexidn  horizontal  en  C,  E1  àrea  de  la  seccidn  transversal  de 
cada  elemento  se  indica  en  la  figura.  Suponga  que  los  ele- 
mentos  estàn  articulados  en  sus  extremos,  E = 29 (103)  ksi. 

9-57.  Resuelva  el  problema  9-56  usando  el  teorema  de 
Castigliano. 


2k 


3pies 


400  lb/pie 


•9-60.  E1  marco  està  sometido  a la  carga  de  5 k.  Deter- 
mine  el  desplazamiento  vertical  en  C.  Suponga  que  los 
elementos  estàn  articulados  en  A,  C y E,  y que  estàn  conec- 
tados  fijamente  en  las  juntas  aoodadas  B y D.  EI  es  cons- 
tante.  Use  el  mètodo  del  trabajo  virtual. 

9-6L  Resuelva  el  problema  9-60  usando  el  teorema  de 
Castigliano, 


c 


Piebs.  9-56/9-57 


Probs.  9-60/9-61 
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Ejemplo  4.28 


EJemplo  4.29 


caracteristicas  de  respuesta  derlvadas  de  la  funclòn  de  transferencla 

Bicuentre  el  tìempo  pico  (tp),  poicentaje  de  sobiepaso  (%  A/p,  tìentpo  de  asentamiento  (f<j)  y tìempo  de  subida 
(r,)  con  la  funcidn  de  tmnsfeiencia  del  sistema  dada  poi 


T(s)  = 


F(s) 


225 

s2  + 15j  + 225 


(E.l) 


Soluckiii:  La  frecuencia  natural  del  sistema  $e  puede  hallar  a partir  del  ultrnio  termiuo  en  d deuomiuador  de 
laecuadòu  (E.l): 


= V225  = 15  iad/s  <EJ2> 

la  reladtìn  de  amortìguamieuto  se  determina  dcsde  d ttìrmiuo  medio  en  el  denomiuador  de  la  ecuadtìu  (Et  1) 
como 

2i<..=  15.i  = Ì = 5^=0.5  <B3) 


la  sustitudtìu  de  los  vaJores  de  y £ eu  las  ecuacioues  (4.59),  (4,66),  (4.69)  y (4.62)  da  por  resultado 


'TT 


Tiempo  pico  = tp  = — = 


u- 


= 0.2418  s 


<E*4) 


to„V 1 - <2  l5Vl  - (i.5:> 

■rf  f ^ 

Rjicentàje  de  sobiepaso  = % Mp  = lOOe  v,(fj  = 100e“V  = 100(0.1231)  = 12.31  (E S) 


Tiempo  de  asentamiento  = ts  = 


£<ob  0.5(15) 


= 0.5333  s 


(E.6) 


Tiempo  de  subida  = tr  = 


n — a 


15Vl  - 0.52 


= 0.2015  s 


(E.7) 


Este  ejemplo  demuestra  que  las  caracteristìcas  de  respuesta,  tìempo  pico,  porcentaje  de  sobiepaso,  tiempo 
de  aseutamieuto  y tiempo  de  subida,  se  deteimiuau  siu  la  tediosa  tarea  de  buscar  la  iespuesta  eu  fundtìn  del 
tiempo  mediaute  uua  transfoimada  inveisa  de  Laplace,  trazaudo  la  respuesta  en  fmdtìu  del  tìempo  y tomando 
medidas  de  la  curva  eu  funcitìu  del  tiempo  resultante. 


Paràmetros  de  sistema  obtenldos  a partlr  de  las  caracterfstlcas 
de  respuesta  conocldas 


Determiue  los  valoies  del  momeuto  de  iuerda  de  masa  y la  coustaute  de  amortìguamieuto  de  uu  sistema  torsio^ 
ml,  mostmdo  eu  la  figura  4.32,  paia  alcauzar  25%  de  sobrepaso  y uu  tìempo  de  aseutamiento  de  2,5  s duraute 
in  par  de  torsitìn  escalouado  de  entrada  r0(i).  La  rigidez  torsional  del  sistema  es  de  10  N-mAad. 
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Para  las  vigas  y los  maroos,  el  desplazamiento  (rotacidn)  se  define  a partir  de 


W 


A 1 


l.A  = j 

fLmM 
[ Ef  dx 

1-fl  = ) 

Ji 

fLm#M 
} EI  dx 

E1  segundo  teorema  de  Castigliano,  tambièn  Uamado  el  mètodo  del  trabajo  mfnimo,  puede  usarse  para  determinar  las  de- 
flexiones  en  las  estructuras  que  respondan  elàsticamente,  Se  afirma  que  el  desplazamiento  (rotaciòn)  en  un  punto  de  una 
estructura  es  igual  a la  primera  derivada  pardal  de  la  energfa  de  deformadòn  en  la  estructura  con  respecto  a una  fuerza  P 
(momento  de  par  Mj  que  acttìa  en  el  punto  y en  la  direcdòn  del  desplazamiento  (rotadòn),  Para  una  armadura 


Para  vigas  y maroos 
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UtìJizando  el  porcentaje  de  sobrepaso  conocido,  la  reladdn  de  amortìguamiento  Se  deteimma  por  la  eCuaddn 
(4.67)  como 


ln(%MF/100) 

Vir2  + ln2  (%  Afp/100) 


ln  (25/100) 

—====  = 0.4037 
Vir2  + ln2  (25/100) 


<E.7) 


la  ecuacitìn  (E.4)  da 


= 7 = oiè? = 19633  radys  <a8> 

La  ecnadtìn  (E.2)  da  por  resultado 

Jfe,  10  , 

J = ~b;  = ^ = 0.6366  tg-m2  (E.9) 

tol  3.96332 

la  constante  de  amoitìguamiento  torsional  c,  $e  encuentra  a partìi  de  la  ecuacion  (E.5)  como 


Cf  = 3.2J  = 3.2(0.6366)  = 2.0372  N-m-s/rnd 


(E.10) 


4.8  jMètodosnumèricos 


La  determinadòn  de  la  respuesta  de  nn  sistema  sometido  a funciones  forzadas  arbitrarias  mediante 
mdtodos  numàicos  se  llama  simnladdn  numdrica.  Los  metodos  analfticos  comentados  hasta  ahora 
flegan  a ser  tediosos  y en  ocasiones  induso  imposihles  de  utilizar  para  hallar  la  respuesta  de  un 
ristema  si  la  funcidn  foizada  o excitaddn  no  se  puede  descrihir  en  una  forma  analitica  simple  o si 
se  tienen  que  utilizar  datos  de  fiierza  experimentalmente  determinados  (como  la  resena  de  la  acelc- 
mcidn  dd  sudo  medida  durante  un  sismo).  Se  pueden  utilizar  mdtodos  numdricos  para  verificar  la 
exactitud  de  las  soluciones  analiticas,  sohre  todo  sì  el  sistema  es  complejo.  Del  mismo  modo,  las  so- 
luciones  numdricas  se  tienen  que  verificar  por  medio  de  mdtodos  analfticos  siempie  que  sea  posi- 
We.  En  estaseccidn  se  consideran  los  mdtodos  numdricos  de  resolver  sistemas  de  un  solo  grado  de 
libertad  sometidos  a fiinciones  forzadas  arbitrarias. 

Las  soludones  anali'ticas  son  sumamente  ìitiles  para  comprender  el  comportamiento  de  un 
àstemacon  respecto  a cambios  en  sus  paiametros.  Las  soluciones  anali'ticas  constituyen  una  ayuda 
drecta  al  disenar  sistemas  que  satisfagan  cualquier  caracteristica  de  respuesta  especificada  con  la 
seleccidn  apiopiada  de  valores  de  parametros.  Si  la  solucidn  anali'tica  se  dificulta,  la  respuesta  del 
àstemase  puede  hallar  por  medio  de  un  procedimiento  de  integracion  numdrica.  Se  cuenta  con  va- 
rios  mdtodos  para  la  integracidn  numdrica  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias.  Los  mdtodos  de 
Runge-Kutta  son  un  lugar  comun  para  la  solucidn  numerica  de  ecuaciones  diferenciales. 

Considere  la  ecuacidn  de  movimiento  de  un  sistema  amortiguado  de  un  solo  giado  de  libertad 
sometido  a una  fuerza  arhitraria  f(t): 

wùf(t)  + ci(t)  + Ljf(t)  = f{t)  (4.70) 

oon  las  condiciones  iniciales  x(t  = 0)  = xQ  y x(t  = 0)  = *0.  La  mayoria  de  los  mdtodos  numdricos 
asumen  que  la  ecuadon  difeiencial  aparece  en  la  forma  de  una  ecuacion  difercncial  de  primer  orden 
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Mètodos  de 
Runge-Kutta 


<o  un  conjunto  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden).  Como  tal,  tenemos  que  convertir  la 
ecuadon  diferencial  de  segundo  orden,  ecuadon  (4.70),  en  un  conjunto  equivalcnte  de  dos  ecuacio- 
nes  diferenciales  de  primer  orden.  Para  esto,  introducimos  las  funciones  desconocidas 


Jfl(t)  = Jf(t),  Xì{t)  = i(t)  = 


rfjf(f) 

àt 


= krit) 


y reescribimos  la  ecuacidn  (4.70)  como 

»(jc(t)  = -CÀ(f)  - Jfcx(f)  + /(f) 

0,  considerando  las  funcioneSJf |(f)  y Jf3(r)  introducidas  en  la  ecuacidn  (4.7 1), 

mx2  = ~cx2{t)  - kxi  (r)  + f{t) 


(4.71) 


(4,72) 


(4.73) 


La  ecuacidn  (4.73)  junto  con  la  segunda  reladdn  dada  en  la  ecuacidn  (4.71)  se  puede  expiesar  como 

ii(0  = x2  (t)  (4.74) 


«w  = f «w  - + ~m 


(4.75) 


Las  ecuaciones  (4.74)  y (4.75)  representan  do$  ecuaciones  difeienciales  de  primer  orden  y juntas  indican  la 
ecuacidn  (4.70).  Las  ecuaciones  (4.74)  y (4.75)  se  pueden  expresar  en  forma  vectorial  como 


donde 


?(0  = F{X,t) 


X2{t) 

-~xì(0  - “^{0  + ^-/<0 
tfi  rtt  rtt 


(4.76) 


(4.77) 


En  la  mayoria  de  los  metodos  numericos  se  obtienen  soluciones  mejoradas  con  la  presente  solucion 
(comenzando  con  un  valor  inicial  conocido  en  el  tiempo  cero)  de  acueido  con  la  formula 


= Jf;  + àXi 


(4.78) 


donde  jcJ+1esel  valor  de  jcen  t = ( , xt  es  el  valor  de  jcen  f = tir  y Ajces  el  mejoramiento  incremental 
agregado  a^.  Si  la  soluddn, x(t)>  se  va a determinar  durante el  intervalo  0 £ r £ r,el  tiempo  total  se 

divide  en  n partes  iguales  con  Ar  = T!n,  de  modo  que  tQ  = 0, 1 1 = Af , t2  = 2 Af, . ..  tj  = i Af tn  = n 

A t = T. 
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Ejemplo  4.30 


En  los  mòtodos  de  Runge-Kutta  se  haoe  que  la  formula  aproximada  utilizada  para  obtener  la 
solucidn  jcJ+  ( a partir  de  xt  coincìda  con  la  expansidn  en  serie  de  Taylor  dejcen  x,+ 1 hasta  tdrminos 
de  orden  (Ar)*,  donde  k significa  d orden  del  metodo  de  Runge-Kutta.  La  expansidn  en  serie  de 
Taylor  deA'(f)  en  t + Afesta  dada  por 


(Af)2  (Af)3 

x{t  + Af)  = jt(f)  + x Af  + x^r^  + x- 


2! 


3! 


(4-79) 


En  contraste  con  laecuacion  (4.79),  la  cual  requierederivadas  dealto  orden,  los  mdtodos  de  Runge- 
Kutta  no  necesitan  derivadas  expli'dtamente  mas  allà  del  primer  orden. 

En  el  mdtodo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden,  el  cual  es  el  màs  comànmente  utilizado,  se  usa 
la  siguiente  fonnula  de  recunencia  para  encontrar  los  valores  de  X(t)  en  difercntes  estadones  de 


liempo  fj  comenzando  apaitir  del  vector  inicial  conoddo,  Xq  = 


[jf(f  = 0)1  = Loì 
\i(f  = 0)J  [ioj* 


donde 


Xì+i  = % + ì[K!  + 2 K2  + 2 + K4J 

Kj  = hF{Xi,ti) 

K2  = + ^Kuti  + ]-hj 

K3  = + l-K2,ti  + ]-hj 

K4  = hF{%  + K3,fi+1) 


(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 

(4.83) 

(4.84) 


El  mdtodo  es  estable  y de  inicio  automatico,  es  decir,  solo  se  requiere  el  valar  de  la  funddn  vector 
F en  una  estaddn  de  tiempo  previa  unica  para  determinar  1a  funcidn  en  la  estadon  de  tiempo  ac- 
tual.  E1  siguiente  ejemplo  ilustra  el  prooedimiento. 


Respuesta  obtenida  con  el  mètodo  de  Runge-Kutta 

Bicuentre  la  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  sometidu  a una  fuerza  COO  la  ecuaddn  de 
movimiento 


500x  + 200i  + 750X  = F(t)  = 2000 


<E1) 


de  mqdo  que  m = 500,  c = 200,  k = 750  y F(t)  - Fa  = 2000,  Utilice  el  mdtodo  de  Runge-Kutta  de  cuaito 
trden.  Asuma  b$  condidones  iniciales  como  x(t  = 0)  = jr0  = 0 y ir(f  = 0)  = i0  = 0. 


Sbluccdn:  La  ecuaciòn  de  movimiento  dada  por  la  ecuadòn  (E 1)  se  expresa  como  un  sistema  de  dos  ecuacio 
nes  diferenciales  de  primer  orden  como  se  muestia  en  la  ecuadòn  (4.76)  con 
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y 


/,(ol . { , 

h(t)  j 1 (20°°  " 20°*2  " 150X1 } 


La  re&pue&ta  se  calcula  durante  e!  tiempo  (0,  T),  La  funridn  de  tiempo  de  T = 20  $ $e  divide  eu  400  etapas 
iguales  de  modo  que 


T 20 

Ar  = h = 77K  = 7^  = 005s 
400  400 


Por  lo  tanto,  f0  = 0,  t ] = 0b05a  r2  = 0. 10,  f3  = 0. 15 = 20.0.  Se  aplica  el  m^todo  de  Ruuge-Kutta  paia 

hallar  la  re$puesta  del  sistema  (*](/)).  En  la  tabla  4. 1 $e  muestrau  vectores  de  $oluridn  tfpicos  ^ para  1 = 1,2, 
3 400.  La  respuesta  del  sistema  se  muestm  tmzada  en  la  figum  4.32. 


Tabla  4.1 

i 

*i(0  = *&) 

? 

II 

ì 

O.OOOOOOe+OOO 

0,000000^+000 

2 

4,965271^-003 

1.978895^-001 

3 

1.971 13&-002 

3.91126  U-001 

4 

4,398987^-002 

5. 790846*?- 001 

5 

7.752192^-022 

7.611720e— 001 

6 

1.199998^-001 

9.368286^-001 

'7 

1.710888^-001 

1.10553(^+000 

8 

2.304287^—001 

1.266787^+000 

9 

2.976359^-001 

1.420150e+000 

10 

3.723052^-001 

1,565205^+000 

391 

2.675602^+000 

-6.700943^-002 

392 

2.672270^+000 

— 6,622 167e— 002 

393 

Z66  89 83^+000 

-tì.520372e-002 

394 

2.665753e+GOO 

-6.396391^-002 

395 

2.66259(te+000 

-6,251125^-002 

396 

2.659505e+000 

-6.085533^-002 

397 

Z65650fe+000 

-5.900634^-002 

398 

2.653608^+000 

-5.697495^-002 

399 

2.650814^+000 

-5.47723  le- 002 

400 

2.648133^+000 

—5.241000^—002 
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4.9 


Respuesta  a condiciones  forzadas  irregulares 
obtenida  aplicando  mètodos  numèricos 


En  el  mètodo  de  integraciòn  numeiica  directa  de  la  ecuaciòn  de  movìmiento  <soluciòn  numèrica  de 
ecuaciones  diferenciales)  presentado  en  la  secciòn  4.8  se  supuso  que  las  funcìones  forzadas  F(t)  estan 
dsponibles  como  funciones  de  tiempo  de  una  manera  explicita.  En  muchos  problemas  practicos,  sin 
embargo,  las  funciones  forzadas  F(t)  no  estan  disponibles  como  expresiones  analiìicas.  Cuando  una 
fiinciòn  forzada  se  determina  experimentalmente . F(t)  se  puede  denominar  como  unacurva  irregular. 
En  ocasiones  sòlo  se  puede  disponer  de  los  valores  de  F(t)  = Ft  en  una  serie  de  puntos  t = tj  en  la 
forma  de  un  diagtama  o una  tabla.  En  esos  casos  podemos  ajustar  polinomios  o algunas  curvas  como 
csas  a los  datos  y utilizarlas  en  la  integral  de  Duhamd.  ecuaciòn  <4.31),  para  hallar  la  respuesta  del 
àstema.  Otro  mètodo  mas  comtin  de  determinar  la  respuesta  implica  dividir  d eje  dd  tiempo  en  va- 
rios  puntos  discretos  y utilizar  una  variaciòn  simple  de  F(t)  durante  cada  etapa.  Presentaremos  este 
mètodo  numèrico  en  esta  secciòn,  utilizando  una  funciòn  de  interpolaciòn  lineal  para  F(t)  [4.8]. 

Ftermita  que  la  funciòn  van'e  con  el  tiempo  de  una  manera  aibitraria,  como  se  indica  en  la  figura 
4.33.  Esta  funciòn  fqrzada  se  representa  de  forma  aproximada  con  una  funciòn  lineal  por  paites.  En 
la  interpolaciòn  lineal  por  partes  se  supone  que  la  variaciòn  de  F(t)  en  cualquier  intervalo  es  lineal, 
como  se  muestra  en  la  fìgura  4.34.  En  este  caso,  la  respuesta  del  sistema  en  el  intervalo  tj-  i^t^tj 
se  puede  encontiar  agregando  la  respuesta  producida  por  la  funciòn  (rampa)  lineal  aplicada  durante 
d intervalo  actual  a la  respuesta  existente  en  t = (condiciòn  inicial).  De  aqui  resulta 


jc{f)  = 


kktj 


t - 


tàa 


— cos  ta^t  - tj-i)  ~ 


<4  - {2<4 

(4<ùd 


senwrf(f  - t^_j) 


+ 


-C^Àt-tj-i)  | 


cos  ù}d(t  - tj_i)  + — -senùij(f  - t 


vd 


+ e-i“>.(t-tj-i) 


Xj-i  + £v„Xj- 1 

Xj-i  cos  (od(t  - tj-i)  + senù»rf(f  - t 


(ùd 


'>■)] 


(4.85) 


m 


Figura  4. 33  Funciòn 
forzada  arbitraria. 
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Flgtira  4.34  Aproximadòn  deuna  fundòn  forzada  como  una  fundòn  lìneal  definida  por  parbes. 


donde  = Fj  + Fj_v  A1  establecer  r = j^  en  ta  ecuaciòn  (4.85),  obtenemos  la  respuesta  al  final 
del  intervalo  Ar,: 


A F, 


Xj  = 


n 


3 k A tj  |_ 

FM 


Arj  - — + e { — cos  ù)d  A tj  - 


\- 


se  aù)d  A r 


1 - oos  ù)d  Atj  + +^senù\*  Afj| 


Xj-Ì  + fanXj- 1 

Xj_ i cos  a>d  Atj  + — senù)rfAf 


rj 


•}] 


(4.B6) 


DLferenciando  ia  ecuaciòn  (4.85)  con  respecto  a t y sustituyendo  t = tj,  obtenemos  la  velocidad  al 
final  dd  intervalo: 


AF; 


Xj  k Atj 


7L 
F,_ 


4 

"■  c 


1 - e"^***^  cos  ù)d  Atj  + eiwujÀr 


>»] 


k tùd 


H — — <?  -sen<a^  Af=  + e ìjj 


X 


COS 


Afj  - ~Uj-i  + YXj~  7 8611  ^ 


(4-87) 


Las  ecuaciones  (4.86)  y (4.87)  son  las  rdadones  de  recurrencia  para  dderminar  la  respuesta  del 
sistema  al  final  de  la  7-òsima  etapa. 
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Ejemplo  4.31 


Respuesta  amortiguada  obtenida  aplicando  mètodos  numerlcos 

Ehcuentre  la  respuesta  de  un  sistema  de  resorte-itmsa-amortigviador  sometido  a Ja  fimddn  forzada 

S)  <E1) 

en  el  intervalo  aplicantlo  un  procedimiento  nuinèrico.  Suponga  F0  = 1,  k = 1,  m = 1,  £ = 0.1  y 

t0  - t„/2  donde  r„  indica  el  periodo  de  vibiacidn  natural  dado  por 


F(t) 


= J^o^l  " 


sen 


2rr  _ 2ìt 


lit 


(E.2) 


Lo$  vaJores  de  x y x en  el  instante  t = 0$on  cero. 

Soluciun:  La  figura  4.35  muestra  la  funcidn  foizada  de  la  ecuaddn  (E.l).  Paia  lo$  calculos  numericos,  el 
intervalo  de  0 a (0$e  divide  en  10  escalones  igualeS  con 


= = JL. 

‘ 10  10’ 


1 = 2,3,  ...,n 


(E.3) 


Figura  4JÌ5  Frinciòn  forzada. 
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Af2  = F2-  Fi  = 0,8436  - 1,0000 
AF}  = F3-F2=  (16910  - 08436 


AFtt  = Fn  - Fl6  = 0,00000  - 0.01231 


0t  2-tt  3g  4ir  5ir  fiir  7ir  Kir  ^ir 

10  10  10  10  10  10  10  10  10 


b *ia  hi 

0.00000 


1 AijAtj' 

Figura  4.36  Aproximadòn  lineaJ  por  partes. 


Tabia4j  R&spuesta  del  sistema 


i 

u 

xity  Ohtenidade  acuerdo  COn  la 
figura  436  {Idealìxacìòn  4) 

1 

0 

0.00000 

2 

O.Itt 

0.04541 

3 

0,2*77 

0.16377 

4 

0.3-17 

0.32499 

5 

0.4^7 

0.49746 

6 

0,5i7 

0,65151 

7 

0.6-77 

0.76238 

a 

0.7*77 

0,81255 

9 

0.S17 

0.79323 

10 

0.9-77 

0.70482 

11 

*7T 

0.55647 

En  la  figura  4.36  se  utilizan  impulsos  lineales  por  partes  (trapezoidales)  para  aproximar  la  funcion 
foizada  F(t).  Los  resultados  numdricos  se  dan  en  la  tabla  4.1.  Los  resultados  se  pueden  mejoiar  por 
medio  de  un  polinomio  de  mayor  grado  para  interpolacion  en  lugar  de  la  fundon  lineai. 
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4.10  Ejemplos  resueltos  utllizando  matlab 


Ejemplo  4.32  Respuesta  total  de  un  sistema  sometldo  a excitaciòn  de  la  base 

Utilizando  MATLAB,  tmce  la  respuesta  total  del  sistema  viscosamente  amoitiguado  sometido  a exdtadtìn 
armdnica  de  la  base  qne  se  considera  en  el  ejemplo  4.5. 

Soludtìn;  La ecuadtìn  (E.8)  del  ejemplo  4.5  da  la  respnesta  total  del  sistema: 

x(t)  = 0.488695e-fcos(19.975r  - 1.529tì83) 

+ 0.001333  cos(5t  - 0-02666)  + 0.053314  sen(5f  - 0.02666) 


A condnuadtìn  se  propoidona  d piograma  MATLAB  para  trazai  esta  ecnadtìn 

% Bx4_a2.n 
fox  i = 1:  1001 

t(l)  = (i  - 1)  «10/1000; 

x(i)  r 0.480S05  • dxp(-t(l))  • eoa  (1S  .97£«t[i)  -1.S2S683)  + ... 
0.001333*eoa(5*t(ì) -0.02666)  + 0.053314  • ain(S*t(i) 

- 0.02666) ; 

plotftr*) : 
xlabel (' tr ) f 
ylatoal(rx(t)  r) ; 
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Ejemplo  4.33 


Respuesta  a un  Impulso  de  una  estructura 


Utilizando  MATLAB,  trace  la  respnesta  a nn  impulso  de  la  estructum  de  un  solo  giado  de  Jibertad  debido  a (a) 
un  impacto  simple  y (b)  un  impacto  doble,  que  se  consideia  en  los  ejemplos  4.7  y 4.8. 

SohiciSn:  Las  ecuadones  (E.l)  y (E.3)  de  los  ejemplos  4.7  y 4.8,  respectivamente,  dan  las  respuestas  de  la 
estructma  a un  impulso  debido  a impactos  sencillo  y doble: 

x(t)  = 0.20025e_fsen  19.97 5t  (E.l) 

= fo.20025e_,senl9.975f;  0 ^ t ^ 0.2 

X{t)  ~ \0.20025e"rsenl9.975f  + 0. 1 001 25e“  a2>  sen  19.975  (f  - 0.2);  f :>  0.2 


(E^) 


À còntmuaciòn  se  da  d programa  MÀTLÀB  para  tmzar  las  ecuadùdes  (Eb  1)  y (E2)k 

% Ex4_33.ll 
for  ì 4 1:  1001 

t (i)  - (i-1) *£/10G0; 

sel(i)  = 0 . 300  2£  * tìxp(-tfi))  * sitì(l$.S7S*t  fi))  ; 

if  t(i)  > o.a 

1 * 0 . 10012S ; 

tìlfltì 

a - 0.0; 

tìti-d 

3t2(i)  r 0.2002S  * tìxp(-tfì))  * BÌBdS. 97S*t(i))  + ... 
m.  * tìxp(-(t(i)  -0.2))  + flitì(14.Ì7S+(t  (i)-0.2))  -f 

tìtìd 

plot(tFxl)  ? 

gttìxt ( rEg.  (E.l)i  dolid  liner)f 
hold  otì; 
pioe(tritar , 

gttìxt(rBg.  (E.2)  : dash.  lìtìef); 
selahtìl  ('  t' ) r 
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Ejemplo  4.34 


Vibradòn  en  condiciones  forzadas 


Respuesta  bajo  una  fuerza  periodica 

Desarrolle  un  prograitia  MATLAB  de  uso  general,  Uamado  Programi  .m,  para  hallar  la  respuesta  de  e&tado 
estable  de  un  sistema  viseosamente  amoitiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  bajo  una  fuerza  peritìdiea.  Use 
d prpgnmia  paia  encontrar  la  respuesta  de  un  sistema  sometido  a la  fuem  que  se  muestia  en  la  figuia  adjunta 
Otm  lo$  siguientes  datOS;  m = 100  tga  k = 105  N/m,  £ =0.1. 

Solucion:  E1  progiama  Program4  ■ m se  desairolla  paia  qne  acepte  los  valores  de  la  fuem  periòdica  a n 
valores  discretos  de  tiempo.  Los  datos  de  entrada  del  programa  $on  los  signientes: 

j xm  = masa  del  sistetna 

xk  = rigidez  del  sistema 

xai  = ielacidn  de  amortìgnamiento  (£) 

n = numero  de  puntos  equidistantes  en  los  cnales  se conocen  los  valores  de  la  fuem  F(t) 
m = ntìmero  de  coeficientes  de  Fourier  que  $e  consideiardn  en  la  solucidn 
tiempo  = duiacidn  de  la  fundòn  F(t) 

f = matriz  de  dimensiòn  n qne  contiene  los  valores  conocidos  de  F(t)tf(f)  = Ftf),  i = 1,  2*  Ml]  n 
t = matriz  de  dimensiòn  n qne  contiene  los  valoies  discietos  conoeidos  de  tiempo  n t(i)=  i = lt  2 n 

H programa  proporciona  los  signientes  datos  de  salida: 

nùmero  de  escalones  i,  r(i),  f(i)t  ar(i) 

dbnde  Mi)  = rfjt  = tj)  es  la  respuesta  en  el  escalòn  de  tiempo  i.  E1  programa  tambièn  tnm  la  variadòn  de  x 
con  el  tiempo. 
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Ejemplo  4.3S 


Respuesta  bajo  una  funciòn  forzada  arbltrarla 

Desarrolle  un  progmma  MÀTLAB  de  uso  geneial,  Jlamado  FrogramS  .m,  paia  detenninai  la  respuesta  de 
un  sistema  de  lesorte-masa  viscosameote  amortiguado  sometìdo  a una  funcidn  forzada  aibitraria  mediante  los 
mtftodos  de  la  seccitìn  4,9.  Use  el  piograma  para  deteiminar  la  soluciòn  del  ejemplo  4,3 1 . 

Solucitìn:  Ei  progiama  FrogramB  .m se  desanoUa  pam  que  acepte  los  valores  de  1a  fueiza  apiicada  a n va- 
loies  discretos  de  tìempo.  E1  piogmma  requiere  los  siguieutes  datos  de  entrada: 

n = numeio  de  estaciones  de  tìempo  en  las  cuaies  se  conocen  los  valores  de  la  funcidn  foizada 
t = matriz  de  tamafio  n que  contìoie  los  vaioies  dei  tìempo  en  los  cuales  se  conoce  la  funcion  forzada 
/ = matriz  de  tamaSo  n que  contìene  los  valores  de  Ja  funcidu  foizada  en  varias  estaciones  de  tiempo  de 
acuerdo  cou  la  idealizacidn  de  la  figuia  4.34  (figum  4.36  paia  el  ejemplo  4.3 1) 
ff  = matriz  de  tamano  n que  contìene  los  valores  de  ia  funciòn  foizada  en  varias  estaciones  de  timpo  de 
acuerdo  cou  la  idealizaciòu  de  la  figura  4.34  {figuia  4.36  paia  el  ejemplo  4.3 1) 
xai  = factor  de  amortìguamiento  {£) 
oìnn  = frecuencia  natuial  uo  amortiguada  del  sistema 
deft  = tiempo  inciementaL  entre  estaciones  de  tiettipo  consecutìvas 
xk  = rigidez  de  resorte 


E1  programa  da  los  valores  de  jt{/)  obtenidos  por  el  mòtodo  numòrico  eu  las  diversas  estaciones  de  tiempo  i.  E1 
progiama  tambiòn  traza  las  variaciones  de x con  el  tìempo. 


Resumen  del  capitulo 

Consideiamos  la  vibmciòn  formda  de  sistemas  de  uu  solo  gmdo  de  libertad  sometidos  a fuerzas  periòdicas 
genemles  mediaute  la  serie  de  Fourier.  Pam  sistetnas  sometidos  a funciones  forzadas  aibitmrias,  aualizamos 
los  mòtodos  de  iutegml  de  convoluciòn  y la  tmusfoimada  de  Lapiace  pam  hailai  la  iespuesta  de  sistemas  uo 
amoitìguados  y amoitìguados.  Estudiamos  el  coucepto  de  e&pectros  de  respuesta  y su  uso  pam  deteiminai  la 
iespuesta  de  sistemas  sometidos  a excitadoues  sfemicas.  Poi  ultìmo,  considemmos  mòtodos  uumòricos,  como 
el  de  Runge-Kutta  de  cuaito  oideu,  pam  encoutmi  la  iespuesta  de  sistemas  sometìdos  a fueizas  aibitmrias, 
iucluidos  los  numòricamente  descritos. 

Ahom  que  ya  teimiuò  este  capftulo,  usted  deberà  ser  capaz  de  respauder  las  preguutas  de  repaso  y iesolver  los 
problemas  que  se  dan  a coutiuuadòu. 
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preguntas  de  repaso 

41  Responda  brevemente  lo  signiente: 

1*  iCudl  es  la  base  pam  expresai  la  iespuesta  de  un  sistema  bajo  excitacitìn  periddica  como  una  suma 
de  varias  ie$puesta$  aimtìnicas? 

2+  Indique  aJgunos  mdtodos  pam  JiaJlai  la  re$pue$ta  de  un  sistema  sometida  a fueizas  no  periddicas. 
3*  iQud  e$  la  integmJ  de  Duhamel?  iCuàl  e$  $u  uso? 

4 ^Còmo  $e  determinaa  las  condiciones  iniciales  pam  nn  $i$tetna  de  nn  $olo  gmdo  de  libertad  $ome* 
tido  a un  impulso  en  el  instantef  = 0? 

5*  Derive  la  ecnacidn  de  movimiento  de  un  sistema  sometìdo  a excitacitìn  de  la  base. 

6.  ^Qutì  es  un  espectro  de  respuesta? 

7*  ^Cuàles  $on  la$  ventajas  del  mtìtodo  de  la  tmn$foimada  de  Laplace? 

8»  ^Cuàleseluso  deun  pseudoespectro? 

9*  ^Ctìrno  $e  defrne  la  tmnsformada  de  Laplace  de  una  funcitìn  j t(r)? 

10.  Defina  lo$  ttìimino$  impedancia  generalimda  y admitancia  de  un  sistema . 

11*  Mencione  lo$  modelos  de  interpolacitìn  que  se  pueden  utìlizar  pam  aproximar  una  funcion  forzada 
arbitmria. 

12.  ^Cuàntas  condiciones  resonantes  existen  cuando  la  fuerza  extema  uo  e$  aimtìnica? 
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13*  ì,Cò Ttio  calcula  la  frecuencia  deJ  primer  armtìriico  de  una  fgerza  periddica? 

14.  ^Cgdl  es  la  relacidn  entre  las  fiecueacias  de  los  armdnicos  de  mayor  grado  y la  frecuencia  del 
primer  armtìnico  dmante  una  excitacitìn  peritìdica? 

15*  iCudl  es  Ja  difexencia  entre  iespuestas  trausitoria  y de  estado  estable? 

16*  iQutì  es  un  sistema  de  primer  orden? 

17+  iQueesunimpulso? 

18*  iCudles  $on  Jas  propiedades  de  la  funcitìn  delta  Diiac  6<;)? 

4*2  ludique  si  cada  uno  de  los  siguientes  enundados  es  veidadero  o talso. 

1+  B cambio  en  la cantidad  de  movimiento  se  conoce  como  impulso. 

2*  la  respuesta  de  un  sistema  sometido  a una  fuern  arbitmria  se  puede  encontrar  snmando  las  res- 
puestas  producidas  por  varios  impuJsos  elementales. 

3*  B espectro  de  respuesta  coirespondiente  a una  excitacitìn  de  la  base  es  util  en  el  disefio  de  maqui- 
naria  sotnetìda  a sismos. 

4*  Algunas  funciones  periddicas  no  pueden  $er  reemplazadas  por  una  suma  de  funciones  armtìnicas. 

5*  Las  amplitudes  de  armdnicos  de  mayor  grado  serfn  menoies  en  la  respuesta  de  un  sistema. 

6*  B mtìtodo  de  la  transfoimada  de  Lapiace  toma  automàtìcamente  on  cuenta  las  condiciones  iniciales. 

7+  La  ecuacitìn  de  movimiento  $e  puede  integrar  numtìricamente  incluso  cuando  la  fueiza  de  excita- 
dtìn  es  no  peritìdica. 

8.  B espectio  de  respuesta  da  Ja  respuesta  mdxima  de  todos  los  sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad 
posibles. 

9+  fòra  un  oscilador  armtìnico,  los  espectros  de  aceleiacitìn  y desplazamiento  se  pueden  obtener  a 
partìr  del  espectro  de  velocidad. 

10+  Si  dos  masas  wq  y se  unen  desputìs  de  una  coJisitìn,  tìsta  se  JJama  colisidn  eldstica. 

11+  Las  caiacteristicas  de  respuesta  transitoria  se  pueden  hallar  a partìr  de  la  funcitìn  de  nansferencia. 

12+  Se  puede  utìlizar  el  metodo  de  Runge-Kutta  para  iesolver  numericamente  ecuaciones  difeienciales 
dfc  cualquier  orden. 

13+  LatransformadadeLaplacede  1 es  -. 

s 

43  Llene  cada  uno  de  los  siguientes  espacios  en  blanco  con  la  palabra  correda: 

1*  La  iespuesta  de  un  sistema  lineal  sometìdo  a una  fueiza  peritìdka  se  encuentra iespuestas 

armtìnicas  apropiadas. 

1 Gialquier  fimcidn  periddica  se  puede  repiesentar  por  medio  de  una  integml  de . 

3*  Una  fiieiza  de  impulso  es  de  gian  magnitud  y actùa  durante  un  periodo  muy . 

4 La  iespuesta  deun  sistema  deun  solo  giado  de  liberiada  un unitario  se  conoce  como  fun- 

dtìn  de  respuesta  a impulso. 

5*  La  integraJ  de  Duhamel  tambiài  se  conoce  como  integral  de . 

& La  variacitìn  de  la  iespuesta  màxima  con  la  frecuencia  naturaJ  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de 
hbertad  se  conoce  como  espectro  de t 

7+  La  respuesta  tmnsitoria  de  un  sistemase  puede  hallar  poi  medio  de  Ja  integial  de . 

8*  La  solucitìn  compieta  de  un  pioblema  de  vibiacitìn  se  compone  de  Jas  soiuciones  de  estado 

y tiansitoria. 

9*  H mtìtodo  de  la  transformada  de  Laplace  transforma  una  ecuacitìn  diferencial  en  una  ecuacitìn 


10*  La  funcitìn  de  tmnsfeiencia  es  la de  la  impedanda  geneiaJizada. 

11*  Un  impulso  $e  puede  medir  si  $e  encuentia  el  cambio  en del  sistema. 

12*  la  integral  de  Duharael  està  basada  en  Ja  fimcitìn  de  respuesta del  sistema. 

13*  laintegialdeDuhamelsepuedeutìlizarpaiaencontrarlaiespuestadesistemas 

db  un  solo  giado  de  libertad  sometìdos  a excitaciones  arbitiarias. 

14  E1  espectro  de  lespuesta  de  velocidad,  determinado  a partir  del  espectro  de  acelemcitìn  $e  conoce 
como  espectro  de . 

15*  GiaJquier  funcitìn  foizada  periddica  se  puede  expandir  en  una  serie  de . 

16+  Bi  el  dominio  de  Laplace  Hm  [sX ( j)]  da  el  valor de  la  respuesta. 

17+  Un  cambio  en  la  cantidad  de  mo  vimiento  de  un  sistema  da  el . 
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18*  ta  respuesta  total  de  un  s istema  $e  compone  de  valoies  tr$n$itorio  y de . 

1%  La  transfonnada  de  Laplace  de  x(t)  se  indiea  como . 

20*  F{t)  tndica  la  transformada  inveisa  de  Laplace  de . 

21*  la  ecnaciòn  de  movimiento  mi  + cx  + kx  = /(fjconespondeaunsistemade orden. 

22*  la  tmnsformada  de  Laplace  de  S(t)  es . 

44  Seleccione  la  iespnesta  màs  apropiada  de  entre  las  opciones  dadas: 

1*  La  parte  tiansitoria  de  la  solucidn  surge  de 

a,  una  funcidn  foizada  b*  condiciones  iniciales  c.  condiciones  lnnite 

2*  Si  un  sistema  se  somete  a una  fuerza  no  periddica  aplicada  repentinamente,  la  respuesta  serà 
a*  periddica  b»  tiansitoria  c*  establ  e 

3*  las  condiciones  iniciales  se  deben  aplicar  a una 

a.  solucidn  de  estado  estable  b*  solucitìn  transitoria  c.  solucidn  total 

4*  E1  espectro  de  aceleiacidn  (S^  se  puede  expresar  en  funcidn  del  espectro  de  desplazamiento  (Sd) 
como 


a*  ù>RSd  b.  c*  Sq  toaSd 

5*  H pseudoespectm  està  asociado  con 

a>  la  pseudoaceleracidn  t la  pseudo  velocidad  c*  el  pseudodesplazamiento 

6*  los  coeficientes  de  Fourier  $e  tienen  que  detenninar  numdricamente  cuando  los  valores  de  la  fun- 
citìn  f(f)  estàn  disponibles 
au  ai  forma  analftica 
b*  cn  vaiores  discietos  de  r 
c*en  la  forma  de  una  ecuacitìn  compleja 

7*  La  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  sometìdo  a exdtadtìn  de  la  base,  y(r),  se 
puede  determinar  utilizando  la  fuerza  extema  como 
a*  -triy  my  C;  triy  + cy  + ky 

& E1  espectio  de  respuesta  se  utiliza  ampliamente  en 

a*  el  diseflo  de  edifidos  sometìdos  a grandes  cargas  vivas 
b*  el  di&eno  sismico 


c.  el  disefio  de  maquinaria  sometìda  a fatìga 

% la  ecuacidn  de  movimiento  de  un  sistema  sometìdo  a exdtaddn  de  la  base,  y(t\  està  dado  por 
a.  trii  + cx  + kx  = —my 

m'z  + c'z  + kz  = -my\  z = x - y 
^ trix  + ci  + kx  = -m‘z\  z = x - y 

10*  la  fundtìn  e~*sl  utilizada  en  la  transformada  de  Laplace  se  conoce  como 
a*  nucleo  b*  integiando  c*  tSrmino  subsidiario 

11*  la  transformada  de  Laplace  estì  definida  por 


12*  Eb  el  dominio  de  Laplace,  el  lim  [jJf(j)]  da: 

r+0 

a»  el  vaJor  inicial  b*  el  valor  tmnsitorio  c.  el  valor  de  estado  estable 
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13*  F{t)  =afCPixespondea 

a*  nn  impiilso  b*  fuerza  gradual  c*  fiicrza  mrnpa 

14*  /(/)  = S(t  - t)  coirespondc  a una  fuerza  aplicada  en 

a.  / - r = 0 b*f-r<0  c,  t - r > 0 

15*  En  una  colisidn  eldstica  pcrfecta  dc  do$  masas  W|  y la  cantùtod  conservada  e$: 

a*  energia  b*  cantidad  de  mqvimiento  c*  velocidad 

16*  La  respuesta  escaJonada  de  un  sistema  sobreamortiguado  piesenta 

a.  nada  de  oscilaciones  b*  oscilaciones  c*sobrepa$o 

17,  El  metodo  utilùado  para  expresar  - — — — COtno  - — — + — ?■  $e  llama: 

(j  + l)(j  + 2)  j + 1 j + 2 

a*  sepamcidn  b*  ftacciones  paiciales  c*  descomposicidn 

18,  La  mayoria  de  los  metodos  numdricos  de  iesolver  ecuaciones  difeiendales  suponen  que  el  oiden 
db  la  ecuacidn  es 

a,  uno  b*  dos  c»  arbitmrio 

4 J Cbnelacione  los  elementos  en  las  dos  columnas  siguientes: 

a,  Transformada  inversa  de  Laplace  de  x (j) 

b.  Rincidn  de  impedancia  generalizada 
C-  Rincidn  de  re  spuesta  a un  impulso  u n itario 

d.  Transformada  de  Laplace 

e.  Integral  de  convolucidn 

f.  Rmcidu  de  admitancia 


1.  X (0 


ma)d 


e ^"'seDWji 


2,  Jf(l)  = f F(r)g(l  - r)dT 

J o 

3.  jr(/)  = %-lY(s)F(.s) 


4 K(j) 


1 


ftLS2  + CJ  + k 


S,  5(j)  = m.v2  + cj  + k 
6*  jf(j)  = f*  e~ertx(t)dt 


4.6  Cbnelacione  las  siguientes  caracteristicas  de  respuesta  tmnsitoria: 


a,  Tiempo  pico 
b*  Tiempo  de  snbida 
c,  Sobiepaso  mdximo 

cL  Tiempo  de  asentamieuto 
e*  Tiempo  de  ictaido 


1*  Valoi  pico  màximo 

2*  Tiempo  pam  alcanzar  el  valor  mdximo 

3*  Tiempo  pam  alcanznr  un  valor  dentro  de  ±2%  del  valor  de 
estado  estable 

4*  Tiempo  pam  alcauzar  50%  del  valor  de  estado  estable 

5*  Tiempo  pam  incrementar  el  valor  de  estado  estable  de  10% 
a90% 
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secclòn  4.2  Respuesta  bajo  uno  fuerza  periòdlca  general 

41-4.4  Ehcpentre  la  re$pue$ta  de  estado  estable  de  la  vàlvula  de  ooatrol  hidràulica  que  se  muestra  eu  la 
figura  4,4(a)  a las  funciones  forzadas  obtenidas  reemplazando  x(t)  con  F(t)  y A con  F0  en  las  figuras 
1.1144.117. 

4J  Ehcuentre  la  respueSta  de  estado  estable  de  un  sistema  viscosamente  amortiguado  a la  fimcidn  for- 
aada  obtenida  reemplazando  x(r)  y A con  F(i)  y F&  respecti  vamente,  en  la  figma  1 .54{a). 
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46  La$  vibraciones  toi?ionale$  de  nn  engrane  impnlsado  montado  en  nna  flecha  (vea  la  figm  4.37)  en 
oondiciones  estables  estìn  regidas  por  la  ecnacitìn 

Jtfi  + kfi  = Mr 


donde  £,e$la  rigidez  torsional  de  la  flecha  impulsada,  Mt  es  el  par  de  torsion  transmitido,  70es  el  momento 
de  inerciade  masa,  y & es  el  desplazamiento  angulai  del  engmne  impulsado.  Si  uno  de  los  16  dientes  del 
engrane  impulsor  $e  rompe,  determine  la  vibraddn  torsionaJ  resultante  del  engrane  impulsado  pàra  lo$ 
siguientes  datos: 

Engrane  impuhado;  J0  = 0.1  N-m-s2,  velocidad  = 1000  ipm,  material  de  la  flecha  impulsada:  acero, 
sòlido,  de  secddn  ciiculai  con  dtìmetro  de  5 cm  y lougitud  de  1 m3  = 1000  N m. 


47  Se  utiliza  uu  mecanismo  de  cigiienal  corredizo  paia  impartii  movimiento  a la  base  de  un  sistema  de 
resoite-masa-amoitiguadoi,  como  se  muestm en  la  figum  4.38.  Repiesentando  de  foima  apioximada  el 
movimiento  de  la  base  y(i)  como  una  serie  de  funciones  aimdnicas,  encuentie  la  respuesta  de  la  masa 
paiam  = 1 kg,  c = 10  N-s/m,  Jt  = 100  N/m,  r = 10  cm,  / = 1 m,  y ai  = 100  md/s. 


48  la  base  de  un  sistema  de  Tesorie-masa-amoitiguadoi  se  somete  al  desplazamieJito  periddico  que  se 
muestm  en  la  figum  4.39.  Deteimine  la  iespnesta  de  la  masa  aplicando  el  principio  de  snpeiposicitìn. 

49  La  base  de  un  sistema  de  resoite-masa,  con  amoitiguamiento  de  Coulomb,  està  conectada  al  mecanis- 

mo  de  cigikflal  conedizo  que  se  muestm  en  la  figum  4.40.  Deteimine  la  respuesta  del  sistema  pam  un 
coeficiente  de  friccitìn  p,  entre  la  masa  y la  snpeifìcie  repiesentando  el  mo  vimiento  >r(0  como  una  serie 
de  funciones  armdnicas  pam  m = 1 kg,  k = 100  N/m,  r = 10  cm,  / = 1 — 0. 1 y oj  = 100  md/s. 

Determine  las  limitaciones  de  Su  solucidn. 
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m 


Figura  4.4  D 


4.10  Se  utiliza  una  le  vàde  rodillo  para  impaitii  un  mtrvimiento  periodico  a la  base  del  sistetna  de  resorte-masa 
<fie  se  muestia  en  la  figvira  4.41 . Si  el  coeficiente  de  fiiccidn  entre  la  masa  y la  snperfide  es  /x,  determine 
la  respuesta  del  sistema  por  medio  del  priudpio  de  superposidòn.  Discuta  la  validez  del  resultado. 


Fìgura  4.4 1 


4,11  Bicuentre  la  respuesta  total  de  un  sistema  viscosamente  amqrtiguado  de  un  solo  grado  de 
libertad  sometido  a una  excitacion  armdnica  de  la  base  con  los  siguientes  datos:  m = 10  kg, 
c =20  N-s/m,  k = 4000  N/m,  y(t)  = 0,05  cos  5t, xq  = 0.1  m y = i m/s. 
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4.12  H sistetna  de  suspensidn  de  un  automovil  que  viaja  por  una  can-etera  irregular  tiene  una  rigi  - 
dez  de  k = 5 X 106  N/m  y la  masa  efeclivadel  automòvil  sobre  lasuspension  es  m = 750  kg. 
Las  irregularidades  de  la  carxetera  se  pueden  consideiar  como  ondas  semisenoidales  como  se 
indica  en  la  figura  4.42.  Determine  la  respuesta  dc  despiazamiento  dei  automdvil.  Suponga 
cjie  el  amortiguamiento  del  sistema  es  insignificante. 

Sugerencia:  La  representacirin  como  una  serie  de  Fourier  de  la  carretera  irregular,  y(f),  està  dada  por 


y(l)  = — + " s$n2irt 
'IT  2 


tx>s  4lTt  + OOSSflTf  + CQ5  12-TTf  + 


1(3)  3(5) 


5(7) 


Secclòn  4.3  Respitesia  bajo  una  fuerza  pertòdlca  de  forma  Irregular 

413  Determine  la  respuesta  de  un  sistema  amortiguado  ctm  m = 1 kg,  k = 15  kN/m  y f = 0. 1 bajo  la  accirin 
de  um  funcirin  forzada  periridica,  como  se  muestra  en  la  figura  1.1 19. 

414  Detennine  la  respuesta  de  un  sistema  viscosamente  amortiguado  sometido  a la  fuerza  periridica  cuyos 
valores  se  dan  en  el  problema  1.116,  Suponga  qne  M,  indica  el  valor  de  là  fuerza en  newtons  en  el  ins- 
tante^segundos.  Use  m = 0.5  kg,  k - 8000  N/m,  y f = 0.06. 

415  Encuentre  el  desplazamiento  del  tanque  de  agm  de  la  fignra  4,43(a)  sometido  a la  fuerza  periridica 
mostrada  en  la  figura  4.43(b)  trattindolo  como  un  sistema  no  amortigmdo  de  un  solo  grado  de  libertad. 
Use  el  proced imiento  numerieo  descrito  en  la  seccirin  4,3, 


m 


, m 

ir 

m = 10  Mg 


k = 5 MK/m 


7~7/7' 

(a) 


Figura  4.43 


Problemas  411 


secciòn  4.5  tntegral  de  convolucion 

416  La  limpieza  por  chorro  de  arena  e&  un  proceso  en  el  cual  un  materìal  abra&ivo,  atmpado  en  un  chorro  de 
aire  es  dirigido  sobre  la  snperficie  de  nna  pieza  fundida  pam  limpiar  $u  superficie.  En  un  montaje  par- 
ticular  de  limpieza  por  cbono  de  areua,  la  pieza  fundida  de  masa  m se  coloca  sobie  un  soporte  flexible 
de  rigidez  k como  se  muestra  en  la  figura  4b44(a).  Si  la  fuem  ejercida  sobie  la  pieza  por  el  chorro  de 
aiena  varia  como  se  muestra  en  la  figma  4.44{b),  encuentie  la  iespuesta  de  la  pieza  fundida. 


Figura  4.44 


417  Encuentre  el  desplazamiento  de  un  sistema  amortiguado  de  uu  solo  giado  de  libertad  sometìdo  a la 
funcidn  foizada  F(t ) = F^-01,  donde  gl  es  una  constante. 

418  Un  cilindro  de  aiie  comprimido  està  conectado  al  sistema  de  iesorte-masa  que  se  muestra  en  la  figuia 
445{a).  Debido  a una  pequefia  fuga  en  la  vàlvula,  la  piesidn  sobie  el  pisttìn,  p(f)  $e  incrementa  como  se 
indica  en  la  figura  4.45(b).  Eucuentie  la  iespuesta  del  pisttìn  con  los  datos  siguientes:  m = 10  kg3  k = 
1000  N/myrf  =0.1  m. 


(b) 


Figura  4*45 


Capftulo  4 Vibracion  en  condiciones  forzadas 


4,19  Bacuentre  la  re$pue$ta  transitoria  de  nn  si$tema  de  iesorte-ma$a  no  amgrtiguado  dnrante  f > tt/oj 
cuando  la  masa  se  somete  a una  fuem 


n*)  = 


— (1  - CO$wr) 


durante  0 ^ t ^ — 

ÙJ 


durante  t > — 

ù> 


Suponga  que  elde$piazamiento  y veloddadde  la  masa  son  cero  en  el  instante  i = 0. 

420 «4 22  Siga  el  mdtodo  de  la  integraJ  de  DuhameJ  para  obtener  la  expiesidn  para  la  re$pue$ta  de  un  $i$tema 

no  amortìguado  sometido  a las  funciones  fomda$  que  se  muestian  en  la$  figuras  4.4tì(a)  a (c). 


Figtira  446 


4J13  La  figuia  4.47  muestra  un  mgdelo  de  un  solo  giado  de  libertad  de  un  vehfculo  de  motor 
que  viaja  en  diieccitìn  hoiizontal.  Deteimine  el  de$plazamiento  ielativo  del  vehfculo  cuando  viaja 
por  una  carretem  con  baches  de  la  foimayM  = l'sen 


Figura  447 


AJA  Ltn  vehfculo  que  viaja  a una  velocidad  constante  v en  dùeccitìn  hoiizontal  se  encuentm  con  uu 
ippe  tnangular,  como  se  muestm  en  la  figum  4.48.  Tmtando  el  vehfculo  como  un  sistema  no 
amortiguado  de  iesoite-masa,  determine  la  respuesta  del  vehfculo  en  direccidn  vertìcal. 


Probtemas  413 


Flgura  4.48 


425  Un  automo vil  de  1 000  tg  de  masa  viaja  por  una  carreteia  con  topes  de  la  forma  qwe  se  mnestra  en  a 
figma  4.49.  La  velocidad  del  antomdvil  e$  de  50  km/h,  Si  el  periodo  natural  no  amorrignado  de  vibra- 
ddn  en  direccidn  vertical  e$  de  10  $eg,  determine  la  respuesta  del  antomdvil  considerdndolo  como  un 
sistema  no  amortignado  de  un  solo  giado  de  libeitad  qne  vibra  en  direccidn  vertical. 


Altura  del  tope  (m) 


Figura  4.49 


426  Una  videocdmaia  de  masa  mseempaca  en  una  caja  hecha  de  un  materìal  flexible.  La  rigidez  y constante 
de  amortiguamiento  del  material  de  empaque  $on  kyc,  respeotivamente,  y la  masa  de  la  caja  es  insigni- 
ficante.  Si  la  caja  de  deja  caer  poraccidente  desde  una  alt  ura  h sobie  un  piso  ngido  (vea  la  figura  4.50), 
halle  el  movimiento  de  ia  videocàmaia. 


Caja 


Figura  4.50 


Capftulo  4 Vibracitìn  en  condiciones  forzadas 


427  A1  rodai  por  la  pi$ta  de  atenizaje  un  avidn  se  encuentra  m tope.  Cotno  re$ultadoa  la  raiz  del  aia  $e  $o- 
mete  a un  desplazamiento  que  $e  puede  expresar  como 

::r 

Encueutre  la  respuesta  de  la  masa  ubicada  en  la  punta  del  ala  si  la  rìgidez  de  esta  esk(yea.  la  figura  4.5 1). 


428  Derive  la  ecuaddn  (E.1)  del  ejemplo  4. 12. 

429  Eo  una  pnieba  de  encendido  estìtica.  un  cohete  se  ancla  a un  muro  rìgido  por  medio  de  un  sistema  de 

resorte-amordgnador,  como  Se  muestra  en  la  figura  4.52(a).  E1  empuje  que  actua  en  el  COhete  alcanza  su 
valor  maximo  Fe n un  tiempo  muy  COrto  y permanece  constante  hasta  el  tiempo  del  quemado  total  del 
oombustible  ta,  como  se  indica  en  la  figum  4.52(b).  E1  empuje  que  actua  en  el  cohete  es  F = m^v,  donde 
?r%es  la  tasa  constante  a la  cual  $e  quema  el  combustìble  y ves  la  velocidad  del  chorro.  La  masa  inicial 
del  cohete  es  M,  de  modo  que  su  masa  en  cualquier  tiempo  t es  m = M - mtf,  0 ^ t ^ (1)  Derive 

Ja  ecuacidn  de  movimiento  del  cohele,  y (2)  encuentre  el  desplazamiento  mlximo  de  estado  estable  del 
cdhete,  suponiendo  una  masa  promedio  (constante)  de  (M  ~ 5m(/o),  si  los  datos  son  jt  = 7.5  X 10* 
N/m,  c =0.1  X 10*  N-s/m,  m^  - lOtg/s,  v =2000 m/s,  M = 2000 kg,  y f0  = 100$. 


Figura  4.52 


430  Demuestre  que  la  respuesta  a una  fimcidn  escalonada  unitaria  A(/X^o  = 1 en  la  figma  4. 10(b))  estd 
relacionada  con  la  fimciòn  de  respuesta  a un  impulso  g(t),  ecuacidn  (425),  como  sigue: 


Probtemas  415 


4,31  Demuestre  qne  1a  integral  de  convolnciòn,  ecuàcion  (4.3 1),  tamhien  $e  puede  expre$ar  en  funcion  de  la 
lespnesta  a una  funcidn  escaJonada  unitaria  k(t)  como 

r<dF(T) 

jc(r)  = F(0)A(r)  + / — - — h(t  - t)  dr 
Jo  dr 

432  Encuentre  la  respuesta  de  la  barra  rigida  que  Se  muestra  en  la  figura  4.53  por  medio  de  la  integial  de  con- 
voluciòn  con  los datos  siguientes;  Jtj  = Jtj  = 5000  N/m,  a = 0.25  m,  t>  = 0.5  m,  / = 1 .0  m,  M = 50  kg, 
m = 10  kg,  Fa  = 500  N. 


Figura  4.53 


433  Bocuentre  la  respuesta  de  la  barra  rigida  que  se  muestra  en  la  figura  4,54  por  medio  de  la  integral  de 
convoludòn  con  los  datos  siguientes:  k =5000  N/m,  / = 1 m,  m = 10  kg,  M0  — 100  N-m. 


Figura  4.54 


434  Encuentre  la  respuesta  de  la  barra  rigida  que  se  muestra  en  la  figura  4.55  por  medio  de  1a  integraJ  de 
amvoluciòn  cuando  el  extremo  P del  resorte  PQ  se  somete  al  desplazamiento  jr (/)  — Datos:  k = 
5000  N/m,  / = 1 m,  m = 10  kg,  j^  = 1 cm. 


JtfÒ  = ' 


Figura  4.55 


416  Capftulo  4 Vibradòn  en  condiciones  forzadas 


435  Encuentre  la  respuesta  de  la  masa  que  Se  muestm  en  la  figura  4.56  sometida  a la  fuerza  F(f)  = F^srf 
mediante  la  integral  de  couvoluciòn.  Datos:  = 1 000  N/m,  = 500  N/m,  r = 5 cm,  m = 10  tg,  J0  = 

1 kg-m2,  F0  = 50  N, 


Polea,  momento  de  inercia  de  masa  J0 


f^n45S 

436  Encueutre  las  fundoues  de  respuesta  a impulso  de  un  sistema  de  resorte-masa  viscosamente  amortìgua- 
do  en  los  siguientes  casos: 

a-  No  amortìguado  (c  = 0)  c.  Critìcamente  amortìguado  (c  = cc) 

b.  Subamortìguado  (c  < cr)  d.  Sobreamortìguado  (c  > cc) 

437  Ehcuentre  la  respuesta  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad  sometìdo  a un  impulso  F con  los 
siguientes  datos:  m =2  tg,  c = 4 N-s/m,  k = 32  N/m,  F = 4 S(t),  jt0  = 0.01  m,  i0  = 1 m/s. 

438  El  ala  de  un  avidu  de  combate,  que  Ueva  un  misil  en  su  punta,  como  se  muestm  en  la  figma  4.57,  se 
puede  representar  como  una  viga  en  voladizo  equivalente  con  Eì  = 15  X ÌCP  N-m2  con  respecto  al  eje 
vertìcal  y longitud  / = 10  m.  Si  la  masa  equivalente  del  ala  es  ro  =2500  kg,  determine  la  respuesta 
de  vibraciòn  del  ala  (de  ro) debido  al  lanzaraiento  del  misil.  Suponga que  la  fuerza  en  ro  provocada  por 
el  lanzamiento  del  misil  se  puede  representar  como  una  funciòn  de  irapulso  de  magnitud  F = 50  N-$. 


Figura  437 


(a)Sistcraa  real 


10.5  M&odo  de  anAlisis  de  la  fuer2a:  Marcos 


419 


10-13.  Determine  las  reacdones  en  los  soportes.  Suponga  10-15.  Determine  las  reacciones  en  los  soportes,  despuès 

que  Ay  C estin  artìoilados  y que  la  junta  en  B està  conec-  dibuje  el  diagrama  de  momentos  para  cada  elemento,  EI  es 

tada  Qjamente.  EI  es  oonstante.  constante. 


10  k 


10-14.  Determine  las  reacdones  en  los  soportes,  El  es 
constante. 


*10-16.  Determine  las  reacdones  en  los  soportes,  Su- 
ponga  que  A està  conectado  fijamente.  E es  constante. 


Profc.  10-14 


ProU 10-16 


418  Capftulo  4 Vibracion  en  condiciones  forzadas 


441  El  choque  de  un  pàjaro  contra  el  motor  de  uo  avitìo  se  puede  cousideiar  como  im  impuUo  (figma 
4.tì0(a)).  Si  la  rigidez  y el  coefici ente  de  amortiguamiento  del  soporte  del  motor  son  k = 50000  NMi  y 
1000  M-s/m,  y la  masa  del  motor  cs  m = 500  kg,  obtenga  la  respuesta  del  motor.  Suponga  la  masa  del 
pdjaro  como  4 kg  y la  velocidad  del  avidn  como  250  km/ha 


(a)  Sistema  firico  (b)  Modelo 


442  E1  cano  de  feirocarril  que  se  muestra  en  la  figuia  4,tì  1 està  micialmeute  en  reposo  y un  impulso  55 (f) 
lo  pone  en  movimiento.  (a)  Deteimine  el  movimiento  del  cano,  jKA  (b)  Si  se  desea  detener  el  cano 
aplicando  otro  impulso,  determine  el  impulso  que  se  tiene  que  aplicar  al  carro. 


Figura  4*61 


Probleims  419 


443  Un  sisteniii  de  resorte-amortignador  està  conectado  a nna  palanca  rfgida  sin  masa  como  se  mnestia  eri 
la  figura  462.  Si  se  aplica  mrn  fuerza  gradual  de  maguitud  F0en  el  iustanter  =0,  determiue  el  despla- 
zamieuto , Mt),  del  punto  A de  la  palanca. 


Fìgura  4*62 


444  Bn  el  tiansbordador  espacial  hay  un  paquete  experimental  espadaL  de  masa  m soportado  por  una  sus^ 
pensidn  eldstica  de  rigidez  k.  Durante  el  lanzamiento,  el  tiansbordador  espacial  (base  del  paquete  elds- 
ticamente  soportado)  experimenta  una  aceleracidn  y{t)  = ai,  donde  a es  una  ccnstante.  Encuentre  la 
variacidn  del  tiempo  del  desplazamiento,  jtft),  y el  desplazamiento  relativo,  *0)  — rit\  del  paquete. 
Cbnsidere  condiciones  iniciales  cero. 

445  llna  peisona  que  carga  un  instrumento  de  precisidn  de  masa  m,  viaja  de  pie  en  el  elevador  de  un  edifido 
(figura  4.63).  E1  elevador,  mientras  se  mueve  a una  veloddad  v0  en  el  instante  t = 0,  desacdera  a una 
veloddad  cero  (se  detiene)  cn  el  instante  t,  de  modo  que  la  variadtìn  de  su  velocidad  se  puede  expresar 
como 


Ht)  = 


0 — t — T 

t > T 


suponiendo  que  la  rigidez  de  la  peisorn  que  efitd  de  pie  e$  k,  detertnine  la  ■variacidn  del  deaplazamiento 
del  instruniento  de  precisitìn,  jr(r). 


Figura  4.63 


Capftulo  4 Vibracion  en  condiciones  forzadas 


446  E1  tanque  de  agua  que  $e  nuiestra  en  la  figrna  4.43(a)  se  somete  a nna  fnerza  hnmcanada  repentina  la 
cual  cambia  con  el  tiempo  como  $e  muestra  en  la  fignra  464.  Considemndo  condiciones  iniciales  cero, 
determine  la  respuesta  de  desplazamiento^  x(i)t  del  tanque  de  agua. 


m 


Figtira  4*64 


secclon  4.6  E&pectro  de  respuesta 

447  Derive  el  espectro  de  iespnesta  de  nn  sistema  no  amortiguado  con  el  pnlso  iectangular  que  se  mnestra 
en  la  figura  4.4tì(a).  Trace  con  respecto  a (/o/t,d)- 

4L48  Encnentre  el  espectro  de  respnesta  de  desplazamiento  de  un  sistema  no  amortignado  con  el  pulso  qne  se 
muestm  en  la  figum  4b4tì(c). 

449  La  base  de  un  sistema  de  resorte-masa  no  amoitiguado  se  somete  a nna  excitacitin  de  acelemcitin  dada 
por  A0[  1 - senrirj1/^],  Encnentre  el  desplazamiento  ieJativo  de  la  masa  s. 

4*50  Encnentre  el  espectro  de  respuesta  del  sistema  considemdo  en  el  ejemplo  4. 13.  Tmce  (kx/F^)mix  contm 
ùjnr0en  el  mngo  0 ^ &y0  ^ 15. 

451*  La  estmctnm  de  nn  edifirio  se  somete  a nna  carga  explosiva,  y la  idealizaritin  de  la  estmctnm  y la  carga 
se  mnestmn  en  la  figum  4.14.  Si  m = 5000  kgf  F0  = 4 MN  y % = 0.4  $,  encuentre  la  rigidez  munma 
ieqnerida  pam  limitar  el  desplazamiento  a 10  mm. 

4*52  Cbnsidere  la  tnijeta  de  circuito  impreso  (TCI)  montada  sobre  una  repisa  de  aluminio  qne  se  muestm  en 
1a  figum  4.23(a).  Disefiela  pam  que  soporte  una  acelemritin  de  100  g sometida  al  pulso  iectangnlar  qne 
$e  muestm  en  la  figum  4.65.  Snponga  el  peso  esperifico,  el  mtidnlo  de  Yonng  y el  esfnerzo  permi$ible 
de  aluminio  como  0.1  Ib/pnlg3, 107  lb/pnlg2fy  26000  Ib/pulg^  respectivamente. 


Factordc  ampHficaritin 


Acrieracitin 


100«  
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0 fo  = 

= 01 

- * w 

f 

/ 



Figura  4.65 


*EI  asterisca  indica  que  se  trsta  de  nn  pnoblema  sin  re spuesta  tiitics. 


Probleims  421 


453  Cbn$idere  la  taijeta  de  circuito  impre$o  (TCI)  montada  sobre  ima  repisa  de  alummig  en  voladizo  que 
se  muestra  en  la  figum  4b23(a).  Disefìe  la  repisa  pam  que  soporte  una  acelemciòn  de  100  g sometida 
al  pulso  triangular  que  se  muestm  en  la  figum  4.66.  Considere  las  propiedades  de  material  dadas  en  el 
pseblema  4.52. 


Factor  de  amplifieaddn 

de  choque  Aceleracidn 


Figura  4*66 


454  Una caja electrtìnica,  que pesa  1 lb,  se somete a una prueba de choque pormedio  de un  pulso  semisenoi- 
dal de  100  g con  una base  de  tiempo  deO.l  segundo  pam  una  prueba de  calificacitìn.  La  caja  de  coloca 
a la  mitad  de  una  viga  doblemente  empotmda  como  se  muestm  en  la  figum  4.67.  La  viga,  jnnto  con  la 
caja,  se  coloca  en  un  recipiente  y se  somete  a la  prudsa  de  choque.  Disefle  la  viga  pam  que  soporte  el 
pulso  de  dioque  mencionado.  Consideie  las  propiedades  de  material  dadas  en  el  problema  4.52. 


4J5*  E1  tanque  dc  agua  que  se  muestm  eu  la  figum  4.68  se  somete  a un  $ismo  cuyo  espectro  de  respuesta  se 
iudica  en  la  figum  4. 1 8. 0 peso  del  tanque  con  agua  es  de  100000  Ib.  Disefle  una  eolumna  circular  hueca 
tfc  acero  de  50  pieS  de  altum  de  modo  que  d esf uerzo  de  flex  itìn  maximo  no  exoeda  el  esfuerzo  de  fluen- 
da  del  material.  Considoe  una  relacitìn  de  amortiguamiento  de  0.05  y un  factor  de  segnridad  de  2, 


V//.^777r////.'A 


Figuira468 


422 


Capftulo  4 Vibracion  en  condiciones  forzadas 


456  Con$idere  la  grtìa  viajem  elevada  qve  se  nmestra  en  la  figura  421 . Suponiendo  el  peso  de  la  canetilla 
oomo  5 000  Ib  y la  relacidn  de  amortiguamiento  total  como  2%,  determine  la  ligidez  total  del  sistema 
uecesario  para  que  la  canetilla  no  se  descarrile  cuando  experimente  una  excitacidn  sismica  verùcal 
cuyo  especbodedisefioapaieceen  lafìgma  4.19. 

457  Un  poste  eldctrico  de  Seccitìn  transversal  circular  00n  una  rigidez  a flexitìn  k = 5 000  N/m  y una  reladtìn 
de  amortiguamiento  £ = 0.05,  soporta  un  tmnsftsrmador  de  masa  m = 250  tg  como  se  muestra  en  la 
figura  4.69.  Se  somete  a un  sismo  caiacterizado  por  un  espectro  de  respuesta  dado  en  la  figma  4.18. 
Eneuentre;  (a)  el  desplazamiento  màximo  del  tiansformador;  (b)  la  fueiza  coriante  màxima  en  el  poste, 
y (c)  el  momento  de  flexitìn  màximo  en  el  poste. 
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secctòn  4,7  Transformada  de  Lapiace 

458  Eacuentre  la  respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  giado  de  libertad 
sometido  a la  fuerza  F(t)  = F^e^  siguiendo  el  mtìtodo  de  tmnsformada  de  Laplace. 

459  Bicuentre  la  respuesta  de  un  sistema  de  resorte-masa  amortìguado  sometido  a una  funcitìn  escalonada 
de  magnitud  F0  con  el  mtìtodo  de  tiansformada  de  Laplace. 

460  Encuentre  la  respuesta  de  un  sistema  no  amortiguado  sometìdo  a un  pulso  cuadrado  F(t)  = F0  en  el  ran- 
go  0 ^ t ^ %duiante  t > ^aplicando  el  mtìtodo  de  tiansformada  de  Laplace.  Considere  las  condidones 
iniciales  como  cero. 

461  Derive  la  expresitìn  pam  la  tiansformada  de  Laplace  de  la  iespuesta  de  un  sistema  amoriignado  de  nn 
solo  gmdo  de  libertad  sometìdo  a los  siguientes  tipos  de  fimcioDes  foizadas: 

f(t)  = A senojf  C,  f(t)  = Ae~ 

b,  /(/)  = A cos  tot  d*  f(t)  = AS(t  - r0) 

462  Derive  una  expresitìn  para  la  funcitìn  de  respuesta  a un  impulso  de  un  sistema  crftìcamente  amortìgnado 
de  un  solo  giado  de  libertad. 

463  Eneuentre  la  iespuesta  de  un  sistema  con  la  siguiente  ecuacitìn  de  movimiento: 

2x  + + 16*  = 5&(t) 


aplicando  las  condiciones  iniciales  x(t  = 0)  = *0  = 0.05  m y x(t  = 0)  = i0  = 0.  Tiace  la  respuesta  del 
sistema. 
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464  Una  bola  de  bronce  de  masa  ro*>  $e  deja  caer  sobie  1a  masa  de  uti  aistema  de  on  $olo  giado  de  libertad 
dbsde  uaa  altura  h como  se  muestra  en  la  figura  4.70.  Si  se  atrapa  la  boia  de$pu&  de  su  primer  rebote,  de- 
termiue  la  respuesta  de  desplazamiento  resultante  de  la  masa  ro.  Suponga  que  la  colisidn  es  perfecta- 
mente  eldstìca  y que  el  sistema  està  inicialmente  en  ieposo.  Datos:  m = 2 kg,  mtì  = 0.1  kg3  k = 100 
NAn,  c = 5 N-s/m,  y h = 2 m. 


y 

h 

i 


777777777^777?  Flgura  4.70 


4.65  Considere  1a  ecuàcion  de  rao  vimiento  de  un  sistema  de  primer  orden: 

0.5i  + 4jr  = f(t) 

donde  la  funcidn  forzada/CO  es  periddica.  Si  la  representacitìn  como  una  serie  de  Fourier  de/(0  es 
f(t)  = 4 sen  2t  + 2 $en  At  + $en  6t  + 0.5  sen  Sf  + ... 
fl*  icuàl  e$  el  ancho  de  banda  del  sistema? 

h encuentie  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  considemndo  unicamente  los  componentes  de 
f(r)  que  queden  dentro  dei  ancho  de  banda  del  sistema. 

466  Bncuentre  la  respuesta  escalonada  de  un  sistema  con  la  ecuacitìn  de  movimiento  formulada: 
a.  2jf  + lOi  + 12.5  = m,(t) 

h2'i+m  + %=  ms(t) 
c.  2i  + lOi  + 18  = ms(f) 

467  Derive  la  transformada  de  Laplace  de  la  funcitìn  rampa  F(t)  = bt , t ^ 05  comenzando  a partir  de  la 
transformada  de  Laplace. 

468  Bncuentie  la  transformada  inversa  de  Laplace  de 

469  Bncuentie  la  transformada  inveisa  de  laplace  de 


w (j  + 2 )2(j  + 5) 

470  Encuentre  la  respuesta  de  un  sistema  de  lesorte-amortìguador  (de  primer  orden)  que  se  muestia  en  la 
figura  4.  l(a)  con  la  ecuacitìn  de  movimiento 

cx  + kx  = F(t) 
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donde  la  fijncidn  forzada  F(f)  es  nna  ftmcidn  escoionada  nnitaiia.  Tambidn  deteimine  lo$  valoie$  inidal 
y de  estado  estable de  la  respuesta  a partìr  de  las  solucione$ en  el  dominio  de  Laplace  y de  tiempo. 

471  Determme  lo$  valores  inicial  y de  estado  e$table  de  la  ie$pue$ta  rampa  del  sUtema  de  primer  oiden  que 
$e  consideia  en  el  ejemplo  4.20,  a paitii  de  la$  soluciones  en  el  dominio  de  Laplace  y de  tìempo. 

472  Eneuentre  los  valoies  inicial  y de  estado  estable  de  la  iespuesta  de  impulso  del  $i$tema  subamoitìguado 
que  $e  considera  en  el  ejemplo  4.9  utilizando  la$  $olucione$  en  el  dominio  de  Laplace y de  tìempo. 

473  Bacuentie  la  re$pue$ta  de  un  $i$tema  critìcamente  amoitiguado  de  un  solo  grado  de  libeitad  sometido  a 
una  fueiza  giadual  con  la  ecuacidn  de  movimiento 

2jf  + 8i  + Sjc  = 5 

Consideie  h$  condiciones  iniciales  como  = 1 y i0  = 2. 

474  Encuentre  la  ie$pue$ta  de  estado  estable  de  un  sistema  subamoitiguado  de  un  solo  giado  de  libeitad 
sometìdo  a una  entmda  rampa  F(t)  = bt  dbnde  b e$  la  poidiente  de  la  rampa. 

475  Derive  la  expie$idn  paia  la  ie$pue$ta  total  de  un  $i$tema  subamoitìguado  de  un  solo  giado  de  libertad 
sometìdo  a una  funcitìn  foizada  Consideie  las  condiciones  iniciales  como  x(t  = 0)  = y isV  = 0) 

= 

476  Ptìia  el  sistema  amoitiguado  de  segundo  gmdo  con  la  fiinddn  de  tiansfeiencia  dada  a continuatidn, 
determine  lo$  valoies  de  £,  /rJ  tp  y porcentaje  de  sobiepaso: 

r(,)  _ 13k 

F(s)  j2  + n.6s  + 121 

4.77  Piua  el  sistema  amortiguado  de  segimdo  gmdo  con  la  funcidn  de  tmnsfeiencia  dada  a continuacidn, 

determine  los  valoies  de  f , iD,  te,  tp  y porcentaje  de  sobiepaso: 

, . 3.24  X 106 

JfjÌ  = — 

F(s)  / + 270Oj  + 3,24  X 10* 

4.78  Pam  el  sistema  tmslacional  de  segundo  gmdo  que  se  muestm  en  la  figum  4.2(a)  con  m = 6 kg,  c = 30 
N-s/m  y k = 45  N/m,  determine  los  valoies  de  C,  a>„,  ta,  te,  tp y porcentaje  de  sobiepaso  parajrft)- 

4.79  Pam  el  sistetna  toisional  de  seguudo  oideu  que  se  muestmen  la  figum  4.2(c)  con  J — 2 kg-m2,  c,  = 2 
N-m-s/md  y k,  = 2 N-m/md,  determine  los  valores  de  C,  a>„,  ta,  te,  tp  y el  porcentaje  de  sobrepaso  pam 

m 

4.80  Pam  el  sistema  tmsladonal  que  se  muestm  oi  la  figum  4.2(a)  cou  k = 1 y f(t)  = ftrnddn  escaJonada 
unitaria,  determine  los  valoies  de  m y c pam  alcanzar  40®  de  sobiepaso  y un  tiempo  de  asentamiento 
de5  s. 

secciòn  4.s  Mètodos  numèricos 

4411  Bicuentre  la  respuesta  de  un  sistema  amoitiguado  de  un  soio  grado  de  libertad  con  la  ecuadòn  de  mo- 
vimiento 


mx  + cx  + kx  = F(t) 
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siguiendo  el  mdtodo  de  Ronge-Kutta.  Snponga  qne  wf  = 5 kg,  c = 200  N-s/m,  k = 750  N/m  y 

F(t)  = 


{Fot 

T:  0a“ 

fb;  t > f 


^ t ^t  i 

^ h 


con  = 2000  N y t\  = 6 $, 


-182  Resuelvà el  problema  481  {con  el  m&odo  de  Runge-Kutta)  con  la  fpncidn  forzada 


F(/>  = 


0 =£  t £ Ji 
t^t  i 


con  Fq  — 2000  N y fj  = 6 s. 


4J13  Resuelva  el  problema  4.81  (con  el  mdtodo  de  Runge-Kutta)  paia  la  funddn  foizada 


Ht)  = 


0 ^ t ^ t i 
*1  = t ^ t2 

t & t2 


COn  F0  = 2000  N,  ti  = 3 S y t2  = 6 s. 


secciòn  4.9  Respuesta  a condlclones  forzadas  irregulares  obtenlda  aplicando  metedos 
numèricos 

4.84  Derive  las  expresiones  paia  Xj  y Xj  de  acuerdo  con  la  funcion  de  inteipolacidn  lineal,  considerada  en  la 
secddn  4.9  para  el  caso  no  amoitiguado.  Utilizando  estas  expresiones,  encuentre  la  soluddn  del  ejem- 
plo  4.31  suponicaido  que  el  amoitiguamiento  es  ceio. 

4415  Encuentre  la  respuesta  de  un  sistema  amortiguado  de  un  solo  grado  de  liberiad  con  la  ecuacidn  de 
movimiento 

mx  + cx  + kx  = F(t ) 

utilirando  el  mdtodo  numerico  de  la  seccidn  4.9.  Considere  m = 5 kg,  c = 200  N-s/m,  k = 750  N/m  y 
bs  valores  de  la  funcitìn  foizada  F(t)  en  tiempos  discretos  como  se  indica  a continuacidn: 


(0123456789  10 

F(t)  0 400  800  1200  1 600  2 000  2 000  2000  2 000  2 000  2 000 

4416  Encuentre  la  respuesta  de  un  sistema  amoriiguado  de  un  solo  grado  de  Uberiad  con  la  ecuacion  de 
movimiento 

mx  + cx  + kx  = F(t) 

utilizàndo  el  ttiètodo  dpmèiico  de  la  Swci6t  4.9.  Considem  m = 5 tg,  c = 200  N-s/114  Jt  = 750  N/m  y 
los  valores  de  la  funcitìn  forzada  F(f)  en  tìempos  discietos  como  se  indica  a contìnnaddn: 
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t 0123456789  10 

F(f)  0 1 000  1 732  2000  1732  1 000  0 0 0 0 0 


4*87  Encuetitre  la  respuesta  de  uu  sistema  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad  cou  la  ecuaciòn  de 
movimiento 

mjc  + cx  + kx  = F(t) 

□tilizamJo  el  metodo  ùumòrico  de  la  seccidn  4.9.  Considere  m = 5 tg»  c = 200  N-a/m,  k = 750  NAn  y 
bs  valoies  de  la  funcitìn  foizada  F(f)  en  tìempos  discietos  como  se  indica  a contimiacitìn: 


f01  2 3 4 5 6789  10 

F(t)  0 666,7  13333  2000  1333,3  666,7  0 0 0 0 0 


seccldn  4*io  Ejemplos  resueltos  utilizando  matlab 

488  tba  màqnina  iecibe  nna  fueiza  de  choque  de  un  martìUo  de  impacto.  Si  la  màquina  se  puede  modelar 
como  un  sistemade  un  solo  giado  de  libertad  con  m = 10  kga  k = 4000  N/m  y c = 40  N-s/m  y la  mag- 
nitud  del  impacto  es  F = 100  N-s,  detentiine  la  respuesta  de  la  màquina.  Tambièn  trace  la  respuesta 
utìlizando  MATLAB. 

489  Si  la  màquina descrita en  el  problema 4.88  redbe un  doble choque  impartìdo  por el  martillo  de impacto, 
determine  la  iespuesta  de  la  màquina,  Considere  la  fuerza  de  impacto,  Ffj),  como  F(t)  = 100  S(t)  + 
50  S(t  - 0.5)  N,  donde,  S(t)  es  la  funcidn  delta  Dirac.  Trace  tambièn  la  respuesta  de  la  màquina  apli- 
cando  MATLAB, 

490  Utilizando  MATLAB,  tmce  la  respuesta  de  un  sistema  viscosamente  amortiguado  de  resorte-masa  so- 
metìdo  al  pulso  iectangular  que  semuestm  en  la  figum  4,12(a)  con  (a)  f0  = 0,1  s,  y (b)  % = 1.5  s.  Con- 
rideie  los  siguientes  datos:  m = 100  kg,  k = 1 200  N/m,  c = 50  N-s/m,  F0  = 100  N. 

491  Siguiendo  FrogramA  .m,  encuentre  la  respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  viscosamente  amoitì- 
guado  con  m = 1 kg,  k = 400  N/m  y c = 5 N-s/m  sometìdo  a la  fuerza  periòdica  que  se  muestra  en  la 
figura  4.71. 


F(t)i  N 
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4*92  Siguiendo  Program4*m,  encuentre  la  respuesta  de  un  $btema  vi$oosamente  amortigiiado  COti 
m = 100  kg,  ^l^Nyz  =0.1  sometido  a la  fuerza  F(t)  = 1000(1  -C0S7rf)N. 

493  UnsistemaamoitigmdodeutisologFadodelibertadtienfiunamasam  = 2,uniesoi1ederigidezA  = 50 
yun  amordguador  con  c = 2.  Una  funcitìn  fomda  F(t\  cuya  magnitud  se  indica  en  la  tabla  siguiente, 
actìa  en  la  masa  duiante  1 segundo.  Encuentre  la  iespuesta  del  sistema  por  medio  del  mtìtodo  de  inter- 
pDlacitìn  por  partes  que  se  describe  en  la  secoitìn  4.9  utilizanda  ProgramS  -m. 


Hempo 

m 

0.0 

-8.0 

0.1 

-12.0 

0.2 

-15.0 

0.3 

-13.0 

0.4 

-11.0 

0.5 

—27,0 

0.6 

-24.0 

0.7 

3.0 

0.8 

10,0 

0.9 

15.0 

1.0 

18.0 

494  La  ecuacitìn  de  movimiento  de  un  sistema  no  amortiguado  està  dada  por  2i“  + 1500*  = F(f),  donde 
fci  curva  que  se  muestia  en  la  figura  4.72  defìne  la  funcitìn  forzada.  Enouentie  la  iespuesta  del  sistema 
mmtìricamente  en  el  rango  0 ^ t ^ 0.5.  Considere  las  eondiciones  iniciales  como  = G y el 

tamano  del  escalòn  de  tiempo  como  A t = 0.01.  Use  el  programa  MATLAB  ode23 , 


495  Resuelva  el  problema  4.94  siguiendo  el  programa  MATLAB  oda23  $i  el  sistema  està  viscosamente 
amordguado  de  modo  que  la  ecuacitìu  de  mo vimiento  sea 

2*  + 10*  + 1500*  = F(t) 

496  Esciiba  un  progiama  MÀTLAB  para  hallar  la  respuesta  de  estado  estable  de  uu  sistema  de  un  solo 
grado  de  libertad  sometido  a una  fuerza  arbitiaria,  evaJuaudo  numtìricamente  la  integral  de  Duhamel. 
Utilizando  este  progiama,  iesuelva  el  ejemplo  4.3 1 . 
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4*97  Encuentre  d desplazaitdento  ielativo  del  tanque  de  agua  que  se  muestra  en  la  figuia  4,43(a)  cuaudo  su 
base  se  somete  al  registro  de  acelemciòn  sismica  de  la  figum  1.115  suponiendo  que  la  ordenada  repre- 
senta  la  acelemddn  en  #*$.  Use  el  progmma  del  problema  4.96. 

498  la ecuacidn  difeiencial de movimiento de un  sistemano  amoitiguado  esd dado  por  2'i  + 150jc  = F(t) 
con  Jas condidones iniciales = 0.  Si F(t) es como  se  muestm en  la figum 4.73,  halle la iespuesta 
del  problema  siguiendo  eJ  progmma  del  problema  4.96. 


60 


30  - 1 

| j i 

0 Ql05  OdO  0,15 


Figura  4*73 


Proyectos  de  diseno 

4.99  Disene  un  sisitionietro  del  tipO  que  Se-  muestra  ea  la  figuia  4.74{a)  (y  eSpedfiqae  los  valores  de  a,  m y k) 
para  medir  sismos.  E1  sismòmetro  debe  tener  una  frecuencia  natural  de  10  Hz,  y el  desplazamiento 
relati vo  mdxirno  de  la  masa  debe  Ser  al  menos  de  2 cm  cuando  su  base  se  someta  al  desplazamiento  que 
se  apaecia  en  la  figma  4.74(b). 
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(b)  Figura  4.74 


4100  Las  fuerzas  de  corte  desairolladas  dunmte  dos  operadones  de  maquiuado  diferentes  se  muestran  en  las 
figuras  4.75(a)  y (b).  Las  imprecisiones  (en  la  diiecdòn  verfical)  en  la  superfide  de  acabado  en  dos 
casos  fueron de 0. 1 mm y 0,05,  respectìvamente.  Encuentre  la  masa y rigidez equi valentes  de  la  cabeza 
de  coite  (figura  4,76),  considerandola  como  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad. 
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4101  Una  fresadom  montada  a la  mitad  de  im  eje  se  utiliza  pam  qnitar  metaJ  de  una  pieza  de  trnbajo  (figma 
477).  Se  desaiTolla  un  pai  de  torsidn  de  500  N-m  en  la  fresa  en  condicioms  de  fiesado  de  estado  e$- 
tabie.  Uno  db  los  16  dientes  de  la  fresa  $e  rompe  dmante  la  operaciòn  de  corte.  Determine  la  seccidn 
tiansveisai  del  eje  paia  limitar  la  amplitud  del  desplazamiento  angular  de  la  fresa  a 1 &.  Suponga  que  el 
eje  se  puede  modelar  como  una  flecha  de  aoero  bueco  fija  por  ambos  eitremos. 

Datos;  Lpngitud  del  eje  = 0.5  m,  momento  de  inercia  de  masa  de  la  ftesa  = 0.  lN-m2,  velocidad  de  la 
fresa  = 1 000  rpm. 


CAPITULO  5 

Sistemas  de  dos  grados  de  libertad 


Daniel  Bemoulli 
(1700-1782) 


Miembro  de  una  familia  de  matematioos  y cientffioos  suizos,  recibio  su  doctorado  en 
medidna  por  su  tesis  sobre  la  accidn  de  los  pulmones.  Fue  profesor  de  matematicas 
en  San  Petersburgo  en  1725.  Mas  adelante  dio  clases  de  anatonua  y botanica  en  Basel. 
Desamolld  la  teoria  de  la  hidrostaUca  y la  hidrodinamica;  el  “teorema  de  Bemoulli” 
es  muy  conocido  entre  los  ingenieros.  Derivd  las  ecuaciones  de  movimiento  para  la 
vibracion  de  vigas  (teoria  de  Euler-Bemoulli)  y estudid  los  problemas  de  las  cuer- 
das  vibratorias.  Bemoulli  fue  el  primero  en  proponer  el  principio  de  superposicidn  de 
armònicos  en  vibracion  libre. 

(Fotografia  de  un  retrato,  cortest'a  de  David  Eugene  Smith  en  ffistory  qfMathemattcs, 
Volumen  1,  Genemt  Survey  ofthe  Hhtory  of  Etementary  Mathemattcs,  Dover  Publi- 
cations,  Nueva  York,  1958). 


Esquema  dei  capftuto 

Objetivo$  de  aprendizaie  43 1 
5J  Introduccton  431 

52  Ecuacione$  de  movimiento  para  vibracion 
forzada  435 

5-3  AnàliSfe  de  vibraciòn  libre  de  un  sistema  no 
amortiguado  436 

5,4  Si$tema  torsional  444 
5 S Aco  plam  ien to  d«  coo  rdanadas 

y coordenadas  prinripales  449 
5.6  Anàli$i$  d«  vibracion  forzada  455 
57  Sistemas  semidefinidos  458 
5 A Autoexcitaciòn  y anàli$i$  de  estabilidad  46 1 


5.9  Mètodo  d«  b funciòn  de  tran$ferència  462 

5. 1 0 Soluciones  obtenida$  aplkando  la 
transformada  d«  Laplace  464 

5,1  I Solucion$$  obtenidas  utilizando  funciones 
da  transferencia  de  frecuencia  472 

5,12  Ejemplo$  re$uelto$  utilìzando  MATLÀB  475 
Re$umen  delcapitulo  481 
Referenebs  481 
Preguntas  de  repa$o  482 
Problemas  484 
Proyecto$de  di$efio  507 


430 


5.1  Introduccìòn  431 


En  este  capftulo  se  trata  delos  sistemas  de  dos  grados  de  lìbertad,  los  cuales  xequieren  dos  coorde- 
nadas  independientes  para  describìr  su  movimìento.  Las  ecuaciones  de  movimiento  acopladas  del 
sistema  se  derivan  aplicando  la  segunda  ley  del  mqvimiento  de  Newton.  A1  expresar  estas  ecuacio- 
nes  en  forma  matricial  sc  identifican  las  matrices  de  masa,  amortiguamiento  y rigidez  dd  sistema. 
Asumiendo  el  movimiento  armdnico  de  las  dos  masas,  se  encuentran  los  valores  de  dgen  o fre- 
cuendas  naturales  de  vibracion,  los  vectores  modales  y la  solucidn  de  vibraddn  libre  del  sistema 
no  amortiguado.  Tambien  se  describe  el  metodo  de  ìncoipoiacidn  de  las  condiciones  iniciales.  Se 
consideran  de  maneraandoga  los  sistemas  torsionales  dedos  grados  de  libertad.  Los  conceptos  de 
acoplamiento  de  coordenadas,  coordenadas  generalizadas  y cooidenadas  prindpales  se  presentan 
con  ejemplos.  Se  hace  una  introduccion  al  anàlisis  de  vibradon  forzada  dd  sisteraa  somctido  a 
una  forma  compleja  de  fuerza  armonica  y se  identifica  la  matriz  de  impedancia.  Se  presentan  los 
sistemas  semidbfinidos,  no  restringidos  o degenerados  junto  con  un  mdtodo  para  encontrar  sus 
frecuencias  naturales  de  vibiacidn.  La  autoexcitadon  y d analisis  de  estabilidad  de  sistemas  de  dos 
grados  de  libertad  se  consideian  junto  con  una  derivaddn  de  las  condiciones  de  estàbilidad.  Tam- 
bidn  se  presenta  el  criterio  de  Routh-Hurwitz,  el  cual  se  puede  utilizar  para  derivar  las  condidones 
de  estabilidad  de  cualquier  sistema  de  n grados  de  libertad.  Asimismo,  el  mdtodo  dc  la  funcion  de 
transferencia,  el  càlculo  de  la  respuesta  de  sistemas  de  dos  grados  aplicando  la  Uansformada 
de  Lapiace  y las  soluciones  obtenidas  con  funciones  de  transferencia  de  frecuenda  tienen  aqut'  su 
presentaddn.  Por  ultìmo,  se  ilustran  con  ejemplos  las  soluciones  de  vibracidn  libre  y forzada  de  un 
sìstema  de  dos  grados  de  libertad  que  se  obtienen  utìlizando  MATLAB. 


objetlvos  de  aprendlzaje 


A1  terrainar  este  capi'tulo,  usted  debeia  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

• Formular  las  ecuadones  de  movimiento  de  sistemas  de  dos  grados  de  libertad. 

• identiftcar  las  matrices  de  masa,  amortiguamiento  y rigidez  a partir  de  las  ecuaciones 
de  movimiento. 

• Calcular  los  valores  de  eigen  o frecuencias  natuiales  de  vibracìdn,  y los  vectores  modales. 

• Determìnar  la  solucion  de  vibracion  libre  utilizando  las  condiciones  iniciales  conocidas. 

• Comprender  los  conceptos  de  acoplamiento  de  coordenadas  y coordenadas  principales. 

• Determinar  las  soluciones  de  vibracìdn  foizada  bajo  fuerzas  armonicas. 

• Comprender  los  conceptos  de  autoexcitacion  y estabilidad  del  sistema. 

• Utilizar  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  para  solucionar  sistemas  de  dos  giados 
de  libertad. 

• Resolver  problemas  de  vibraddn  libre  y forzada  de  dos  grados  de  libeitad  utilizando 
MATLAB. 


5.1  introducciòn 


Los  sistemas  que  requÌCTen  dos  coordenadas  independientes  para  describir  su  movimiento  se  lla- 
man  sistemas  de  àos  grados  de  iibertad.  Algunos  ejemplos  de  sistemas  de  dos  grados  de  lìbertad 
se  mostraron  en  la  figura  1.12.  En  este  capftulo  consideiaremos  sdlo  sistemas  de  dos  grados  de 
libertad,  paia  ptoporcionar  una  introduccidn  simpleal  comportaraiento  de  sistemas  con  un  numero 
arbìtrariamente  grande  de  grados  de  libertad,  lo  cual  es  el  tema  del  capitulo  6. 
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Punta 

Cabezal  fìjo  giratoria  Puntafija  Cabezal  mòvil 


FTgura  5.1  Torno. 


Considere  un  modelo  simplificado  de  un  tomo  que  se  mucstia  en  la  figura  5.1{a),  en  el  cual 
ai  bancada,  representada  como  una  viga  dàstica,  està  apoyada  sobre  dos  cortas  columnas  elàsticas 
con  su  cabezal  fijo  y d cabezal  mdvil  indicados  como  masas  concentradas  fijas  en  la  viga  [5. 1-5.3]. 
fbra  un  anàlisis  de  vibracidn  simplificado,  el  tomo  se  puede  tratar  como  un  cuerpo  rigido  de  masa 
total  m y momento  de  inercia  de  tnasa  J0  con  respecto  a su  centro  de  gravedad  {C.G.),  apoyado  en 
tesortes  de  rigidez  k\  y k^  como  se  muestra  en  la  figura  5.1{b).  E1  desplazamiento  del  sìstema 
en  cualquier  momento  puede  ser  espedficado  por  una  coordenada  Uneal  rtt)>  que  indica  el  despla- 
aamiento  verfical  del  C.G.  de  la  masa,  y una  coordenada  angdar  0(t),  que  indica  la  rotaddn  de  la 
masa  m con  respecto  a su  C.G.  En  lugar  de  x(t)  y 6(t),  tambidn  podemos  utilizar  jct{r)  y x ^(t),  los 
desplazamientos  de  los  puntos  A y B,  como  coordenadas  independientes  para  espedficar  el  movì- 
miento  del  sistema.  Porlo  tanto  el  sistemaUene  dos  grados  de  libertad.  Es  importante  observar  que 
en  este  caso  la  masa  m se  Uata  no  como  una  masa  puntual  sinq  como  un  cuerpo  rfgido  que  tiene 
dos  posibles  tipos  de  movimiento.  {Si  es  una  partfcula,  no  es  necesario  espedficar  la  rotacion  de  la 
masa  en  torao  a su  C.G.). 

Asimismo,  considere  el  automdvil  que  se  mueslra  en  la  figura  5.2{a).  Para  la  vibracidn  de  un 
^itomdvil  en  el  plano  vertical  se  puede  ulilizar  el  modelo  de  dos  grados  de  libertad  que  se  muestra 
ra  la  figura  5.2{b).  En  este  caso  d cuerpo  se  idealiza  como  una  barra  de  masa  m y momento  de 
ineroiade  masa  y0,apoyada  sobre  las  ruedas  traseras  y delanteras  {suspensiones)  de  rigidez  k{  y k2. 
E1  desplazamiento  del  automdvil  en  cualquier  momento  puede  ser  especificado  por  la  coordenada 
lineal  x(t)  que  indica  d desplazamlento  vertical  dd  C.G.  del  cuerpo  y la  coordenada  angular  0(t) 
qae  indica  la  rotacion  {inclinacion)  dd  cuerpo  con  respecto  a su  C.G.  De  forma  altema,  el  movi- 
nriento  dd  automovil  se  puede  especificar  por  medio  de  coordenadas  independientes,  Xi(t)  y je2{r), 
de  los  puntos  A y B. 

A confinuacidn,  considere  el  movimiento  de  un  edificio  de  varios  pisos  sometido  a un  sismo. 
Rjr  sencillez,  se  puede  utilizar  un  moddo  de  dos  grados  de  libertad  como  se  muestra  en  la  figura 
5.3.  En  este  caso  d edificio  se  modda  corno  una  barra  rigida  de  masa  m y momento  de  inerda  de 
masa  JQ.  Laresistenda  ofrecidaal  movimiento  del  edificio  porlos  cimientos  y d suelo  drcundante 
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Figura  5.2  Automòvil. 


se  representa  de  forma  aproximada  por  un  resorte  lineal  de  rigidez  ky  un  resorte  torsional  de  rigidez 
kr  H desplazamiento  del  edificio  en  cualquier  momento  puede  ser  especificado  por  el  movimiento 
horizontal  de  la  base  xò)  y el  movimiento  angular &(t)  alrededor  del  punto  O.  For  ultimo,  considere 
el  sistema  de  la  figura  5.4{a),  el  cual  ilustra  el  embalaje  de  un  instrumento  de  masa  m.  Suponiendo 
que  el  movimiento  del  instrumento  se  limita  al  plano  xy,  el  sìstema  se  puede  modelar  como  una 
masa  m soportada  por  resortes  en  las  diiecciones  xy  y,  como  se  indica  en  la  figura  5.4{b).  De  modo 
que  el  sistema  tiene  una  masa  puntual  m y dos  grados  de  libertad,  porque  la  masa  tiene  dos  posìbles 
tipos  de  movimiento  {traslacidn  a lo  laigo  de  las  diiecciones  x y y).  La  regla  general  para  calcular 
el  numero  de  grados  de  libertad  se  puede  formular  como  sigue: 

Ntimero  de  Ntimero  de  masas  en  el  sistema 

grados  de  libertad  = X cantidad  de  posibles  tipos 
del  sistema  de  movimientos  de  cada  masa 


Hay  dos  ecuaciones  de  movimiento  para  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad,  una  para  cada  masa 
{màs  precisamente,  para  cada  grado  de  libertad).  Por  lo  general  son  de  la  forma  de  ecuactones 
diferencìafes  acoptadas , es  dedr,  cada  ecuaciòn  implica  todas  las  coordenajas.  Si  se  supone  una 
soluciòn  armònica  para  cada  coordenada,  las  ecuaciones  de  movimiento  conducen  a una  ecua- 
dòn  de  frecuencia  que  da  dos  frecuendas  naturales  para  el  sistema.  Si  le  impartimos  una  excitaciòn 
inicral,  d sistema  vibra  a una  de  estas  frecuendas  naturales.  Durante  la  vibradòn  libre  en  una  de 
las  frecuendas  naturales,  las  ampUtudes  de  los  dos  grados  de  Ubertad  {coordenadas)  se  rdadonan 
de  una  manera  especffica  y la  configuraciòn  se  conoce  como  modo  normal,  modo  principai  o modo 
naniral  de  vibraciòn.  Por  lo  tanto,  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  tiene  dos  modos  normales 
de  vibraciòn  correspondientes  a las  dos  frecuencias  naturales. 
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FTgura  5.3  Edilìcìo  de  varios  pisos  sometido a un  sismo. 


Si  le  impartimos  una  exciladdn  inicial  al  sistema,  la  vibracion  resultante  sera  una  superposi- 
ddn  de  los  dos  modos  normales  de  vibracidn.  Sin  cmbargo,  si  el  sistema  vibra  por  la  accion  de  una 
fiierza  armdnica  externa,  la  vibraddn  armdnica  forzada  resultante  ocurre  en  la  frecucncia 
de  la  fiierza  aplicada.  Bajo  excitacidn  armonica,  ocurre  la  msonancia  (es  decìr,  las  amplitudes  de 
las  dos  coordenadas  s^an  maximas)  cuando  lafrecuencia  forzada  sea  igual  auna  de  las  frecuencias 
naturales  dd  sistema. 

Cpmo  es  evidente  por  los  sistemas  que  se  muestian  en  las  figuias  5. 1-5.4,  la  configuracidn 
de  un  sistema  se  puede  especificar  por  medio  de  un  conjunto  de  coordenadas  independientes 
como  longitud,  angulo  o algun  otro  paràmetio  fisico.  A todo  conjunto  de  coordenadas  como  ese 
se  le  llama  coordenadas  genemlimdas.  Aun  cuando  las  ecuadones  de  movimiento  de  un  sistema 
de  dos  grados  de  libertad  suelen  estar  aoopladas  de  modo  que  cada  ecuacidn  implìque  todas  las 


Embalaje . 
(material  de 
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Figura  5.4  Embalaje  de  un  instrumento. 
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coordenadas,  siempre  es  posible  determinar  un  eonjunto  particular  de  coordenadas  de  modo  que 
csda  ecuacion  de  movimiento  contenga  solo  una  coordenada.  Entonces  las  ecuaciones  se  desaco- 
ptan  y se  pueden  resolver  independientemente  de  cada  una.  Tal  conjunto  de  coordenadas,  el  cual 
conduce  a un  sistema  desacoplado  de  ecuaciones,  se  conoce  como  ooordemdas  prìncìpaies. 
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Considere  un  sistema  de  resorte-masa  viscosamente  amortiguado  de  dos  grados  de  libertad,  como 
el  que  se  muestra  en  la  figura  5.5<a).  Las  coordenadas  jrt{r)  y x2(t)  describen  totalmente  el  movi- 
miento  del  sistema,  las  cuales  definen  las  posicìones  de  las  masas  mx  y tn2  en  cualquier  momento  t 
con  respecto  a las  posiciones  de  equilibrio  respectivas.  Las  fuerzas  extemas  F|{f)  y F2(t)  actuan  en 
las  masas  m ( y m2,  respectivamente.  Los  diagramas  de  cuerpo  libre  de  las  masas  y m^  se  mues- 
tran  en  la  figura  5.5{b).  La  aplicacion  de  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton  a cada  una  de 
las  masas  proporciona  las  ecuaciones  de  moviraiento: 


ttti  'Xi  + (cj  + c2)ii  - c2i2  + (*i  + *2)jci  - k2x2  = /i  (5.1) 

m2X2  ~ c2Xi  + (c2  + c3)i2  - k^xi  + {k2  + %)jc2  = /2  (5.2) 


Se  ve  que  la  ecuacion  (5.1)  contiene  tenuinos  que  ìmplican  x^  (es  decir,  ~c2x2  y — k&^),  en 
tanto  que  la  ecuaddn  (5.2)  contiene  tdmùnos  que  implican  xx  (cs  decir,  -c2ii  y — Ayct).  Por  con- 
siguiente  representan  un  sisteraa  de  dos  ecuaciones  diferenciales  acopladas  de  segundo  orden.  De 
este  modo,  se  puedeesperar  que  el  movimiento  de  la  masa  mt  influya  en  el  movimicnto  de  la  masa 
m2y  viceversa.  Las  ecuaciones  (5.1)  y (5.2)  se  pueden  escribir  en  forma  matricìal  como 


[m]  x(f)  + [c]  x(t)  + [*]  "?(f)  = 7(f)  (5,3) 
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— ► Jt+O 

M)  k2 
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'J'it 

— ► C-i(*2-Xt)  -* 

m2 

Resone  k x SQmetido  Resorte  sometido  Resone  so  metido 

a tensidn  du  ra  nte  r +xt  a tensidn  durante  +(x2  -x^)  a oompresidn  durante  +Jt2 

(b) 

Fìgim  5.5  Sistema  de  resorte-imsa-amortiguador  de  dosgrados  de  libertad. 
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donde  [mj,  [c]  y [it]  se  conocen  como  mttnces  de  masa,  amortiguamkmo  y rigidez,  rcspectiva- 
niente,  y se  expresan  como 


w = 


[*]- 


mi  0 

1 

0 m2_ 

i 

C\  + c2 

-«1 

— c2 

C2  + C3J 

+ h. 

-*2  1 

. 

*2  + 

y x <f)  y /{r)  son  los  vectores  de  desplazamiento  y fue rza , rcspectivamente,  y seexprcsan  como 


Se  ve  que  [m],  [c]  y [jfc]  son  matrices  de  2 X 2 cuyos  elementos  son  las  masas,  coefìcientes  de 
amortiguamicnto  y rigideces  conocidos  dd  sistema,  respectivamente.  Ademas,  se  ve  quc  estas  ma- 
trices  son  simdtricas,  de  modo  que 


MT  = M,  [cf  = W,  [*f  = [*] 


donde  ei  superfndìce  Tindica  la  transpuesta  de  la  matriz. 

Observe  que  las  ecuaciones  de  moviraiento  (5.1)  y (5,2)  se  desacoplan  <se  vuelven  indepen- 
dentes  una  de  otra)  stìlo  cuando  c2  = ifcj  = 0,  lo  que  implica  que  las  dos  masas  mt  y no  estan 
ffsicamente  conectadas.  En  ese  caso,  las  matrices  [m],  [c]  y [4]  se  vuelven  diagonales.  Lasolucidn 
de  las  ecuadones  de  movimiento  {5.1)  y {5.2)  con  cualesquiera  fiierzas  arbitrarias  /({r)  y f2(t)  es 
dffcil  de  obtener,  sobe  todo  por  al  acoplamiento  de  las  variables  xft)  y x^t).  La  solucion  de  las 
ecuaciones  (5.  i)  y {5.2)  ìmplica  cuatro  constantes  de  integracion  {dos  por  cada  ecuacion).  Los  des- 
plazamientos  y velocidades  iniciales  de  las  dos  masas  se  suelen  especificar  como  xft  = 0)  = jc({0), 
x ({r  = 0)  = it{0),  x2(t  = 0)  = x2{0),  y x2(t  = 0)  = i2{0).  Primero  consideraremos  ia  solucion  de 
vibracion  librc  de  las  ecuaciones  {5.1)  y {5.2). 


5.3  j Anàlisis  de  vibracion  libre  de  un  sistema 
BWao  amortiguado 


Para  el  analisis  de  vibradtìn  librc  del  sistema  que  se  muestra  en  la  frgura  5.5{a),  establecemos 
fi(t)  =/2{f)  = 0.  Ademas,  si  seomite  d amortiguamiento,  Ci  = c2  = Cj  = 0,  las  ecuadones  de  mo- 
vimiento  {5.1)  y {5.2)  se  reducen  a 

miii{f)  + (£)  + ki)xi (r)  - k2X2(t)  = 0 

m2x2 (r)  - k2xi{t)  + {k2  + ^JCj^r)  = 0 


(5.4) 

(5.5) 
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Nos  intercsa  saber  si  y pueden  oscilar  armomcamente  con  la  misma  frecuencia  y angulo 
de  fese  penj  con  difeientes  amplitudes.  Suponiendo  que  sea  posible  tener  moviraiento  armdnico  de 
m,  y rn^ala  misma  frecuencia  <uy  al  mismo  àngulo  de  fase  <t>,  consideramos  las  soluciones  de  las 
ecuadones  {5.4)  y {5.5)  como 

JC]{f)  = X]  cos(ù«  + <f>) 

jc2(f)  = X2  oos(ùV  + <f>)  (5.6) 

donde  Xi  y X2  son  constantes  que  indican  las  amplitudes  miximas  de  jqfr)  y x2U)  y <t>  es  d àngulo 
de  fase.  Sustituyendo  la  ecuaddn  (5.6)  en  las  ecuacioncs  (5.4)  y (5.5),  obtenemos 

+ (Aj  + k2)}X]  - JfcjJfsJcosCùJf  + <f>)  = 0 

[—^2^1  + ’f- tn2tìP'  + (k2  4 £3) } 2] cos(ùv  + <t>)  = 0 (5.7) 

Dado  que  laecuacion  (5.7)  debe  satisfacerse  paia  todos  los  valores  dd  tiempo  f.los  tdrminos  entre 
parentesis  rectangulares  deben  ser  cero.  Esto  resulta  en 


{—  m\ù)2  + (ij  + k2)}X\  — k2X2  = 0 

—k2X\  + {—m2a?  + ( k2  4 k$)}X2  = 0 (5.8) 

las  cuales  representan  dos  ecuaciones  algebiaicas  homogeneas  simultaneas  en  las  incognitas  Xt  y 
X2.  Se  ve  que  la  soludon  trivial  X\  = X2  = 0 satisface  la  ecuacidn  5.8,  lo  que  implìca  que  no  bay 
vibradon.  Para  una  solucidn  no  trivial  de  y X2,  d determinante  de  los  coefidentes  de  Xt  y X2 
debe  ser  cero 


det 


{-/MjùJ2  + (*j  + *2)} 

-* 2 


-*2 

{— m2fiP'  4 (k2  + ^3)} 


o 

(m\m2)ù)4  - {(ij  + k2)m2  + (k2  4 k$)m\}<tì2 

+ {{ii  + Jfc2)(Jfc2  4 Jfc3)  - Jfc|}  = 0 (5.9) 

La  ecuaddn  (5.9)  se  conoce  como  ec  uadòn  defrecuencia  0 caracteHstìca  porque  su  solucidn  produce 
las  frecuendas  0 los  vàlores  caracteristicos  dd  sistema.  Las  rai'ces  de  la  ecuacion  (5.9)  estan  dadas  por 


22  1 f (*i  + *2)m2  + (*2  + *3)"<1 

^"5V ^ 


[i 

|{*1 


(t|  + ki)m 2 + (+2  + IjJhi  1 2 


m\m2 

+ + ^3)  — ^2 


mim2 


ir 


(5,10) 


Esto  demuestra  que  es  posible  que  el  sistema  tenga  una  solucidn  armdnica  no  trivial  de  la  forma  de 
la  ecuacion  (5.6)  cuando  <i>es  ìgual  a <u(  y ù^dadas  por  la  ecuaddn  (5.10).  Llamamos  <Uj  y <u2a  las 
frecuencias  naturales  del  sistema. 
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Los  valores  de  Xt  y X2  aun  no  se  han  determinado.  Estos  valores  dependen  de  las  frecuengias 
naturales  <ut  y a^.  Indicaremos  los  valores  de  Xt  Y X2  correspondientes  a <yt  como  y X^ 
y los  coirespondientes  a como  x(2^  y . Ademas,  dado  que  la  ecuacidn  (5.8)  es  homogdnea, 
sdlosepuedendetemainarlasrelaciones  r | = {X^jX^}  y r2  = {Yp^/Yp^.Paratu2  = <u? 
y ù)2  = o)2 , la  ecuacion  (5.8)  indica 

X^  __  — + (tj  + A2)  _ ^2 

+ (k2  + %) 

_ X^  _ + (Ai  + k2)  _ k2 

x{2)  —m2ti}2  + (k2  + L3) 


Observe  que  las  dos  relaciones  para  cada  rt  (f  = 1, 2)  en  la  ecuacidn  (5.1 1)  son  iddnticas.  Los  mo- 
dos  normales  de  vibracion  correspondientes  a <u?  y 0$  se  pueden  expresar,  respectivamente,  corno 


Los  vectores  xW  y X@\  los  cuales  indican  los  modos  normales  de  vibracidn,  se  conocen  como 
vectores  modaies  del  sistema.  Lasolucion  de  vibradon  libreo  el  movimiento  en  d tiempo  se  puede 
expresar,  utilizando  la  ecuacidn  (5.6),  como 


-Yi),rì  _ Wty)!  _ f xf^oos^,*  + <fo)  1 

* ^"W^rUYpcosC^+^)} 


= prtmermodo 


+){() 

42){0 


coatft^  + <£2) 
^JCp^cqsCù^r  + ^2) 


= segundo  modo 


donde  las  condiciones  iniciales  determinan  las  constantes  Xp\  xf2\  <f>{  y <f>2. 


(5.13) 


Condiciones  iniciales.  Como  se  menciono  antes,  cada  una  de  las  dos  ecuadones  de  movimiento, 
ecuacìones  (5. 1)  y (5.2),  ìmplica  derivadas  de  segundo  orden;  por  consiguiente,  se  rcquiere  especi- 
ficar  dos  condidones  iniciales  para  casa  masa.  Como  se establecio  en  la  seccion  5. 1 , se  puede  hacer 
que  el  sistema  vibrc  en  su  modo  normal  /dsimo  (Ì  = 1,2)  sometiendolo  a las  condidones  inidales 
especfficas 

Xì(t  = 0)  = algunaconstante  i](t  = 0)  = 0, 

x2(t  = 0)  = rjX(l\  x2(t  = 0)  = 0 

Sin  embargo,  para  cualesquier  otras  condiciones  inidales,  ambos  modos  se  exdtaràn.  E1  movi- 
miento  rcsultante,  dado  por  la  solucidn  general  de  las  ecuaciones  (5.4)  y (5.5),  se  obtiene  mediante 
una  superposiddn  lineal  de  los  dos  modos  normales,  ecuaddn  (5.13); 


7(f)  = C]T(,)(i)  + c27^(t) 


(5.14) 
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donde C\  y c2son  constantes.  Dado que  y j?2)(f)  ya implican  las  constantes  desconocidas 

Xp)  y Xpì  {vea  la  ecuacion  (5.13)),  podemos  escoger  c\  = c2  = 1,  sin  pdrdida  de  generalì- 
dad.  Por  tanto,  los  componentes  del  vector  ?(f)  se  expresan,  utilizando  la  ecuacion  (5.14)  con 
C\  = C2  = 1 y la  ecuacidn  (5.13),  como 

^i(t)  = jrpty)  + x/2){f)  = x/^cosfù)^  + </»,)  + Jf/2)  cos  (ù)^f  + </>2) 

*&)  = + *P(t) 

= r,*/1)  oos(ù)]f  + <£,)  + r2x{2)  cosfù^f  + <fe)  {5.15) 

donde  las  condiciones  iniciales  pueden  determinar  las  constantes  incognitas  Jt/1)  , xj2\  </>(  y <f>2i 

Jfi(t  = 0)  = jfi(0),  ii(t  = 0)  = ii  (0), 

x2(t  = 0)  = Jt2(0),  x2(t  = 0)  = i2(0)  {5.16) 

La  sustituddn  de  la  ecuaddn  {5. 16)  en  la  ecuacion  (5.15)  conduce  a 

jti(0)  = Xp)cos<f>\  + JC/2^00S<^2 
ii(0)  = — sen<^j  - ù^x/2)  sen<^ 

x2(0)  = r\Xp)  cos<f>\  + ^Jf/2)oos<k 

i2(0)  = -ùjjriJf/^  sen<^]  - ù^rjJf/2)  sen<fe  {5.17) 

La  ecuacidn  (5.17)  se  puede  consideiar  como  cuatro  ecuaciones  algebraìcas  en  las  incognitas  Xp) 
cos  <f>  1 , x/2)  cos  <f>2, Xp)  sen  <f>t  y x/2)  sen  <^2.  Lasoludon  de  laecuacidn  (5.17)  se  expresa  como 


Xpì  cos  <f>\ 


■{ 


^i(O)  - *2{0)1 

r2  ~ rl  J’ 


Jf/2)  COS  <f>2 


-{ 


x/2)  sen</>2  = 


— njci  (Q)  + *2{0)J 

r2~  r\  J 

f/1ii{0)  -j2(0)l 

\ ^2(^2  - rl)  J 


apartir  de  las  cuales  obtenemos  la  solucion  deseada: 

Xp)  = [{Jf/'^cos^i}2  + {Jf/1)  sen<fo}2]V2 


{^i(0)  - Jt2(0)}2  + 


{-r2Ì,{0)  + i2(0)}2l^ 


(n.  ~ n)  L 

X\(2)  = [{*/2)cos<k}2  + {Jf/2)sen<fe}2]V2 


ù)f 


" I 


- n) 


{-rjjci(O)  + Jf2(0)}2  + 


{nii(0)  - i2(0)}2lV2 


ù)2 


" J 


, . _,  fxf^sen^, 

<f>\  = ten  — 

[jf/Vcos  <f>\ 

J * _,fx/2)sen<£2 

<h  = tan  {— — 

[jf/2)  OOS  <f>2 


1 _ < -if  ~*aii(0)  + Ì2(0)  \ 

J ” U\(r2X\ 

ì f nii 

I 1311  Ut-n 


iù),[r2JCi(0)  - JC2{0 )]/ 

(0)  - Ì2(0)  1 

-r,jci(0)  + Jt2(0)]j 


{5.18) 
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EJemplo  5.1  Frecuenclas  de  un  slstema  de  resorte-masa 

Bicuentre  las  frecuencias  natuiales  y foimas  de  modo  de  un  sistema  de  lesorte-masa  que  se  muestia  en  la 
fìgum  5btì,  el  cuaJ  està  iestringido  paia  moveise  stìlo  en  la  diiecddn  verticaJ.  Considere  n = 1 . 

Soluddn:  Si  medimos  y x2  iespecto  a las  posiciones  de  equilibiio  estàtico  de  las  masas  mA  y iespecti- 
vamente,  Jas  ecuaciones  de  movimiento  y la  solucidn  obtenida  paia  ei  sistema  de  la  figma  5.5{a)  tambidn  son 
aplicables  a este  caso  si  sustituimos  m\  = m2  = m y Ai  = k2  = £3  = k.  Poi  lo  tanto,  las  ecuaciones  de  movi- 
miento,  ecuaciones  (5.4)  y (5.5),  son  iesultado  de 

m'x\  + 2kx\  - kx 2 = 0 

mx2  ” kx\  + lkx2  = 0 {E,l) 


Suponiendo  una  solucidn  aimdnica  como 

Xi{i)  = + $};  i = 1,2  (E.2) 

la  ecuacidn  de  frecuencia  se  obtiene  sustituyendo  la  ecuacidn  (EJ2)  en  la  ecuacitìn  (Ek  1); 


(- mtoz  + 2k ) (-£) 

(-ife)  (—  tttùP'  + 2k) 

0 

n?a>*  - 4kma>2  + 3k2  = 0 

(E.3) 

la  sulnciòn  de  la  ecuaciòn  (E.3)  proporciona  la$  frecuenciaa  natorales 

(4km  - [I6k2nr  - I2m2k2f-n\'ft 

",  = i w { = 

V? 

(E.4) 

f4jtm  + [lfij^m2  - Un?k2]l!2Yt2 

(3k 

(E.5) 

^ l 2m2  } 

'lm 

Pigura  5.6  Sistema  de  dos  grados  de  llbertad. 
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Efc  acoerdo  con  la  ecuaritìn  (5,1 1)  las  rriariones  de  amplitud  resultan  de 

_ - nvo2!  + 2k  _ k 
1 Jfj1)  4 — mii)[  + 2k 

X^  —ma>2  + 2k  k 

* ~ “ * _ -fm$  + 2k 

Los  modos  naturales  resultan  de  la  ecuaridn  (5,13): 


(E.6) 

<E.7> 


<E,8) 


<E-9) 


En  la ecuacidm  (E.8)  se  ve  que  cuando  ri  sistema  vibra  en  $u  primer  modo,  las  amplitudes  de  las dos  masas  no 
cambian.  E$to  impUca  que  ia  longitud  de  resorte  medio  peimanezca  constante.  Poi  lo  tanto,  los  movimientos 
de  w | y m2  estdn  en  fase  (vea  ia  fignra  5.7(a)).  Cuando  ri  sistema  vibra  en  $u  segundo  modo,  la  ecuaridn  (E.9) 
muestra  que  los  desplazamientos  de  ias  dos  masas  tienen  la  misma  magnitud  con  signos  opuestos.  Poi  lo  tan- 
to,  los  movimientos  de  W|  y estdn  desrisados  1 80®  (vea  la  figura  5.7(b)).  En  este  caso  ri  punto  medio  dri 
lesoite  medÌQ  peimanece  estarionario  todo  ri  tiempo  t.  Tal  punto  se  denomina  nodo.  Utilizando  la  ecuacidn 
(5. 15)  el  movimiento  (soluridn  general)  dri  sistema  se  expiesa  como 


xi(t)  = xPqq + 01^ 
Xz  (f)  = 


(E.10) 


FTgura  5.7  Modo  de  vibracitìn. 


442  Capftulo  5 Sistemas  de  dos  grados  de  libertad 


Nota;  Se  ve  qoe  el  dilculo  de  las  frecuencios  natorales  y formas  de  mqdo  eS  labqrioso  y tedioso.  Se  pueden 
utilizai  programas  de  computadora  de  forma  con  veniente  paia  el  cilcolo  mimdrico  de  las  frecuencias  natmales 
y formas  de  modo  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad  (vea  la  seccion  5.12). 


Ejemplo  5.2 


condiclones  Inlclales  para  excltar  un  modo  especlfico 

Bicuefitre  la$  eotidiciotie$  ioidale$  qoe  tiece$it4t>  aplicar$e  al  $i$tetoa  qoe  $e  nuie$tra  eti  lu  figmu  5.6  para  que 
AÌbre  (a)  en  el  primer  modo,  y (b)  en  el  segnndo  medo. 

Soluddn: 

Mèiodo\  Especifique  la  solndòn  que  $e  obtendii  paia  el  primer  o $egnndo  mqdo  a partir  de  la  solnddn  general 
en  condidoties  iniciales  arbitraria$  y resnelva  la$  ecnaciones  re$ultante$. 

Pam  condiciones  inidale$  arbitmrias,  la  eaiadtìn  (5.15)  describe  el  movimiento  de  la$  masas.  En  e$te 
caso,  r|  = 1 , r2  = — 1 de  modo  qne  la ecuaddn (5,15)  $e  ieduoe  a la ecnacidn  (E 10)  del  ejemplo  5,1: 


x\(t)  = *i(1)cos  + ^ + *i<2)a>s^/^r  + 

xi(t)  = J^1)(WS(i/^f  + ^ ~ xt2) TOS(^i/^r  + 


(El) 


Suponiendo  las  condidones  inidalcs  como  en  la  ecuadtìn  (5.  ltì)f  las  constantes  ('U/2)  , 4>\  y^seobtie- 

nenpor  laecnaddn  (5,18),  aplicando  r,  = 1 y r2  = -1: 


*1(1)  = -\\[x\(0)  + *2(0)?  + j[i:(0)  + i2(0)]3J1/J 

*<2)  = — ^ {[— ^i(O)  + *2(0)]2  + ~ [jci(D)  - Ì2(0)32J1/J 


4>\  — tan 


<fa  = tan 


-V^j^O)  + i2(0)] 
yft  [jfi(o)  + jt2(o)] 

V^  [ii(0)  - jf2(0)] 

V5 1 [-jn(0)  + jt2(o)] 


) 

) 


a.  La ecuadtìn  (E.8)  del  ejemplo  5. 1 da  el  primer  modo  normal  dd  sistema 


(E.2) 

(E.3) 

(E.4) 

(E.5) 

(Etì) 


La  comparadtìn  de  las  ecuaciones  (E.  1)  y (E.6)  muestra  que  el  movimiento  dd  sistema  es  idtìntico  al  dd  pri- 
mer  modo  normal  stìlo  si  Jf  ^2)  = 0 . Esto  requiere  que  (a  partir  de  la  ecuadtìn  E.3) 


(E.7) 


Jfi(O)  = Jr2(0) 


y 


-fi(O)  = i2(0) 
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EJemplo  5.3 


b.  La  ecuadòn  (E.9)  del  ejemplo  5. 1 propoiciona  el  segnndo  modo  normal  del  $i$tema: 


(E.S) 


La  comparaciòn  de  la$  ecuaciones  (E.l)y  (E.8)  mue$ba  qoe  el  movimiento  del  sistema  coincide  con  el  segun* 
do  modo  normal  $dlo  $i  = 0 . Esto  implicaque  (a  partii  de  la  ecuacidn  E.2) 

Jti(O)  = -*3(0)  y ii(0)  = -i2(0)  (E.9) 


Respuesta  de  vibraciòn  libre  de  un  slstema  de  dos  grados  de  libertad 

Encuentre  la  ie$pue$ta  de  vibiacidn  libre  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figma  5.5(a)  con  tr,  = 30,  k7  = 5, 
ki  =0,  mi  = 10,  mj  = 1 ycj  = c2  = cj  =Oporala$condicione$iniciale$^i(0)  - 1,  ii(0)  = jctCO)  - i2(0)  = 0. 

Soluciòn:  Para  losdatos  dados,  el  pioblemade  valor  eigen,  ecuacidn  (5.8),  $e  vuelve 

-m^a?  + + k}  — k2  ]UÌ  _ /o\ 

_~hi  - m2a?  + ki  + Jfe3J\jf2J  “ \o/ 


“-10nj?  + 35  -5  1/Xil  _ /OÌ  _(V 

-5  -m1  + sJjjfJ  \oJ  ( ) 

Sì  hacemos  que  el  determinante  de  La  mabriz  de  COeficienteS  en  la  ecnacicn  (E.  1)  sea  igual  a cero,  obtenemos 
la  ecuacidn  de  fiecuencia  (vea  la  ecuacidn  (5.9)): 

lOm4  - gSfti1  + 150  = 0 (E.2) 


a partii  de  la  cual  se  pueden  encontrar  las  ftecuencias  naturales  como 

ùii  = 2.5,  ft>j  = 6.0 
o 

6ij  = 1.5811,  ft>.  = 2.4495 


(E.3) 


Lasustituddndeftj2  = tù\  = 2.5enlaecuacidn(E.l)cODducea  X^  = 2Jf1l'1),inieDtra$que  u?  = = 6.0 

en  la ecuacidn  (E.  1)  ie$ulta  Xp^  = - 5X^ . Por  lo  tanto,  los modos  noimales (o  vectoies  eigen) $e  expiesan 
como 


f(i) 

XW 


-{?)-{;) 

-B)-W 


■Xp> 


(E.4) 

(E.5) 
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las  re$pue$ta$  de  vibiaciòn  libie  de  las  ma$a$  mty  m^  e$tìn  dada$  poi  (vea  la  ecuacidn  (5.15)): 


*i (/)  = x}l)  cos(1.581U  + d>i)  + Xp)  co<s(2.4495r  + (E.6) 

jr2(Ò  = 2xf l>  co$(1.581U  + d>i)  " 5Xp>  cos{2.4495(  + ^)  (E.7) 

cbnde  X f1^  x{2) , <f>\  y ^.son  con$tante$  qne  $e  tienen  qne  deteiminai  a partìr  de  la$  condiciones  iniciales. 
Utilizando  la$  condidones  iniciales  dadasen  las  ecnadones  (E.6)  y (E.7),  obtenemos 

jti(/  = 0)  = 1 = Jf(15  cos^i  + x{2)  cos<fe  (E.8) 

jr2(/  = 0)  = 0 = 2x[l)  co$ 4*\  ~ 5x{2)  cos 4>i  (E9) 

jfi(/  = 0)  = 0 = -1.5811  Jfi(1)sen^i  - 2.4495Xf3)  sen^  (EIO) 

jè2(*  = 0)  = -11622if(]3  + \2.2mx[2)  seufc  (E.ll) 

La  solucitìn  de  las  ecuaciones  (E.8)  y (E.9)  produce 

cqs <f>\  = coSifc  = “ (E.12) 

oi  tanto  la  solucidn  de  las  ecuaciones  (E.  10)  y (E.  1 1)  conduce  a 

Jf/^senc^i  = 0,  Jf/^sen^  = 0 (E.13) 

las  ecuaciones  (E.  12)  y (E.  13)  propoitionan 

*i(1)  = xi2)  = d>!  = 0,  <h=  0 (E14) 

R>r  lo  tanto,  las  respuestas  de  vibracitìn  libie  de  m\  y eatìn  dadaa  por 

Jfi(/)  = | cos  1.5811/  + | cos  2.4495/  (E.15) 

Jf2(z)  = ^cos  1.5811/  - -^cos 2.4495/  (E16) 


La  representadtìn  gràfica  de  lasecnadones  (E.15)  y (E.16)  $e  considera  en  el  ejemplo  5.17. 


5.4  i Slstema  torslonal 


Considere  un  sistema  torsional  compuesto  de  dos  disoos  montados  en  una  flecha,  como  se  muestra 
en  la  figura  5.8.  Los  tres  segmentos  de  la  flecha  tienen  constantes  de  resorte  rotacionales  kn,  k&  y 
k,y,  como  se  indica  en  la  figura.  Tambidn  se  muestran  los  discos  y momentos  de  ineicia  de  masa 
J\  y J2>  los  pares  de  torsidn  aplicados  Mn  y Mtl  y los  grados  de  libertad  rotacionales  B\  y 92-  Las 
ecuaciones  diferenciales  de  movimiento  rotacional  para  los  discos  Jt  y J2  se  derivan  como 


J\d\ kn6\  + kt2{&2  - B\)  + Af(1 

J2B2  = _ k^  (B2  - 6j)  - k$d2  + 
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Ejemplo  S.4 


que  despues  de  reordenarlus  se  escriben  como 

Jjtì]  + {kt\  + ks2)B\  - k(2&2  = Mt\ 

J2&2  - k(2&\  + (*r2  + ktj)&2  = Mt 2 (5.19) 


Para  el  analisis  de  vibraciòn  libre  del  sistema,  la  ecuacion  (5.19)  se  reduce  a 

J\&\  + {*,]  + k(2)&\  ~ kf2&2  — 0 

J2&2  ~ k(2&  1 + {kt2  + kti)&2  = 0 (5.20) 

Observe  que  la  ecuacion  (5.20)  es  semejante  a las  ecuadones  (5.4)  y (5.5).  De  hecho,  la  ecuacion 
(5.20)  se  puede  obtener  sustituyendo  &\,&2,  J\,  h’ktv,  y ^3  en  lugar  dc  X\, x2,  nt\,  rn^,  k\,  k^yks, 
respectìvamente.  Por  lo  tanto,  d analisis  presentado  en  la  secddn  5.3  tambidn  es  aplicàble  a sistonas 
torsionales  con  sustitudones  apropiadas.  Los  dos  ejemplos  siguientes  ilustran  d procedimiento. 


(b) 


Figura  5.8  Sistema  torsional  con  discos  montados 
en  una  flecha. 


Frecuenclas  naturales  de  un  slstema  torsional 

Encuentre  las  frecueneias  natnmles  y formas  de  modo  paia  el  sistema  torsional  qne  se  mnestm  en  la  figuia  5.9 
-^i  = ^2  = 2/0y  Ki  = = 

Sohidòn;  La  ecuacidn  diferencial  de  movimiento,  ecnacitìn  (5,20),  $e  reduce  a (con  k@  = 0,  kn  = ka  = k^ 
h =J0yJ2-2J0). 

j H-  2/^ySj  “ kj&2  = 0 

2Jq02  - Mi  + ^02  = 0 (El) 

Reordenando  y $u$tituyendo  la  solnddn  aimdnica 

&i(t)  = 0fcos(ù)f  + i£);  i = 1,2  (R2) 

iesulta  la  ecuacidn  de  ftecuencia 

2ù>4jI  - + kf  = 0 (E.3) 
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Ejemplo  5.5 


Figura  5.9  Sistema  torsional. 


Ia  soluciòn  de  la  ecoadòn  (E3)  proporciona  las  frecnencias  natuiales 

"i  = (5  - Vn)  y «2  = ^(5+  VÌ7)  (EA) 

Las  relaciones  de  amplitud  soa 


= 


(5  - %/l7) 

4 


&P  _ „ (5  + Vn) 

r2  0/2)  4 


(E.5) 


las  ecuaciones  (E.4)  y (E.5)  tambien  se  pueden  obtener  sustituyendo  = kit  = k^,  = ka  = kt,  mj  = /j  = 

rrh~  J 2 ~ 2J0y  = 0 en  las  eCuadoneS  (5.10)y  (5.1 1). 


Nota:  Para  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad.  las  dos  frecuencias  W|  y a^no  son  iguales  a cual- 
quìera  de  las  frecuencìas  naturales  de  los  sìstemas  de  dos  grados  de  libertad  constmidos  con  los 
mismos  compcmentes.  En  el  ejemplo  5.4  los  sistemas  de  un  solo  grado  de  llbertad  kti  y J{ 


y kt2  y h 


( 


con  (02 


se  combinan  para  obtener  el  sistema  quc  se  muestra  en  la  figura  5.9.  Se  ve  que  (oy  y (o2  son  dìferen 
tesde  5]  y <u2. 


Frecuencias  naturales  de  la  hèllce  de  un  motor  marlno 


Eo  la  fìgora  5. 10(a)  sc  muestra  el  diagmma  de  im  mctor  maimo  cooectado  a una  hèlice  por  medio  de  engranes. 
Ixjs  momentos  de  ioercia  de  masa  del  volante,  motor,  eograoe  1 , eagraoe  2 y la  hdlice  (en  kg-m2)  son  9 000, 
1000,  250,  150  y 2000,  respectivamente.  Encuentre  las  frecnendas  naturales  y ftnmas  de  modo  deJ  sistema 
sometido  a vibiacidn  toisional. 
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Soluddn 

Mèiodo\  Encwntre  lo$  momentos  de  inerrìa  de  masa  eqnivalentes  de  todos  lo$  rotore$  con  respecto  a nn  rotor 
y ntilico  nn  modrìo  de  do$  grados  de  libertad . 

Supuestos; 

1*  Se  pnede  considerar  qne  rì  volante  e$tà  estarìonario  (fijo),  pne$to  que  $u  momento  de  inerrìa  de  masa  e$ 
muy  grande  comparado  con  el  de  lo$  demà$  rotores. 

2*E1  motor  y lo$  engranes  pueden  $er  reemplazados  por  un  solo  rotor  equivalente. 

Dado  que  lo$  engmnes  1 y 2 tienen  40  y 20  dientes,  la  flecha  gira  a do$  vece$  la  vrìorìdad  de  la  flecha  1 . Por 
b tanto,  lo$  momento$  de  inerrìa  de  masa  del  engiane  2 y la  hrìice,  con  respecto  al  motor,  $on 

(■fc2>eq  = (2)2(150)  = 600  tg-m2 

(^p)eq  = (2 )2 (2000)  = 8000  kg-m2 

Ya  qne  la  di$tancia  entre  rì  motor  y la  unidad  de  engmnes  e$  peqneUa,  rì  motor  y lo$  do$  engianes  pneden  ser 
ieemp1azado$  por  un  $olo  rotor  con  nn  momento  de  inerrìa  de  ma$a  de 

J\  = JE  + Jai  + (Jcrùtq  = 1000  + 250  + 600  = 1850  kg-mJ 

Snponiendo  nn  mddnlo  de  cortante  de  80  X 10^  N/m2  para  acero,  la  rigidez  torsional  de  la$  flechas  1 y 2 $e 
determina  como 


(b) 

Fìgura  5.10  Sistema  de  hèlice  de  motor  marino. 
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Gìqi  g f \ 

*'■  = — = k{-w) 

GIff2  G ( 

la'~  ‘hVw) 


(80  X 10?)(jir}(0.10)4 

mW) 


98 1,750.0  N-m/rad 


(80  X 109)(it)(0.15)4 
(10)(32) 


= 3,976,087.5  N-m/rad 


Etìdo  qne  la  Igngitud  de  1a  flecha  2 no  es  insignificante,  se  supone  que  la  hèlice  es  un  rotor  conectado  al  extremo 
de  la  flecha  2.  Por  lo  tanto,  el  sistema  se  puede  repnesentai  como  un  sistema  toreional  de  dos  giados  de  liber- 
tad,  como  se  indica  en  la  figum  5.10(b),  Si  $e  establece  que  = 0, 4,  = i;1,  fc;  — k^,  = J\  y mj  = J2  en  la 

ecuacidn  (5. 10),  las  frecuencias  natmales  del  sistema  se  determinan  como 


^ _ 1 f (jtri  + + k.,2  J\  1 

1,a*  " 2 [ Th  j 

I"  j (*,1  + W + _ J(*,i  + Wa 

* Ll  J { J1  -h  jj 

J (^ii  + k,i)  ì 

_ 1 2^  22,  J 

± J (*fi  + *fl)  \ kfi  ì2 

Ll  22!  22;  j J 


(E.l) 


Riesto  que 

(Arn  + ka)  kt2  (98.1750  + 397.6087)  X 104  397.6087  X 104 

22!  + 2Ji  ~ 2 X 1850  2 X 8000 

= 1588.46 


y 


2 iJb 


(98.1750  X 104)  (397.6087  X 104} 
(1850)  (8000) 


= 26.3750  X 104 


La  ecuacidn  (E.  1)  resulta 

ù)f,  ù£  = 1588.46  ± [(1588.46)2  - 26.3750  X 104]1/2 
= 1588.46  ± 1503.1483 


Poi  lo  tanto 


= 85.3117  o 

ù)|  = 3091.6083  o 


6>i  = 92364  rad/s 
ù»j  = 55.6022  rad/s 
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Paia  las  fonnas  de  modo,  se  estoblece  qoe  A-|  — k,\,  k%  = ka,  = 0,  rrt\  = Jty  m2  = J2vùfa  ecoacidn  (5.11) 
pora  obtener 


J'i  = 


-Ji&i  + (£,i  + k,2) 

4 ;2 


- (1850)  (85.3117)  + (495.7837  X 104) 
397.6087  X 104 


= 1.2072 


y 


*ì  = 


-J\tS2  + {kfi  + kt2) 


-(1850)  (3091.6083)  + (495.7837  X 104) 
397.6087  X 104 


= -0.1916 


ftjr  lo  tanto,  las  fonnas  de  modo  Se  determinan  a partir  de  una ecuacidn  semejante  a la  ecuacidn  (5. 12)  como 


y 


1 

1.2072 


1 

-0.1916 


5.5  Acoplamiento  de  coordenadas  y coordenadas 
principales 


Como  prcviamente  se  mencionò,  im  sistema  de  n giados  de  libertad  requiere  n coordenadas  inde- 
pendientes  paia  describirsu  configuracidn.  Porlo  comiin,  estas  cooidenadas  son  cantidades  geomd- 
tricas  independientes  medidas  con  respecto  a la  posicion  de  equilibrio  del  cuerpo  vibratorio.  Sin 
embaigo,  es  posible  seleccionar  algtìn  otro  conjunto  de  n coordenadas  para  describir  la  configura- 
cidn  del  sistema.  E1  segundo  conjunto  puede  ser,  por  ejemplo,  diferente  del  primero  en  que  las  co- 
ordenadas  pueden  tener  su  oiigen  alejado  de  la  posicidn  de  equilibiio  del  cuerpo.  Podria  haber  otros 
conjuntos  de  coordenadas  para  describir  la  configuracidn  del  sistema.  Cada  uno  de  estos  conjun- 
tos  de  n coordenadas  se  conoce  como  ooordenadas  genemlìzadas. 

Como  un  ejemplo,  consideie  el  torno  que  se  muestra  en  la  figura  5. 1 l(a).  Por  sencillez,  el  tor- 
no  puede  ser  reemplazado  por  una  viga  elastica  soportada  por  columnas  elàsticas  cortas,  y tanto  el 
cabezal  fijo  como  el  movil  pueden  ser  reemplazados  por  dos  raasas  concentradas  como  se  muestra 
en  la  figura  5.  li(b).  E1  modelado  del  tomo  como  un  sistema  de  dos  giados  de  libertad  se  indicd  en 
la  seccion  5.1.  Como  se  muestia  en  las  figuras  5.12(a)  y (b),  cualquiera  de  los  siguientes  conjuntos 
de  coordenadas  se  pucde  utilizar  para  describir  el  movimiento  de  este  sistema  de  dos  grados  de 
libertad: 
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Cabezal 


Punta 


Figura  5.11  Tomo.  (Fotog raffa cortesfa  de  South  Bend  Lathe  Corp.). 


1,  Ddlexion&s  X[(t)  y x de  los  dos  extremos  del  tomo  AB. 

2,  Deflexidn  x(t)  del  C.G.  y rotecidn  8(t). 

3,  Deflexion  Xi(t)  dd  extremo  A y rotacion  8(t). 

4,  Deflexion  y(r)  del  punto  P localizado  a una  distancia  c a la  izquieida  del  C.G.  y rotacidn  8(t). 

Rjr  lo  tanto,  cualquier  conjunto  de  coordenadas  como  (x^x^),  (x>  8),  (xi,  8)  y (y,  8)  representa  las 
coordenadas  generallzadas  del  sistema.  Ahora  derivaremos  las  ecuaciones  de  movimiento  del  torno 
por  medio  de  dos  conjuntos  de  coordenadas  diferentes  para  ilustrar  el  concepto  de  acoplanùento  de 
coordenadas. 


A B 


Figura  5.12  Modelado  de  un  torno. 
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Ecuadones  de  movimiento  utilizcmdo  x(t)  y Q(t).  De  acuerdo  con  el  diagiania  que  se  muestra  en  la 
figura  5.12<a),  con  los  valores  positivos  de  las  variables  de  moviniiento  indicados,  la  ecuadon  de 
equilibrio  de  fuerzas  en  la  direcdon  vertical  se  escribe  como 

rnx  = -jfcr(jc  - /,0)  - ^(Jt  + k&)  (5-21) 


y la  ecuacion  de  momento  con  respecto  al  C.G.  se  expresa  como 

J0B  = *j(x  - /jtì)/j  - k^(x  + l^)h 


Las  ecuaciones  (5.21)  y (5.22)  se  reordenan  y escriben  en  forma  matridal  como 


m 0 I x 

0 /0J  U 


(ti  + A^) 

- (tj/i  - Ì2/2) 


-(ij/i  - k2l2)  fjcì 

(jfcj/f  + JfcafD  J W 


(5,22) 


(5,23) 


Se  ve  que  cada  una  de  estas  ecuadones  contiene  xy  6.  Si  el  tdrmino  de  acoplamiento  (Aj/j  — 
es  igual  a cero,  es  decir,  si  jfcj/j  = k2t2,  se  vudven  independientes  entie  si.  Si  jfcj/j  # k2i2,  el  movi- 
miento  resultante  dd  tomo  AB  es  tanto  traslacional  como  rotadonal  cuando  se  aplica  o un  despla- 
zamiento  o un  par  de  torsidn  atravds  del  C.G.  del  cuerpo  como  condidon  inicial.  En  otias  palabras,  el 
tomo  gira  en  d plano  veitical  y tambidn  tiene  movimiento  vertical  a raenos  que  jfcj/j  = k2i2.  Esto  se 
conoce  corao  acoptamiemo  eldstico  o estdtico. 


Ecuadones  de  movimiento  utitizando  y(t)  y 0(t).  De  acuerdo  con  la  figura  5.12(b),  donde  y(f)  y 0(t) 
se  utilizan  corao  las  coordenadas  generalizadas  dd  sistema,  las  ecuaciones  de  movimiento  para 
trasladdn  y rotacidn  se  escriben  como 


my  = -Jfcj(y  - l\0)  - k2(y  + 1$)  - meO 

jpò  = jfc,(y  - /;e)/i  - *2 (y  + 1W2  - 


Estas  ecuaciones  se  reordenan  y escriben  en  forma  matricial  como 


m me 

_me  Jp  _ 

w 

+ 


(Aj  + k?) 

li-kA  + kzr2) 


(kj 2 - Mi)  fy\ 

(i,/i2  + *^2)J  \0J 


(5.24) 


(5.25) 


Las  dos  ecuaciones  de  movimiento  repiesentadas  por  Ja  ecuacidn  (5.25)  contienen  y y 0,  de  modo 
que  son  ecuaciones  acopladas.  Contienen  terminos  de  acoplamiento  tanto  estaticos  (o  dasticos) 
corao  dinàmicos  (0  masa).  SL  j fcj/j  = k2Vz,  el  sistema  tendrà  acoplamiento  dìndmico  0 de  inercia 
tìnicamente.  En  este  caso,  si  el  tomo  se  sube  y baja  en  la  direccidn  y,  la  fiierza  de  inercia  m y , la  cual 
actuaa  tiaves  del  centro  de  gravedad  dd  cueipo,  induce  un  movimiento  en  la  dircccidn  B.gradas  al 
momento  m'ye.  Asimismo,  un  movimiento  en  la  direccion  0 induce  un  movimiento  en  el  tomo  en 
la  direocidn  y debido  a la  fuerza  meO. 

Observe  las  siguientes  caracteristicas  de  estos  sistemas: 
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EJemplo  5.6 


1,  En  la  mayoria  de  los  casos,  un  sistema  viscosamente  amortiguado  de  dos  grados  de  libertad 
tìene  ecuadones  de  mqviraiento  en  la  siguiente  forma: 

*n  iisl  fxÀ  /OÌ 

*,2  teJurW  (5-26) 

Esta  ecuadon  revela  el  tipo  de  acoplamiento  actual.  Si  la  matriz  de  rigidez  no  es  diagonal,  el 
sistema  tìene  acoplamiento  elastico  o estatioo.  Si  la  matriz  de  amortiguamiento  no  es  diagonal 
d sistema  tiene  acoplamiento  de  amortiguamiento  o de  velocidad.  Finalmente,  si  la  matriz  de 
masa  no  es  diagonal,  d sistema  tìene  aooplamiento  de  masa  o ìnercial.  Tanto  d aooplamiento 
de  vdoddad  como  de  masa  quedan  bajo  el  encàbezado  de  acoplamiento  dìnàmico. 

2,  El  sistema  vibra  de  forma  natural  independientemente  de  las  oooidenadas  que  se  utilicen.  La 
selecdtìn  de  las  cooidenadas  es  una  mera  conveniencia. 

3,  De  acueido  con  las  ecuadones  (5.23)  y (5.25),  esta  daio  que  la  natuialeza  del  aooplamiento 
depende  de  las  coordenadas  utilìzadas  y no  es  una  propiedad  inherente  del  sistema.  Es  posible 
selecdonar  un  sistema  de  coordenadas  q\(i)  y q^it)  que  produzca  ecuadones  de  movimiento 
desacopladas  tanto  estatica  como  dinamicamente.  Tales  coordenadas  se  llaman  coordenadas 
prìncìpaies  0 naturales.  La  ventaja  prindpal  de  utìlizar  coordenadas  principales  es  que  las 
ecuaciones  de  movimiento  desacopladas  resultantes  se  pueden  resolver  independientemente 
una  de  la  otra. 

H siguiente  ejemplo  ilustra  el  mdodo  de  hallar  las  coordenadas  principales  en  funcion  de  las 
coordenadas  geomdtricas. 


«11 

mn 


m\2 

m22 


{ifi  l Kn  C12Ì  fiiì 

X2  f ÌC12  C72  I 1*2 J 


coordenadas  prlnclpales  de  un  slstema  de  resorte-masa 

D&termiùe  las  ooonfenadas  principales  del  sistema  do  resorte-nrasa  que  se  muestra  on  Ja  figum  5ktì. 

SoIuciSn 

Metodo:  D&fina  dos  solnciones  indcpoidkntes  como  coordcnadas  prindpalcs  y expreselas  en  funcidn  de  las 
soluciones  X\(t)  y j r2{f)- 

la  ecuadtìn  (E.  10)  del  ejemplo  5.1  propgrdona  el  movimiento  geneml  del  sistema  que  se  muestm  en  la 
fìgura5.tì: 


Xi(t)  = Bi  ^t  + 


*a(0  = 


(E.l) 


cbnde  = Jf/1'1,  Bj  = <j>t  y 4>2  son  constantes.  Definimos  yn  nuevo  sistema  de  coordenadas  qx(f)  y 

^{f)demodo  que 


(E2) 


q2(t)  = B2  cos 
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Ejemplo  5.7 


PUestO  que  gi(f)  y q^t) son  tunciones  amiònicas,  $us  ecuadones  de  mo vimiento  conespondiente$  $e  esmiben 
comoJ 


(E3) 


Estas  ecuaciones  repesentan  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libeitad cuyas  ftecuencias  naturales  $on  = Vk/m 
y ù>2  = V5 t/m . Como  no  hay  ni  acoplamiento  estàùco  ni  acoplamiento  dinàmico  m las ecuaciones  de movi- 
mientOj  q^t)  y ^(f)son  coordenadas  principales.  De  acuerdo  con  las  ecuaciones  (E.  1)  y (E.2),  podemos  escribii 

X\(t)  = <ji(Ò  + qi(t) 

x2(t)  = qi(t)  - q2(t)  <E.4> 

La  soluciòn  de  las  ecuaciones  (Eb4)  resulta  en  las  cooidenadas  principales: 

m = ìM)  + *2(m 

qi(t)  = \ [jfi(0  - jfaW]  (E-5) 


Frecuenclas  y modos  de  un  automòvll 

Determine  las  frecuencias  de  cabeceo  (mo  vimiento  angular)  y iebote  (movimiento  lineal  hacia  aniba  y hacia 
abajo)  y la  ubicacidn  de  los  centros  de  oscilacidn  (nodos)  de  un  automtìvil  por  los  siguientes  datos  (vea  la 
figuia  5.13); 

Masa  (w)  = 1 000  tg 
Radio  de  giro  (r)  = 0.9  m 

Distancia  entre  el  eje  delantero  y el  C.G.  (/a)  = 1 .0  m 
Distancia  entre  el  eje  tmsero  y d C.G.  (J^)  = 1.5  m 
Rigidez  del  resoite  delantero  (kf)  = 18  kN/m 
Rigidez  del  resorte  trasero  (kj)  = 22  kN/m 


1 Referencia 

~ _ h i 
<jì  “•  '“T*, 


Pigura  S*13  Movimìentos  de  caheceo  y rehote 
de  un  automòvil. 


^Observe  que  'q  + at2q  = 0 proporriona  la  eeuaritìn  de  rnorimicnto  eorrcspondiente  a la  sol  uciòn  q = B co $(mt  + <f>h 
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Salucìòn:  Si  x y B se  utìlizan  COtno  coordenadas  independientes,  fa  ecuacidn  (5.23)  proporciona  las  ecuacio- 
nes  de  movimiento  con  = kp  k2  = kry  /0  = rtir1.  Para  la  vibmcidn  libre  suponemos  nna  solucidn  armdnica; 

x(i)  = X cos(mr  + <j>)i  (t)  = ® oos(ùji  + ^)  (E.l) 

Aplicando  1a$  ecnaciones  (E.l)  y (5.23),  obtenemos 

(-fl»j2  + kf  + kr)  (—kfli  + krlz)  "|fjcì  = foì 
_(-kfh  + krh)  (~J<fi?  + kfl\  + kr$)\\<d)  \0j 

ftu  lo$  dato$  conocidos,  la  ecnacidn  (E.2)  $e  escribe  como 

(— IOOOù)2  + 40,000)  15,000  "ifxl  = fol 

15,000  (-SlOrn2  + 67,500)j[©J  _ [0 J * ' J 

a partii  de  la  cual  se  puede  dcrivar  la  ccuacitìn  dc  fxecuencia: 


8.1ù)4  - 999 ù)3  + 24,750  = 0 (E.4) 

Ia$  frecucncias  naturales  $c  puedcn  encontrar  $egun  la  ecuacidn  (E.4): 

= 5.8593rad/s,  ù#2  = 9.4341  radJs  (E.5) 

Cbn  estos  valorcs,  la  icladdn  dc  amplitudes  $e  puede  encontrar  utilizando  la  ecuacidn  (E.3): 

— - = -2.6461,  = 0.3061  (R6) 

qC1)  @C2) 

In$  nodos  $e  localizan  obscrvando  que  la  tangente  de  un  àngulo  pequcfio  e$  aproximadamente  iguaJ  aJ  àn- 
gulo  mismo.  Por  lo  tanto,  de  acuerdo  con  la  figura  5. 14,  vemos  que  la  distancia  entre  el  CbGk  y el  nodo  e$  de 
-2,6461  m para  ùjj  y de  0,3061  m para  ù#j,  La$  forma$  de  modo  $e  indican  por  medio  de  lmea$  de  iaya$  en 
JafiguiaS.14. 


03061 


Fìgura  5.14  Formas  de  modo  de  un  automòvil. 
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5.6  | Anàlisis  de  vibraciòn  fbrzada 


Las  ecuaciones  de  moviraiento  de  un  sistema  general  de  dos  grados  de  libertad  sometìdo  a fuerzas 
extemas  se  escriben  corao 


mu 

mn 


{5.27) 


Se  ve  que  las  ecuadones  (5.1)  y (5.2)  son  casos  espcciales  de  la  ecuacidn  {5.27),  con  mu  = mlf 
m22  = y mt2  = Consideremos  que  las  fuerzas  extemas  sean  armdnicas: 

Fj{t)  = Fjoe^,  j = 1,2  {5.28) 

donde  fiues  la  frecuencia  forzada.  Podemos  escribir  las  soluciones  de  estado  estable  como 

Xj(t)=X/M,  j = 1,2  {5.29) 

donde  X{y  X2  son,  por  lo  general,  cantìdades  complejas  que  dependen  de  <u  y los  parametros  del 
sistema.  La  sustitucidn  de  las  ecuaciones  {5.28)  y {5.29)  en  la  ecuacidn  {5.27)  conduce  a 

I" {-<à2mn  + «ucu  + *n)  {-fi)2m12  + ì<àcn  + *12)~|  fxjl 

+ t*uc12  + Lj2)  (—0)2^22  + wac22  + A22)  J 

■ tei  <53o) 

Como  en  La  seccidn  3.5,  definimos  la  impedancia  mecanica  ZJ(J  (tùi)  como 

ùì  msa  + iù)Cft | + f,s  1,2  {5.31) 


Y escribimos  la  ecuacidn  {5,30)  como 

[Z{iù>)]X  = F0  {5.32) 


donde 


[Z(ieu)]  = \^\  _ Matriz  de  impedancia 

1 * |_Z]2{i<u)  Z22{(<U)J 
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La  ecuaddn  (5.32)  se  puede  resolver  para  obtener 

X = [Ztiù))]"1  F0 
donde  la  inversa  de  la  matriz  de  impedancia  esta  dada  por 


Z22  (iù)  ) —Zyz{l 


- Z]2 (rtw)  L_  ZijCìùj)  zu(i, 

Las  ecuaciones  (5.33)  y (5.34)  conducen  ala  solucion 


(iù>) 

iù)) 


(H  = 


^2(1^) fio  ~ Zis^W^j-TQ 
ZnM^M  — zu(ìù>) 


X2(i<u) 


~ Z]2(iù))Fio  + Z|](ìù))F;q 
Zj](iù))Z22{i<u)  — zj2(i*)) 


(5.33) 


(5.34) 


(5.35) 


Sì  sustituimos  la  ecuacitìn  (5.35)  en  la  ecuacitìn  (5.29)  podemos  hallar  la  solucitìn  completa,  Jti(f) 
yx2(t). 

H analisis  de  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  utilizado  como  amortiguador  de  vibracitìn  se 
ha  proporcionado  en  la  seccitìn  8. 1 1 . La  referenda  [5.4]  se  ocupa  de  la  respuesta  de  impacto  de  un 
astema  de  dos  grados  de  libertad,  mientras  que  la  referencia  [5.5]  considera  la  respuesta  de  estado 
cstable  bajo  cxdtadtìn  armtìnica. 


EJemplo  5.8 


Respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema  de  resorte-masa 

Bicwntre  Ja  iespnesta  de  estado  establc  del  sistema  que  se  maestm  en  la  figuia  5.15  cnando  la  masa  m\  es 
e^citada  por  la  fuerza  F^t)  = Fw  cos  mr.  Ademàs,  tmce  su  cum  de  iespuesta  de  ftecuencia. 

Sblucidn;  Las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema  se  pueden  expiesar  como 


m 0 fSil  2 k — k fjfiì  _ f ^io  cos  tof  1 

0 m \Ì2j  _~k  _ \jra/  \ 0 J 


(El) 


ta  compamciòn  de  la  ecuacitìn  (E.  1 ) con  la  ecuacion  (527)  muestm  que 

mll  = m22  = m?  m12  = 0,  cn  = c\i  = C22  = 0, 

J^H  — k^2  = 2tt,  tjj  - "t,  Fj  — -Fjq  CQS  ùìtf  /s  = ^ 

Suponemos  que  la  soluddn  es  como  sigue2 

Xj(t)  = XjCQztot,  j=  1 ^ 2 (R2) 


que  F10  co$  <ut  = Re  supcmditmos  qtie  1a  soluddn  = Xj  cos  attj  = 1 , % St  puede 

vtdficsar  quc  las  Xj  scaa  rtdts  pam  m sisttma  no  amortiguado+ 


5.6  Anilisis  de  vibradòn  forzada  457 


ZW'A'VA 

k i 


\(Ò  | 


m 


X&)  | 


m 


k 1 

i 


, I 

= FlttCQ$<Dl 

' 1 


Flgura  5.15  Sistema  de  dos  masas  sometido 
a una  fuerza  armònica. 


La  ecuacion  (5.31)  resulta 


2Ti  i(fw)  — — — mti)2  + 2k,  ZizÌfii)  — ~k 


ftir  consiguiente,  la  ecmciòn  (5,35)  proporciona  Jf,  y X2\ 

(—atm  + 2Jt)  (—aP'm  + 2k)F\a 


XiH  = 

JC2(W)  = 


(—6 )2m  + 2jfe)2  — jfe?  (— mù)2  + 3k)(— hki)2  + Jfe) 
kF iq  kFl0 


(— mo)2  + 2jfe)2  — jfe2  (—  ma?  + 3Jfe)(— ma?  + Jt) 

Defmiendo  af(  = k/m  y a%  = 3 kfm , las  ecuaciones  (E.4)  y (E.5)  se  expresan  como 


(E.3) 


(E-4) 

(E-5) 


X:(a>)  = — 


ìrW 


10 


[fey-fejT- - (5)i 


X2(a>)  = — 


F\a 


[fe)'-(i)T-fe)'] 


(E.6) 


(E>7) 


14$  re$pue$t&$  Jf,  y X2  $e  mue$tran  eù  la  figura  5. 16  eti  fudeign  de  lo$  parametros  ùj/ùJ|  sid  udidade$.  Ed  e$te 
paràmetro,  ùj,  $e  seleccigdò  arbitrariamedte;  pudimos  haber  seleccionado  ùj2  ood  la  misma  facilidad.  Se  ve 
que  Jas  amplitudes  .V,  y X7  $e  hacea  iufinitas  cuaado  ùj2  = ùj?  u w2  = ùj^ . Por  lo  tanto,  hay  do$  coddicio- 
ue$  de  re$ouadcia  paia  el  sistema:  uda  ed  ùj,  y otra  en  ùj2,  En  todo$  lo$  demà&  valore$  de  ùj,  la$  amplitudes 
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Xyk  Xyk 


Hgura  S.16  CUrvas  de  respuesta  de  frecuencia  del  ejemplo  5.8. 


db  vibiacitìn  $on  finitas.  En  la  fignra  5.16$«.  ob$em  que  hay  un  valor  paiticular  de  la  ftecuenda  w al  cual  la 
vibracidn  de  la  primem  ma$a  mA  s al  que  $e  aplico  la  fuerza/i(4  se  reduce  a cero.  Esta  caiacterfetica  forma  la 
bo$e  del  amortiguador  de  vibiacidn  dinimica  analizado  en  el  capftulo  8. 


5.7  [Sistemas  semidefinidos 


Los  sìstemas  semideftnìdos  tambien  se  conocen  oomo  àstemas  no  restrmgidos  o degenerados.  En 
la  figura  5.17  se  muestran  dos  ejemplos  de  tales  sLstemas.  Se  puede  consideiar  que  laconfigiuacidn 
que  aparece  en  la  figura  5. 17<a)  representa  dos  carros  de  ferrocairil  de  masas  m ( y m2  con  un  resorte 
de  acoplamiento  k.  Supongamos  que  la  configuiacidn  que  apareoe  en  la  figura  5. 17(c)  representa  dos 
rotores  de  momentos  de inercia  de  masa  V,  y J2  conectados  por  una  flecha  de  rigidez  torsional  kt. 

En  un  ferrocarril,  los  cairos  se  pueden  modelar  como  masas  concentiadas  y el  acoplamiento 
aitre  los  carros  como  resoites.  Un  tren  que  rueda  por  la  vfa  se  puede  considerar  como  un  sistema 
que  tiene  un  cueipo  rfgido,  con  movimiento  Iraslacional  no  restringido.  A1  mismo  tiempo,  los  ca- 
nos  pueden  vibrar  uno  con  respecto  del  otro.  La  presencia  de  un  grado  de  libertad  no  restringido  en 


xi<0 

k 


mi  — — ^2 


h 

— ► Xz(t)  JaU, 

mz 

\>  k, 

mi 


(a) 

*i(0 

k{xi  - *i) 


^Flecha 


m 2 


S3 


Rotor  2 
(turbina) 


Rotor  1 
(ventilador) 


(b) 


(c) 


Flgura  5.17  Sistemas  semidefìnidos. 
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Ejemplo  5.9 


la  ecuadon  de  movimiento  cambia  el  anàlisLs.  La  matriz  de  rigidez  de  un  sistema  no  restringido  serà 
singular.  IJna  de  las  frecuencias  naturales  de  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  no  restringido 
seià  cero.  Paraun  sistema  como  ese,  el  movimiento  se  compone  de  ttaslaciòn  y vibracidn. 

E1  anàlisis  de  sistemas  no  restringidos  se  presenta  consideiando  d sistema  que  se  muestta  en  la 
figura  5.17{a).  La  ecuaddn  de  movimiento  del  sistema  se  escribe  como  {figuia  5.17b); 

/Mjjtj  + - x2)  = 0 

m2x2  + k{x2  - x{)  = 0 {5.36) 

Paia  vibradon  librc,  suponemos  que  el  movimiento  es  armdnico: 

Zj{0  = J£)cos(ùw  j = 1,2  (537) 

La  sustituddn  de  la  ecuaddn  {5.37)  en  la  ecuacidn  {5.36)  rcsulta  en 

(-mjùj?  + jfc)Xj  - kX2  = 0 

-i fcX,  + (-m2v2  + k)X2  = 0 {5,38) 


Igualando  el  detemùnante  de  los  coefidentes  de  yTkacero,  obtenemos  la  ecuacidn  de  frecuen- 

cia  como 

- Jfc(mi  + m2)]  = 0 {5,39) 


A partir  de  la  cual  se  obtienen  las  frecuencias  naturales 


<Uj  = 0 


(ù2 


-4 


jfc(wi]  + fflj) 


m\m2 


{5.40) 


Como  se  establecid  antes,  la  ecuacidn  {5.40)  muestta  que  una  de  las  frccuencias  naturales  del 
sistema  es  cero,  lo  que  significa  que  el  sistema  no  està  oscilando.  En  ottas  palabras,  el  sistema  se 
mueve  como  un  todo  sin  movimiento  rdativo  entte  las  dos  masas  {trariadon  de  cueipo  rigido).  Este 
tipo  de  sistemas,  los  cuales  tienen  una  de  las  ftecuencias  natiu-ales  igual  a cero,  se  llaman  sistemas 
setmdefmìdos.  Podemos  verificar,  sustituyendo  en  la  ecuacidn  {5.38),  que  X^  y X^  estàn 
opuestos  en  fase.  Por  lo  tanto,  habria  un  nodo  a la  mitad  del  resorte. 

La  solucidn  de  vibradon  libie  de  un  sistema  no  rcstringido  se  ilustra  mediante  el  siguiente 
ejemplo: 


Vibraciòn  libre  tìe  un  sistema  no  restringido 


Encuentre  la  $oludon  de  vibracion  Libre del  sistema  no  restringido  que  $e  muestra  en  la  figura 5.17{a)  para  10$ 
sìguientes  datos:  mt  — 1 kg,  m2  = 2 kg,  k = 200  N/m,  JC](0)  = 0. 1 m,  y z2(0)  = ii(0)  = ji2(0)  = 0- 

Soludòn:  Las  frecuencias  natmales  del  sistema  $e  calculan,  para  los  datos  conocidos,  a partii  de  la  ecuacidn 
(5.40)  como 


ù)i  = 0, 


[200(1  + 2) 

^ = t 1(2) 


}*■ 


173205  rad/S 


(E.l) 
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ftra  calcular  la$  foima$  de  modo,  la  eanjadtìn  (5,38)  $e  escribe  en  fonna  matriciaJ  como 


(-mjw2  + £}  -k 

—k  (— m^ùj2  + Jfc) 


Kìl-B 


Paia  W|  = 0,  con  los  datos  comocìdos,  la  ecuacddn  (E.2)  se  escribe  como, 


200  -200 

-200  200 


]{:)■» 


la  soluciòn  de  la  ecuacitìn  (E3)  propoitiona  el  primer  modo  o vector  modal  como 


ftr-c) 


dbnde  at  es  ona  constante.  Para  « , = 17.3205,  con  los  datosconocìdos,  la  ecnacitìn  (E.2)  se  escribe  como 


-100  — 2' 
-200  -4 


-200]U1  = fol 

-400j\2f2/  \0j 


la  solucion  de  la  ecuacidn  (E.5)  proporciona  el  segundo  modo  o vector  modal  como 

tì"-W 

tbnde  es  una  constante.  La  solucidn  de  vibmcitìn  en  cada  modo  se  expresa  como 

xm(t)  = cos(ui/  + 4>i)  = ai  jjjcos^i 


x(%)  = 


BH;)" 


cos(ù>.r  + 4>i)  = aj 


w 


cos(17.3205(  + 4>i)  (E.8) 


la  solucidn  de  vibmcidn  libre  cm  cualesquiem  condiciones  inicdales  se  expresa  como  una  combinacidn  lineal 
de  las  foimas  de  modo,  como  sigue 


m = {*]$}  = + t>2xm(t) 

= Cl  {l } ros + c?  {-o 5}  co®(1 


cos(l7.3205f  + <fe) 


dbnde  b\ , b2 , c\  = axb \ y = a^b^ $<*n  constauties (desconocidas).  Las  velocidades de las  masas se detenninan 

diferenciando  la  ecuacitìn  (E.9)  como 


r(f)  = -c2  {_^  J(17.3205)  sen  (17-32051  + <h) 


Utìlizando  las  condiciones  iniciales  dadas,  las  ecuaciones  (E.9)  y (E.  10)  resultan 

jfi(O)  = ci  oos  4>i  + a cos  4> 2 = 0.1 


(E.10) 


(E.ll) 


Jfs(O)  = Ci  cos  4>  1 + 0.5e2  COS  4>2  = 0 


(E.12) 
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Ìri{0)  = -17.3205c2  sea  <&  = 0 (E.13) 

>2(0)  = -8.66025C2  sea  $2  = 0 {E,14) 

La  solucidn  de  la$  eCaadones  (E.  1 1)  a (E.  14)  proporciona 

= ±0.06666,  4>2  = 0 o it,  ci  cos  4>i  = 0.03333  (E.15) 

Utilizando  la  ecnaddn  (E.  15),  la  solncidn  de  vibracidn  libre  dada  por  la  ecmcion  (E.9)  se  expresa  como 

xi(t)  = 0.03333  ± 0.06666  cos(l7.3205f  + <k)  (E.16) 

jr2(f)  = 0.03333  T 0.03333  cos( 17.3205/  + <fc)  <E17) 


donde  se  tìene  qne  utìlcEar  m/U  (menos)  cuando  4>2  $e  considera  como  0 (,-n)  en  las  ecuaciones  (E.16)  y (E.  17). 
Nota\  Pbr  las  ecuadones  (E.  16)  y (E.17)  se  ve  que  la  iespuesta  de  vibradon  libre  (0  soluddn)  $e  compone  de 
un  tèrmino  constante  (trasladdn)  y un  termino  armdnico  (vibraddn). 


5.8  1 Autoexcttaciòn  y anàlisis  de  estabilidad 


En  la  seccion  3.11,  las  condiciones  de  estabilidad  de  un  sìstema  de  un  solo  grado  de  libertad  se  ex- 
presaion  en  funcion  de  las  constantes  fisicas  dd  sistema.  E1  procedimiento  se  amplio  a un  sistema 
de  dos  grados  de  libertad  en  estaseccidn.  Cuando  elsistema  sesomete  a fuerzas  de  autoexdtaddn, 
los  tdrminos  de  fuerza  se  combinan  con  los  temiinos  de  amortiguamiento/rigidez,  y las  ecuaciones 
de  movimiento  resultantes  se  expresan  en  forma  matridal  como 


«11 

n*21 


Sustituyendo  la  solucidn 


*;{/)  = XfT*,  j = 1,2 


(5.41) 


(5.42) 


en  la  ecuacidn  (5.41)  e igualando  el  determinante  de  la  matriz  de  coeficientes  a cero,  obtenemos  la 
ecuaddn  caracteristica  de  la  forma 

dps4  + diJ3  + a2$2  + + <34  = 0 (5,43) 


Los  coefidentes  aQ,  ata2,a^y  04  son  numeros  reales,  puesto  que  resultan  de  los  parametros  ffsicos 
del  sistema.  Si  jlf  x2,  J3  y J4  indican  las  rafces  de  la  ecuadon  (5.43),  tenemos 


{$  ~ Si)(j  - J2)(*  - J3)C^  “ ^4)  = 0 


Capftulo  5 Sistemas  de  dos  grados  de  tibertad 


o 

+ jf3  + j4)j3 

+ + j]^  + J]i4  + i2.?3  + j2ì4  + s3y4)i2 

— {■SJ-S2-S3  + + ^].S3-!>4  + ^5jS4)j  + {.T1.S2.SJJ4)  = 0 (5.44) 

Una  comparacidn  de  las  ecuaciones  (5.43)  y (5.44)  produce 

Oq  = 1 

= — {$]  + $2  + $3  + J4) 

f>2  = -J]Ì2  + + *Tl-S4  + $2$$  + J2-K(  + -JjSj 

ÙJ  = — {$lJ2ÌJ  + Sl$2-*4  + Jl-SjU  + -52-^4) 

a4  = .S1S2-SJ-54  (5.45) 

H criterio  paia  estabilidad  es  que  las  partes  reales  de  s\  (t  = 1,2, 3, 4)  deben  ser  negativas  para  que 
no  se  incrementen  los  exponendales  en  la  ecuacion  (5.42).  Utilizando  las  propiedades  de  la  ecua- 
ddn  cuartica,  se  concluye  que  una  condicidn  suficiente  y necesaria  para  estabilidad  es  que  todos  los 
coeficientes  de  la  ecuacion  (tio,  Q\,  Qi,  «3  y «4)  sean  positivos  y que  la  condicidn 

<j]j*2<j3  > a0al  + a4aj  (5.46) 


se  satisfaga  [5.8, 5.9].  Una  tdcnica  mas  general,  la  cual  se  puede  utilizar  para  investigar  la  estabili- 
cbd  de  un  sistema  de  n grados  de  libertad,  se  conoce  como  criterio  de  Routh-Hurwitz  [5.10].  Para  el 
àstemaconsiderado,  ecuacidn  (5.43),  el  criteriq  de  Routh-Hurwitz  manifiesta  que  d sistema  sera  es- 

table  si  todos  los  coeficientes  o0»  °t «4  son  positivos  y los  determinantes  definidos  a continua- 

ddn  son  positivos: 

T\  = loil  > 0 (5,47) 


T?  = 


+3  = 


0,  o3 

Qq  &2 


= a\ù2  ~ o0O3  > 0 


a\  03  0 

a0  a^  a4 
0 oj  a3 


= 010203  - 0]d4  - a0a 3 > 0 


(5.48) 

(5-49) 


La  ecuacidn  (5.47)  sdlo  expresa  que  el  coeficiente  a,  debe  ser  positivo,  en  tanto  que  la  satìsfaccidn 
de  la  ecuacion  (5.49),  acoplada  con  la  satisfaccidn  de  las  condiciones  o3  > 0 y o4  > 0,  implica  la 
^tisfaccion  de  la  ecuacion  (5.48).  For  lo  tanto,  la  condicidn  necesaria  y suficiente  pata  la  estabili- 
chd  dd  sistema  es  que  todos  los  coeficientes  a2,  a3  y a4  scan  positivos  y que  se  satisfaga  la 
desigualdad  establecida  en  la  ecuaddn  (5.46). 


5.9  | Mètodo  de  la  funciòn  de  transferencia 


Como  seexprestì  en  laseccion  3. 1 2,  la  fiinddn  de  transferencìa  de  una  ecuacidn  diferencial  indica  la 
relacidn  de  la  tiansformada  de  Laplace  de  la  funddn  de  respuesta  (salida)  a la  transformada  de 
Laplace  de  la  funddn  forzada  (entrada),  suponiendo  condicianes  inidales  cero.  Paia  el  sistema 
de  dos  grados  de  libertad  que  se  muestra  en  la  figura  5.5,  las  ecuadones  de  movimiento  son  las 
[ecuadones  (5.1)  y (5.2)]: 
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m\ 'x\  + (ci  + c?)k\  - C2X2  + (Ai  + *2)jci  “ *2*2  = /1  (5,50) 

m-2 X2  + (C2  + Cj)x2  - C2X\  + {k2  + ki)x2  - k2x\  = h (5.51) 

Consideiando  las  transformadas  de  Laplace  de  las  ecuaciones  (5.50)  y (5.51),  y supomendo  condi- 


dones  inìdales  cero,  obtenemos 

m\P“ X\  (j)  + (cj  + C2)sX\  ($)  — C2SX2(s) 

+ (jfc,  + k2)X\  ( j:)  - Jfc2X2(j)  = F,0)  (5.52) 

m2$*X2{s)  + (c2  + ca)jJf2(j)  - c2.sXj(^) 

+ (ifc2  + jfc3)X2(j)  - Jfc2*i{*)  = +2(j)  (5.53) 

Las  ecuaciones  (5.52)  y (5.53)  se  reordenan  para  obtener 

[»i]j2  + (ci  + c2)s  + (ij  + A2)]X](j)  — (c2  s + k2)X2{$)  = F\  0)  (5.54) 

[m2s2  + (c2  + c3)j  + (jfc2  + t3)]X2{^)  — (c2J  + i2)Xi(j)  = F2{$)  (5.55) 


Las  ecuadones  (5.54)  y (5.55)  indican  dos  ecuaciones  algebraicas  lineales  simultaneas  en  X((r)  y 
X2(s).  Èstas  se  pueden  resolver  con  la  regla  de  Cramer  [5.11]  como 


D,(j) 

■ D(s) 

(5.56) 

& 

II 

£ s> 

(5.57) 

donde 


Dj{j) 


+i(s)  ~<ea»  + ki) 

Fz{s)  mzs 2 + (c2  + c3)s  + {k2  + i3) 


= [m2s2  + (c2  + c3)j  + {k2  + %)]F](j)  + (c2 s + k2)F2(s) 


m\S 2 + (C)  + c2)$  + (*]  + k^)  F]($) 

~{c2s  + k2)  F20) 


= [iW,.*2  + (c]  + C2)j  + (^i  + A2)]F20)  + (c^-J  + Ì2)Fi(i) 


(5.58) 


(5.59) 


D(s)  = 


m^s2  + (c  j + c2),r  + (Aj  + k^)  ~(c2S  + k^) 

-{c2J  + k2)  m2$-  + (c2  + c3)j  + (*2  + *3) 


= m,»i2/  + [m2(c,  + c2)  + m,(c2  + c3)]j3 

+ [w2{*,  + k2)  + m\(k2  + -fc3)  + c,c2  + c2c3  + c3C]>2 
+ [{ij  + k2)(c2  + c3)  + C]jfc2  + c\k2  — c2k2  + C2Ì3]j 
+ {^1^2  + ^2^3  + Ajfc]) 


(5.60) 
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Notar. 

1.  E1  denominador,  £){j)f  en  las  expresiones  X({j)  y X£s)  dado  por  la  ecuacidn  5.60,  es  un  poli- 
norrno  de  cuarto  grado  en  s e indica  el  polinomio  caracteristico  del  sistema.  Debido  a que  el 
polinomio  caracterfstico  es  de  cuarto  grado,  se  dice  que  el  moddo  {o  sistema)  es  un  modelo 
{o  sistema)  de  cuarto  grado  {u  orden). 

2.  Las  ecuaciones  {5.56)  y {5.57)  nos  permiten  aplicar  las  tìansformadas  ìnversas  de  Laplaoe  para 
obteno-  las  ecuaciones  diferenciales  de  cuarto  grado  para  jrt{0  y Jf2(f),  respectivamente  (proble- 
ma5.79). 

3.  Se  pueden  utilizar  las  ecuaciones  { 5.56)  y (5.57)  para  derivar  las  funciones  de  transferencia  de 
Xi(t)  y x2(t)  correspondientes  a cualquier  funciòn  foizada  especificada. 


5.10  I Soluciones  obtenidas  aplicando  la  transformada 
I de  Laplace 


H càlculo  de  respuestas  de  sistemas  de  dos  grados  de  libertad  con  la  transformada  de  Laplace  se 
ilustra  con  los  siguientes  ejemplos. 


Ejemplo  5.10  Respuesta  de  vlbraclòn  llbre  de  un  slstema  no  amortiguado 

Ebcuentre  la respuesta de  vibraciòn  libre del  sistema que  se muestra en  la  figura 5.5(a)  aplicando  el  metodo  de 
la  tmnsfonnada  de  Laplace  para  los  siguientes  datos:  mt  = 2,  ro^  = 4,  fc,  = 8,  k2  = 4,  k$  = 0,  c\  = 0,  cj  = 0, 
C3  = 0.  Suponga  que  las  condiciones  iniciflles  son  - 0,  jr2(0)  = 1 y x \ (0)  = i3(0)  - 0. 

Soluekm:  Por  los  datos  dados,  paia  vibradòn  libre  con  f\(t)  = f£t)  — 0,  las  ecuadones  de  movimiaito  del 
sistema,  ecuaciones  (5.1)  y (5.2),  adoptfln  la  forma 

2xi  + 12xi  “ 4x2  = 0 (E.l) 


4x2  - 4xi  + 4x2  = 0 


(E.2) 


Tomando  la  transformada  de  Laplace  de  las  ecuadones  (E.  1)  y (E2),  obtenemos 

2[j2Jfi(j)  - jxi(O)  - xi(0)j  + 12Jfi(j)  - 4JC2(s)  = 0 (E.3) 

4[.t2X2(.j)  - jx2(0)  - x2(0)]  - 4Xi(.i)  + 4X>(.t)  = 0 (E.4) 


Rara  las  condiriones  iniriales  conoridas,  jT]{0)  = 0,  *2{0)  =■  1 , y i j{0)  = i ^fl)  = 0,  las  ecuaciones  (E.3)  y 
(E.4)  se  esciiberi  comc 


(2j2  + 12)Xi(j)  - 4X2(jp)  = 0 

(E.5) 

(4j2  + 4)X2(j)  - 4Xj(j)  = 4.r 

(E.6) 
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Si  mtroducimgs 


= 


= 


D(s)  = 


0 —4 

4j  4j3  + 4 

2s2  +12  0 

—4  4.r 

2s2  + 12  -4 

-4  4jJ  + 


16j 

: + 48j 

= &s4  + 56^  + 32 


(E.7) 


(E.8) 

(E.9) 


la  solucitìn  de  las  ecuaciones  (E.5)  y (E.6)  para  Jf](s)  y Xi{.t),  basada  en  la  rcgla  de  Crarner,  se  ejtpresa  como 


^s  _ 2j 

1 D(s)  8.f4  + 56s2  + 32  s4  + 7 s2  + 4 


(E.10) 


, _ °i(J)  _ + 4&s  _ j3  + 6j 

2W  O(j)  &f4  + 56.r2  + 32  .f4  + 7/  + 4 


(Ell) 


En  las  ecmdones  (E.lO)y  (E.l  l)se  ohserva  que  el  deuominador  es  cuadrdtico  en  s2  (derto  para  todos  los  sis- 
temas  no  amortiguados  de  dos  grados  de  libertad).  Dado  que  las  raices  del  denominador,  j4  + 7S2  + 4 = 0,  son 

s2  = -0.6277  (o  -0.79232),  -63723  (o  -2.52433)  (E,12) 

X yis)  y X2(s)  $e  expresan  en  fontia  factorizada  como 

XiU)  = — — — — 

(s2  + 06277 )(,F3  + 63723) 

x ( s = + 6s 

2X  ; (j2  + 0.6277)(j2  + 6.3723} 

Utilizando  fracciones  parciales,  Jf](s)  y Jf2  (s)  se  escriben  como 


(E.13) 

(E.14) 


, , 0.7923C]  Cjj  2.5243C3  C+j 

Jfi(.f)  = -=— — + ~~z  ■— + ^ — + 

j3  + 0.6277  j2  + 0.6277  j2  + 6.3723  j2  + 6.3723 


(E15) 


, ^ 0.7923C;  C6.r  2.5243C7  C& 

X2  (j)  = — — + — + — — + — 

j3  + 0.6277  j3  + 0.6277  .r2  + 63723  t2  + 63723 


(E.16) 


Para  determiaai  jr^f),  igualamos  (Eb  15)  y (E 13)  para  obtener  (de  los  mimeradores) 

0.7923C!(j2  + 6.3723}  + C2j(j2  + 6l3723)  + 2.5243C3(j3  + 0.6277)  + C4.f(j2  + 0.6277) 

= 2s 
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o 

j3(C2  + C4)  + j2(0.7923Ci  + 2.5243C3)  + j(63723C2  + 0.6277C4) 

+ (5.0488C!  + 14tì76C3)  = 2j  (E17) 


JguaJando  los  tenninos  oorrespondientes  en  ambos  lados  de  ia  ecuacidn  (E.  17)  obtenemos 
C2  + C4  = 0, 0.7923Cj  + 2.5243C3  = 0,6.3723C2  + 0.6277C4  = 2, 


5.0488C,  + 1.5845C3  = 0 (E.18) 

Lasolucion  de  lasecuaeiones(E,18)resultaen  Cj  = 0,  C2  = 0,3481,  C3  = 0,  C4  — —0,3481  y por consiguien- 
te  2fi(s)  de  la  ecuaciòn  (E.  15)  se  escribe  como 


Jf!(j)  = 0.3481 


s 

s2  + 06277 


- 0.3481 


£ 

s2  + 6.3723 


(E19) 


la  tranrfonnajda  iaveisa  de  Laplace  de  la  ecaacidn  (Eb  19)  resulta 

Xì{t)  = 0.3481  tos 0.7923 1 - 0.3481  cos2.5243f  (E20) 

Para  dfitenttmar  x^t\  igualamos  (E.16)  y (E.14)  para  obteuer  (dc  losuumeradores) 

Q.miCsis2  + 6.3723)  + Cfrtf.r3  + 6.3723) 

+ 2.5243C7  (.rJ  + 06277)  + Css(s2  + 0j6277)  = s3  + 6s 


0 

■r3  (C6  + C8)  + j2  (0.7923C;  + 2.5243C7)  + j(63723C6  + 0.6277C8) 


+ (5.048SCj  + 1.5845C7)  = s3  + 6j  (E,21) 

Si  igualamos  los  tdrminos  correspondientes  en  ambos  lados  de  la  ecuaciòn  (E2 1)  obtenemos 

C6  + C8  = 1,  0.7923C5  + 2.5243C7  = 0,6.3723Ce  + 06277Q  = 6, 

5.0488Cj  + 1.5845C7  = 0 (E.22) 

La  solucidn de  las  ecuaciones  (E22)  produce  Cs  = 0 ,C6  = 0.9352,  C7  = 0,  Cg  = 0,0648,  y por  consiguiente 
Jf2(j)  de  la  ecnacidn  (E.  16)  se  expresa  como 


Jf2(j)  = 0.9352- 

j 


j 

+ 0.6277 


+ 0.0648 


j 

+ 6.3723 


La  tmnsfoimada  inveisa  de  Laplace  de  la  ecuacidn  (E.23)  resulta 


(E,23) 


*2(r)  = 0.9352  cos0.7923f  + 0.0648  cos  2.52431 


(E24) 


La  respuesta  de  vibracitìn  libre  del  sistema,  jsi(f)  y x£t),  dada  por  las  ecuaciones  (E.20)  y (E.24),  se  mnestrn 
graficàmente  en  la  figuia  5,18, 
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Ejemplo  5.11 


Figura  5.18 


Respuesta  de  vlbraciòn  llbre  de  un  slstema  amortiguado 


Encuentre  la  respuefita  de  vibracitìu  libre  del  sistema  que  $e  muestra  eu  la  figum  5.5(a)  aplicaudo  el  metodo  de 
la  tiausformada  de  Laplace  cou  lq$  datos  siguientea:  ro^  = 2,  = 4,  = 8,  = 4,  = Oa  = Oa  c2  = 2, 

c3  =Ok 

Ccusidere  las  condicioues  iuidales  como  x{(0)  = 05  jr2{0)  = la  y i\(0)  = i2(0)  = 0. 

Sohidtìu;  Por  lo$  datos  dados,  para  vibmcidn  libie  con/j(ò  =f4t)  = 05  las  ecuacioues  de  movimieuto  del 
sistema  (5.1)  y (5.2),  adoptau  la  forma 

2x\  + 2x\  - 2x2  + I2*i  - 4*2  = 0 <E.l) 

43?!  - 2x\  + 2x2  “ + 4*2  = 0 <P-2) 
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Tornanda  la  trànsformàda  de  Làplace  de  las  eCuadoneS  (E.  1)  y (E.2),  obtenemos 

2[.rXi(.v)  - jjfi(0)  - ii(0)]  + 2 [jJf !(.(■)  - x i(0)]  - 2[jJf2(j)  - *2(0)] 

+ 12Jf!(j)  - 4Jf2(j)  = 0 (E.3) 

4[j2Jf2(j)  - jjt2(0)  - ir2(0)]  - 2[jJf!(j)  - jfi(O)] 

+ 2[jJf2(j)  - jf2(0)]  - 4Jf!(j)  + 4Jf2(j)  = 0 (E.4) 


Para  las  condiciones  iniciales  conocidas,  Jf,(0)  - 0,  Jf^o)  = 1,  y ii(0)  = i2(0)  = 0,  las  ecuaciones  (E.3)  y 
(E.4)  se  escriben  como 


(2j2  + 2j  + 12)Jf!(j)  - (2j  + 4)Jf2(j)  = -2  (E.5) 

(4jj  + 2j  + 4)Jf2(j)  - (2j  + 4)Jf!(j)  = 4j  + 2 (E.6) 


Intmduciendq 


jji(j)  = 


-2 

4j  + 2 


2j  - 4 
4j2  + 2j  + 4 


16j 


(E.7) 


Di(s)  = 


2j2  + 2j  + 12 

— 2j  - 4 


-2 

4j  + 2 


= 8j3  + 12j2  + 48j  + 16 


(E.8) 


D(j) 


2j2  + 2j  + 12 

— 2j  - 4 


— 2j  - 4 
4j2  + 2j  + 4 


= 8j4  + 12J3  + 56j2  + + 16j  + 32 


<E.9) 


la  soluciòn  de  las  ecuaciones  (E.5)  y (E.6)  paia  X,(s)  y Jf2(.j),  basada  en  la  regla  de  Cramer,  se  expresa  conto 


^i(j)  = 

Ms)  = 


AW 

D(j) 

i>ì(j) 


ltì.f 


2j 


8j4  + 12j3  + 56j2  + 16j  + 32 
8j3  + 12j2  + 48j  + 16 


j4  + 1.5j3  + 7J2  + 2j  + 4 
j3  + 1.5j2  + 6j  + 2 


D(j)  8j4  + 12j3  + 56r  + 16j  + 32  j4  + 1.5j3  + 7j2  + 2y  + 4 


(E-10) 

(E.ll) 


Bji  las  ecuaciones  (E 10)  y (E.  1 1)  se  ve  que  el  deuominadoi  no  es  una  cuadiàtìca  en  j2  (derto  paia  todos  los 
sistemas  amoitìguados  de  dos  grados  de  libeitad).  Las  rafces  del  denominadoi  (rafces  caracteristìcas  del  siste- 
ma),  s4  + 15S3  + 7y2  + 2s  + 4 = 0,  sepueden  hallai  (poi  ejemplo,  utilizando  MATLAB),  como 


ji^  = -0.6567  ± 2.3807/  ■ a ± bi 

Jj,4  = -0.0933  ± 0.8044/  - c ± di  (E.12) 

Se  ve  qne  las  rafces  son  complejas  (deito  para  todos  los  sistemas  amortìguados)  en  lugai  de  valores  sim- 
plemente  imaginarios  (derio  para  sistemas  no  amortìguados).  Considerando  Jas  rafces  caracteristìcas  en  la 
ecuaddn  (E.  12),  Jf,(j)  de  la  ecuaddn  (E.  10)  $e  expresa  como 


Jfi(j)  = 


2j 

[(j  ± af  ± fr2][(j  + cf  + d2] 


Cjt  + C2(j  + a)  C.yd  + C4(j  + c) 
[(j  + af  + fr2]  + [(j  + cf  + d2] 


(E13) 
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dùnde  a = 0.6567,  b = 2.3807,  c — 0.0933,  d — 0.8044,  y Ct,  i = 1,  2,  3,  4,  son  ctmstantes  desconoddas. 
Escrihiendo  la  expresidn  dd  lado  derecho  de  la  eouarìdn  (E 13)  como 

[C\b  + C2(s  + a)][(.f  + c)2  + d2]  [C3d  + C4(s  + <r)][(j  + a)2  + b2] 

— — ...  + <E.  14) 

[(j  + o)  + b ] [(j  + c)  + d ] 

e ignalando  el  nnttierador  de  ia  ecuarìdn  (E.  14)  al  nnmeiador  de  la  expresidn  intermedia  de  la  ecnarìdn  (E.  13), 
obtenemos 

(C^b  + C2s  + C2a)(sz  + 2sc  + c2  + d2)  + (Cjd  + C4 s + QcHj2  + 2ja  + a2  + bz)  = 2s 


P(C2  + C4)  + sz(2cC2  + bCi  + aC2  + 2oC4  + dC2  + cC4)  + ,p[(c!  + dz)C2 
2e(W7i  + aC2)  + (a2  + bz)C4  + 2 a(dC3  + cQ)]  + [(bcy  + aC2)(cz  + d2) 

+ (dC3  + cC4)(a 2 + b2)  = 2 s (E.15) 

%ualando  los  coefirìentes  de  los  terminos  correspondientes  en  ambos  lados  de  la  ecnarìdn  (E 15),  obtenemos 

C2  + C4  = 0 

bCi  + (2  c + a)C2  + dC3  + (2a  + c)C4  = 0 

2cbCi  + (2  ac  + c2  + dz)C2  + 2 adC3  + (2  ac  + 2 az  + bz)C4  = 0 

(bc2  + bdz)Ci  + (acz  + adz)C2  + (da2  + dbz)C3  + ( ca 2 + cbz)C4  = 0 (E.16) 

donde  los  vaJores  de  a,  £>,  c y d $e  definen  en  la  ecuacidn  (E.12),  solucidn  de  las  ecuaciones  (E.16),  por 
ejemplo,  con  MÀTLAB,  da  Cj  = — (10945,  C2  = — 0.3713,  C3  — 0.0196,  C4  — 0.3713.  ftjr  lo  tanto,  3f|(^)  en 
la  ecuacidn  (E.  13)  se  expiesa  como 


jfi(^) 


- 0.0945 

+ 0.0196 


(j  + a)1  + b2 

d 


- 0.3713 


+ 0.3713 


s + a 


(j  + a)2  + bz 

s + c 


(j  + c)z  + d2  (j  + c)z  + d2 

Tomando  la  tmnsformada  inveisa  de  Laplaoe  de  la  ecnarìdn  (E.  17),  obtenemos 


x\(t)  = e-0-6»7*(oo945sen  2.3807/  - 0.371 3 cos  2.3807f) 
+e-ow&  (0.0l96  sen  0.8044/  + 0.3713  cos  0.8044/) 


<E17) 


(E.18) 


Asimismo,  basada  en  las  raices  caracteilsticas  dadas  en  la  ecuarìdn  (E.12),  X2($)  de  la  ecuarìdn  (E1 1)  se 
exprasa  como 


X2(s)  = 


j3  + 1.5j2  + 6i  + 2 
[(j  + a)2  + b2][(s  + c)2  + d2] 


C£  + C6(j  + a)  Cjd  + C8(j  + c) 
[(j  + a)2  + b2]  [(j  + c)2  + d2] 


(E.19) 
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dbnde  a = 0,6567,  b = 2.3807,  c — 0,0933,  d = 0,8044  y Ch  i = 5,  6, 7,  8 $on  cgnstantes  desconocidas,  E$- 
cribiendo  la  expresidn  del  lado  derecho  de  la  ecuaddn  (E.  19)  como 

[Csb  + C(j(.s  + «}][$  + c)3  + d2]  [C7  d + Cg(.s  + c)][.f  + a)2  + fr3] 

; ; + ; : (E.20) 

[(j  + a)2  + t2]  [(j  + cf  + d2] 

eiguaiando  el  numeiador  de  la  ecnacidn  (E.20)  al  numerador  de  ia  expresidn  intermedia  de  la  ecnacidn  (E.  19), 
obtenemos 

{C£  + + Cffl)(.?  + 2 JC  + c2  + d7)  + (Cjd  + C&I  + Cgc)(j2  + 2sa  + a2  + b2) 

= j3  + 1.V  + 6s  + 2 


\c6  + C8  + j2(2cC6  + bC5  + aC6  + 2aCt  + dC7  + cC8)  + j[(c2  + d2)C6 
+ 2c(M:5  + aC6)  + (a2  + t?)C 8 + 2a(dC7  + cC8}]  + [(bC5  + aC6)(c2  + d2) 

+ dCj  + cCt)(a2  + b2)  = j3  + 1.5?  + 6j  + 2 (E.21) 

Iguaiando  los  coeficientes  de  los  tdiminos  conespcmdientes  en  ambos  lados  de  la  ecuaddn  (E.2 1 ),  obtenemos 

C6  + C8  = 1 

bCs  + (2  c + a)C6  + dCj  + (2  a + c)C8  = 1.5 

2 cbCs  + (2  ac  + c2  + d2)C6  + 2 adC7  + (2  ac  + a2  + ^)C8  = 6 

(bc2  + bd2)Cs  + (ac2  + ad2)Cb  + ( da 2 + db2)Cj  + (ca2  + cb2)Cs  = 2 (E.22) 


dbnde  lo$  valore$  de  a,  b5cy  d $e definen  en  la  ecuaeitìti  (E.12).  La  $olucitìn  de  la$  ecuacione$  <E.22)a  pgr 
ejemplo,  con  MATLAB,  re$ulta  C5  = — 0,041 8a  Ctì=  0,0970,  C-j  = 03077*  CB  = 0,9030.  Por  lo  tanto,  la 
ecnacitìn  (E.  19)  $e  escribe  como 


X2(s)  = - 0.0418 


+ 0.3077- 


(s  + a)2  + b2 
d 


+ 0.0970 


j + a 


(j  + c } + a 


+ 0.9030- 


(j  + a)2  + b2 
s + c 


(j  + c)  + dr 


Tomando  la  transformada  in\ei$a  de  Laplace  de  la  ecuacitìn  (E.23),  obtenemo$ 

Xj(t)  = e“Q6J67,(  -0.0418  sen  2.3S07/  + 0-0970  ùjs  2.3807f) 
+ a"0-09331  (03077  sen  0.8044i  + 0.9030  cos  0.8044r) 


(E.23) 


(E.24) 


La  respuesta  de  vibracitìn  libre  del  $i$tema,  4T|(f)  y x^t),  dada  por  la$  ecuacioues  (E.  1 8)  y (E.24),  se  muestra 
grtìficamenteen  lafigura5,18, 
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Ejemplo  5.12 


Respuesta  bajo  un  Impulso  obtenlda  aplicando  el  mètodo 
de  la  transformada  de  Laplace 


Dos  carros  de  fenocanil,  de  tnasas  = M y = m,  estdn  conectados  por  medio  de  un  iesoite  de  rigidez 
k , como  se  muestra  en  la  figum  5k17(a).  Si  el  cairo  de  masa  M se  somete  a un  impulso  detennine  las 
icspuestas  de  iespuesta  de  los  canos  aplicando  el  mètodo  de  la  trausformada  de  Laplace. 

Soluciòn:  Las  respuestas  de  los  canos  se  deteiminan  cou  cualquieia  de  los  siguientes  nfetodos: 

a*  Cousideie  el  sistema  que  experimentaià  vibmciou  fomda  debido  a la  velocidad  inicial  pioducida  poi  el 
impulso  aplicado  al  cano  Af  „ 

b+  Consideie  el  sistema  que  eiperimentaià  vibiacitìn  debido  a la  fueiza  f(t)  = F05(f)  aplicada  al  cano  M (con 
los  desplazamientos  y velocidades  de  los  canos  M ym  considemdos  ceio  inicialmente). 

Aplicando  el  segundo  mètodo,  las  ecuaciones  de  movimiento  de  los  canos  se  eipiesan  como 


Mx^  + k(xi  - x2)  = F0S(t) 

<E.l) 

mx2  + k(x2  ~ JVi)  = 0 

(E.2) 

Aplicando  las  tmnsfoimadas  de  Laplace,  las  ecuaciones  (Ekl)  y (E.2)  se  escriben  como 


(Afj2  + ^(j)  - kX2(s)  = 
-kXiis)  + ( ms 2 + £)*3(j)  = 0 
Las  ecuaciones  (E.3)  y (E.4)  $e  resuelven  para  X,(s)  y J^(s)  eomo 

F0(m^  + k) 

JCi(.v)  = — — ^ « 

j2{Afmj2  + k(M  + m)} 



j2{Afmj2  + k(M  + m)} 


X2(s) 


Utilizando  fracciones  parciales,  las  ecuaciones  (E,5)  y (E.6)  se  reescriben  como 


_ Fq  / 1 m ù>  \ 
~ M + m \s2  + wAf  js2  + a?) 

Xi(s)  = — — — (\~~  , ~ ,ì 

Af  + m \j2  <i)  j2  + ù,2/ 


(E.3) 

(E.4) 

(E.5) 

(E.6) 

(E.7) 

(E.8) 


donde 
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Las tran'iformadas  inversas  de las ecnadoneS  (E.7)  y (E,8),  ut ilizando  lo$ resultados  del apdndice D (en  el $itio 
web),  dan  la$  re$pue$ta$  en  funciòn  del  tiempo  de  los  canos  comq 

x'(,)  = 5rb(' + zbxn“)  ^101 

Nota;  Las  ecuaciones  (E.  10)  y (E.l  1)  $e  trazan  en  el  ejemplo  5.18. 


5.11  : Soluclones  obtenldas  utillzando  funclones 
' de  transferencia  de  frecuencla 


La  funciòn  de  transferencia  de  frecuencia  se  obtiene  sustituyendo  Ìm  en  lugar  de  j en  la  funciòn 
de  transferencia  general  del  sistema.  La  generaciòn  de  la  funciòn  de  Uansferencia  de  frecuencia  y 
d mòtodo  de  busqueda  de  la  respuesta  de  un  sistema  por  medio  de  esta  funciòn  se  ilustra  con  los 
àguientes  ejemplos. 


Ejemplo  5.13  Derìvaciòn  de  funclones  de  transferencia  de  frecuencia 

Derive  la$  funciones  de  tmnsferencia  de  frecuencia  JC|(t)  y *?(()  para  el  sistema  que  Se  muestra  en  la  figura 
5.19(a). 

Solueiun:  De  acuerdo  con  lo$  diagramas  de  cueipo  libre  de  la$  masas  mty  nb  que  se  muestran  en  la  figura 
5.19(b),  la$  ecuadonesde  movimiento  del  $i$tema  $e  obtienen  como 


m^jti  + ciii  + ^iJti  + C2(iri  - ir^)  + *a(*i  ~ Xi)  = Pì  = senwt 


(Rl) 


m2X2  + C2(x2  - iri)  + k2(x2  - JTi)  = P2  = o 


(E.2) 


f 


i 

(a)  (b) 


Fìgura  5.19 
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Se  observa  que  las  ecuadones  (E.  1)  y (E.2)  $e  pueden  obtener  a partìr  de  las  ecmacianes  (5.50)  y (5.5 1)  e$ta- 
bleciendo  = c3  = 0,  /j(i)  - pj(r)  y /2(f)  = 0.  Si  tomamos  la$  tran$fonnadas  de  Laplace  de  las  ecmaciones 
(E.  1)  y (E.2)  y suponemos  condiciones  iniciales  cero,  obtenemos 

m^JfiW  + cisJfi(j)  + jfeiJfi(j)  + c2j[Jfi(j)  - Jf2(-r)3 

+ *2[X!(j)  - Jf2(j)]  = PjCt)  (E.3) 

m2/jf2(j)  + c2s[Jf2(j)  - Jfi(j)]  + ^[JC2(J)  - Jfi(jr)]  = 0 (E.4) 

Las  expresiones  X\(x)  y X2($)  se  pueden  encontrar  a partir  de  la  solucidn  de  las  ecuaciones  (E.3)  y (E.4)  [esta- 
bleciendo  k3  = 0,  F\(s)  = P j(s),  y f2(s)  = 0 las  ecuaciones  (5,56)  a (5>60)] : 


jfi(j)  = 


AW 

ìj(j) 


<E  .5) 


donde 


jf2(j)  = 


D(s) 


(E6) 


JJi(j)  = (m2,r  + c2.t  + fc2)J’i(s) 

(E.7) 

AW  = (c2-F  + 

<E.B) 

JJ(j)  = (mim2)j4  + [mjc2  + m2ci  + m2<^]j3 

+ [miA2  + m2&ì  + m2£2  + ci<^]j2  + [ci^2  + c^i].*  + (&i&2)  (E.9) 

En  vista  de  las  ecnaciones  (E.7)  a (E.9),  la  funcidn  general  de  transferencia  de*i(f)  y jrj(f)  se  detennina  a paitii 
de  las  ecuaciones  (E5)  y (E.6)  como 


Jfit-*)  _ m2j2  + c2j  + ki 

Tjj)  jj(j) 


(EIO) 


Jf2(j)  _ c^.r  + jfe2 


<E.ll) 


donde  la  ecuacidn  (E.9)  da  D($).  Con  s = i«  en  las  ecuaciones  (E.10),  (E.  1 1)  y (E.9),  las  fimciones  de  transfe- 
ienda  de  fiecuenda  de  jej(J)  y x-£t)  s e obtienen  como 


Jfi(iùj)  — m2ù)2  + jùk>2  + kì 
Pj(lÙ))  JJ(lù)) 

Jf2(l'ù))  _ jù)C2  + ifcj 
Pi(i(o)  D(itit) 


(E.12) 

(E13) 


donde 


JJ(l'ù))  = ù)4(mim2)ù)4  — jù)2[mj  c2  + m2  ci  + m2  c2] 

— ù)2  [miJfe^  + m2Jfei  + m2JÈ2  + CiC2]  + iù)[ciit2  + c2iti]  + (jfeiW 


(E.14) 
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Ejemplo  5.14 


Respuesta  de  estado  estable  de  un  sistema 

Encuentre  la respuesta  de  c$tado  estable  del  sistema  considerado  en  el  ejemplg  5b13  $in  amortìguamiento. 


Saluddn;  Con  Cj  = = 0 en  laa  ecuaciones  (E.  12)  y (Es  13)  del  ejemplo  5.13,  obtenemos  las  ftmcione&  de 

tmnsferencia 


3Ì  (itìfl)  = 


*i<» 

•Pi(i'w) 


mimjù)4  — (mik^  + m^ifei  + m2^z)  ^ 


<E.l) 


T2(ia>)  - 


XJM) 

Pi(iw) 


kj 

— (miJtj  + m2k\  + rn^k^)^  + k\k2 


(E.2) 


ypor  consignietite 


Xiiù**)  _ k2 
J^i(im)  t2  — m^m2 


(E.3) 


la  solucitìn  de  estado  estable  x\ (i)  se  obtiene  de  la  ecuacidn  (E.  1)  otìlizando  P\(ko)  = P0  sen  wt,  como  sigue 


Xi(t)  = |JSCi(jù»)|  senùrf  = 


(%  - m2<^)Pù  . , . _ .. 

— $en(wt  + dti)  (E.4) 

[mimjw4  — (mjitj  + rnjÈi  + m^k^ar  + k\kì\ 


dbnde 


Miu)  rt 

Vì  = „ ■„  = o O 2T 

Pl(l  ù>) 


<E,5) 


A partir  de  lflS  eCnfldonefl  (E.3)  y (E.4),  la  soluddn  de  estfldo  estàble  x4t)  $e  determina  cotno 


xz(t)  = |JCì(ìm)|  sen  (tot  + <h) 


X2(ìùi) 


|jfi(i6))|  sen(wi  + <h) 


Jfi  (to) 

(k2  - m^to^Po 


(Jt^  — m2ùJ^)[mim2<M4  “ (miJfcj  + m^Jfci  + m2h)<o2  + jfciJk^] 


sen  (<or  + ^2) 


[mim^ù)4  — (mjjfc^  + m^jfci  + m2k2)<o2  + jfcjjfc^] 


sen(ùir  + fa) 


(E6) 


donde 

Xz(i<o)  X2(ito ) JC^im) 

Se  ve  qne  <£,  y$3 son  o 0 o -n-. Por  consigniente,  Ifls  mflsas  m|  y m2  se  mue ven  o en  fase  (<j>  = 0)  o desfasadfls 
(<i>  - v)  con  la  foerza  aplicada  P|(ìm).  Por  lo  tanto,  las  masas  mi  y m2 se  moveidn  en  la  misma  dneccidn  $i 
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fk 2 [h 

< yj  — y en  b direcciòn  opuesta  $i  a>  > yj  — . Si  a> 
tnasa  tendra  movimiento  senoidal. 


V ttt  2 


ma$a  mi  no  $e  moverS  en  tanto  qne  la 


5.12  Ejemplos  resueltos  utilizando  matlab 


Ejemplo  5.15  Soluciòn  del  problema  de  valor  eigen 

LTtilmindo  MATLAB  determirie  la$  frecuenckts  naturales  y foitna$  de  modo  del  siguiente  probJema: 


_■**•[)  ?]+{-?  'ì]]5'3 


<E.l) 


Solueitìn;  E1  problema  de  valor  eigen,  ecuacidn  (E.  1),  se  imcribe  como 


2 

-il 

l~* 

1 0l 

-1 

2J 

\x  = A 

L» ,] 

<B-2) 


donde  A = m^/Aes  el  valor  eigen,  oì e$  la  frecuencia  natuial  y Ie$el  vector  eigen  o forma de modo.  La 
soLuciòn  de  la  ecuaciòn  (E,2)  $e  determina  utilizando  MATLAfi  corao  sigue: 

» 2 -iF  -1  3] 

A - 


2 

-1 

» D] 

V v 


-1 

2 

ilffW 


-0.7071  -0.7071 

0.7071  -0.7071 


D = 


3.0000  0 

0 1.0000 


Rir  lo  tanto,  los  vaiores  eigen  $on  A,  = 1.0  y A2  = 3.0,  y los  vectores  eigen  correspondientes  son 


J -0.7071  ì v _j  -0.7071  ì 

\ -0.7071  J y 2 \ 07071 J 


Ejemplo  5.16  Ralces  de  una  ecuaciòn  cuàrtica 


VJtilizando  MÀTLAB,  encuentre  las  rafces  de  la  eouacidn  cuirtica 

f(x)  = x4  - 8ot  + 12  = 0 
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Ejemplo  5.17 


Solucidii;  Se  utìliza  el  oomando  MATLAB  roota  para  obteoer  las  rafoes  del  polioomio  de  cuarto  grado  como 

jrll2  = -1-37091  ± 1.82709Ì 
= 1-37091  ± 0.648457/ 

» rootfl  (ri  0 0 -6  12] ) 

UCLfl  - 

-1.370S  + 1. S2711 
-1.3709  - 1. 82711 
1.3709  + 0 . € 4S-i 
1.3709  - 0.È45-Ì 


Trazo  de  una  respuesta  de  vibraclòn  libre 


Utìlizaudo  MATLAB  trace  la  respoesta  de  vibradtìo  libre  de  las  masas  mt  y m^del  ejemplo  5.3. 

Solucitìn:  Las  ecuaciones  (E.  15)  y (E 16)  proporciooao  las  respuestas  eo  fuodtìo  del  tiempo  de  las  masas  mx 
y m^  del  ejemplo  5.3.  E1  programa  MATLAB  para  trazar  las  respuestos  Se  pieseota  a cootiouacitìo. 

% E-_3.ll 
for  i r li  £01 

t (i)  = 20  * (i-lj  /£00  f 

xl(ij  = (S/7)  * cofl(l.Seil*t(iJ  ) + (2/7)  * eofl(2.4495*t(i) ) r 
x2(i)  = (10/7)  * cafl(1.5eil*t(ì))  - (10/7)  * etìfl  (2.449S*t  (i) ) ; 

*nd 

■uhplot  (211)  j 

plot(t,  3tl); 

xlibal  (■  t ■)  r 
ylibol  ('xl(t)  ■)  r 
aubplot  (2 12)  r 
plùttt,  x2)  r 
xlibal  (■  t ■)  r 
ylibol  ( ’x2  (t)  ■)  r 
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Ejemplo  5.18 


Respuesta  en  funciòn  del  tlempo  de  los  carros  de  ferrocarrll 


Utìlizando  MATLAB  trace  las  respiKstas  en  funciòn  del  tiempo  de  los  dos  carros  de  ferrocaml  considemdos 
el ejetnplo  5. 12  pam lo$ datos siguientes:  = 1 500 N ,M=5 000 tg5  m = 2500 tg,  k = 104 N/m, 

Soluciòn:  Con  los  datos  dados,  la$  re$pue$ta$  de  lo$  canos  de  fenocairil  se  expresan  como  (seguu  las  ecua- 
ciones  (E.  10)  y (E.  1 1)  del  ejemplo  5.12): 

j Ki(t)  = 0.20  + 0.204124  sen2.44949f)  (E.l) 

x2(t)  = 0.2 (f  - 0.408248  sen 2.44949/)  (E.2) 

donde 

m2  = 104  — — + -t-  o ù)  = 244949  rad/s  <E,3) 

CJlAfl  OCfUl  1 ' 


El  progiama  MATLAB  pam  trazar  Jas  ecuaciones  (E.  1 ) y (E2)  se  da  a continuacidn 

% Kxsie .n 
fOT  if=l  l 101 

t (i)  S±  6*  (i  - 1)  / 100  F 

xl(l)  - 0.2*  c t Ci)  + 0.204124*eiu(2.44$4$*t(ìn)  r 

x2(l)  =0.2*  (t(i)  - 0.40e24S*aiu(2.44S4$*t(i)))  ; 

end 

plot  [tr  Xlj  ; 
xlal>al  (■  t ■)  ; 
ylibal  ('xl(t)  sc2  (t)  1 ) ? 
bold  ohf 

plot  (tr  x2f  '-b)f 
gtext  (axli  Bolid  lina')j 
gt«xt  (ax2i  Dottad  lin* ■ ) j 
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EJemplo  5.19 


Trazo  de  la  respuesta  de  frecuencia  de  un  slstema  de  dos  grados 
de  libertad 


Utìlizando  MATLAB,  traoe las funciùne& de respuesta de frecuencia del sistema ocm$ideiadjO  en  el ejemplo  5b8 

Sòluritiit:  Las  fuociones  de  iespuesta  de  ftecuenoia  X\(ù>)  y X2(ùy\  dadas  por  las  ecuadoues  (Efctì)  y (E.7)  del 
ejeuiplo5f8,  son 

X:(to)k  (2  - A2} 

~^~-(a|-a5)(i-a*)  ^ 

- 1 (EJ! 

Fio  (A|  - A5)(l  - A5) 


donde  A = (d/u,  y A^  = (Di/tD,.  De  los  resultados  del  ejemplo  5.8  mcontramos  qne  A2  - ù^/ù),  = (3 kfm)f 
(k/m)  =3.0  programa  MATLAB  para  tmzai  las  ecnaciones  (E 1)  y (E2)  se  piesenta  a continnacidn. 

% EX-514  .AL 
£òt  i i 1:  101 

wjrl  (ij  B 5 * (i  - 1)  / 100 f % 0 ttì  E 

xl  (i)  * (2-wjfl  (i)  V2)  / ( (3-v  ifl  (i)  V2)  * (l-lfjffl  (i)  V2)  ); 
x2  (1)  * 1 / ( (3-W_|fl  (1)  W * tl-»_Wl  (i)  \*2)  ) f 

Bubpltìt  (211)  ; 
plot  (w_»l,  kI) i 
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Ejemplo  5.20 


xlabal  ("w/wl-Jr 
ylA bùl  ( 1 x_l*K/F_i_0 1 ) f 
grld  <m; 

■ubplat  (212) ; 
plat  (w_wlr  x2) } 
xlih&l  (■»/*!■) } 
y 1 abel  ( - 32 *K/F_1_0 - ) j 
grld  tm 


Respuesta  forzada  de  un  sistema  de  dos  grados  de  llbertad 


Determine  y trace  la  respuesta  en  fnndtìn  del  tiempo  de  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  con  ecnarìones 
de  movimiento 


p °iN+r 4 

[o  [-1 


con  las  coùdiciones  inidales 


Jti(O)  = 0.2,  i,(0)  = 1.0, 


xt{0)  = 0,  i2(0)  = 0 


<E.l) 


<E.2> 


Soluciòn:  Para  ntLlizar  el  progxama  MATLAB  odo23,  las  dos  ecmrìones  diferenrìales  acopladas  de  segnn- 
do  orden  se  tienen  que  expresar  como  un  sistema  de  ecuaciones  diferenrìales  acopladas  de  primer  orden.  Para 
esto,  introducimos  nuevas  variables  como  yj,  y2,  y3  y y4  como 


yi  = xi,  yj  = xu  yj  = xz,  y4  = xz 
y expresamos  la  ecuarìdn  (E.  1)  como 

jri  + 4-jci  - xz  + 5 jci  - 2jc2  = cos3r 


o 


y 


0 


* = cos  3f  - 4*  + y4  - 5yi  + 2y3 


2 jc2  — ifi  + 2jt2  — 2jci  + 3jt2  = 2 cos3f 


1 3 

y4  = cos  3f  + - - y4  + yi  - 

Rjr  lo  tanto,  la  ecuarìon  <E.  1)  se  vuelve  a expresar  como 


yi 

» t 

' = i 

cos3f  - 4y,  + y4  - 5yi  + 2^  ( 

yj 

y+  j 

^4; 

1 3 

cos3f  + -yi  - y»  + yi  - -yjJ 

<E.3) 

<E.4) 

(E  5) 

<E.6) 

(E.7) 
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(Dd  las  condidones  iniciales 


y( o)  = 


aW 

'0.2' 

ft(0) 

► = ( 

1.0 

3${0) 

0.0 

3-4(0) , 

.0-0. 

<E,8) 


H programa  MATLAB  paia  resolver  las  ecuaciones  (E.7)  con  las  condicioiic$  iniciates  de  la  ecmcidn  (E.8) 
da  a continuacidù. 


% E3eE_2Q.ii 

tÈpan  * [0:  Q.Oli  20]; 
yQ  = [0.2;  1.0;  0.0;  0.0]  ; 

[t,y]  - o<5&23  ( "df uncS  lE ■ r tspan,  yO)  ; 
dubplot  (211) 
plot  (try  (if  1)); 

jclab&l  ( ’ t1 ) ; 
ylab&l  ( 9 Xl  (t)  ■)  ; 
aubplot  (212) 
plot  (try  (:r  31), 
xlabal  (■  t')  ; 
ylabel  ( ' x2  ( t)  1 ) ; 

%dfuncE_lE.n 

function  f e dftmcE  lE  (try) 
f s=  EaraB  (4,  1)  ; 
f(D  y(  2)f 

f (2)  = caa(3*t)  - 4*y(2)  + y(4)  - E*y(l)  + 2*y(3)i 
f(3)  =y(4); 

f (4)  & coe  (3*  t)  + G.E*y  (2)  - y (4)  + y(l)  - l.E*y(3); 
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Ejemplo  5.21 


Programa  para  determinar  las  raices  de  una  ecuaciòn  cuàrtica 

Desarrolk  un  programa  general,  llamado  ProgramS  .m  pam  determinar  Jas  Knces  de  una  ecuaddn  cuirtiea. 
Use  el  progiama  pma  deteiminar  las  raices  de  la  ecuacidn 


f( x)  = x*-Sx+  12  =0 


Soluciòn:  El  programa  Programfi  .m  se  desarroUd  para  resolver  la  ecuacion  al*(x'4)  + a2*(xA3)  + 
a3*(xA2)  + a4*x  + a5  = 0 con  al,  a2,  a3,  a4,  y a5  oomo  datos  de  entrada.  E1  programa  presenta  los  coeficien- 
tes  del  polinomio  y tambidn  las  rafoes  de  la  ecnacidn  como  resultados, 

Solutitìn  of  6 quartie  equntion 


Dita: 

a(2)  - 

6(3) 

1(4)  n 

*(S)  B 


1.  OOOOOOtì+COO 
0 . 0000006+000 
0 . 00G0G  0a*G  00 
-e. ooooooè+ooo 
1.2000006+001 


BDOtfll 


Koot  H6. 


Keal  part 


Imaginary  par  t 


1 

2 

2 

4 


-1. 370$  07a+Q  00 
-1.3703076+000 
1.3703076+000 
1.370307«+000 


1.0270346+000 
-1.  B2 7 0346  + 000 
€.4045726-001 
-5.4045726-001 


Resumen  del  capitulo 

Considemmos  la  determinaciòri  de  las  ecmciones  de  movimiento  acopladas  de  sistemas  de  do$  grados  de 
libertad.  Determinamos  los  valoies  eigen  o ftecuencias  natmale$  de  vibracitìn,  los  vectores  modales  y las 
solndones  de  vibraciòn  libre,  Presentamos  los  conceptos  de  acoplamiento  de  coordenadas,  coordenadas  gene- 
ializadas  y coordenadas  principales.  Estudiamos  el  anSlisis  de  vibmciòn  forzada  del  sistema  sometido  a nna 
fuerza  armònica.  Consideramos  el  metodo  de  la  funciòn  de  tiansfeiencia,  la  solndtìn  signiendo  el  metodo  de  la 
transformada  de  Laplace  y el  mdodo  de  la  fnncitìn  de  tntnsfeiencia  de  ftecuencia.  Por  nltimo,  presentamos  las 
solndones de  vibracitìn  libre  y forzada,  de  sistemas  de dos giados de  libertad  obterddas  utilizando  MATLAB. 

Ahora  que  ya  termintì  este  capftulo,  deberà  $er  capaz  de  iesponder  las  pieguntas  de  repaso  y resolver  los  pro- 
blemas  qne  $e  piesentan  a continnadtìn 


Referencias 

5-1  H Sato,  Y.  Knioda  y M,  Sagara,  "‘Devdopment  of  the  finite  element  method  for  vibiation  analysis  of 
madiine  tool  stmctuie  and  its  application”,  Prvceedìngs  of  the  Foumentk  ìnternational  Machìne  Tool 
Design  ond  Research  Conference,  Macmillan,  Londies,  1974,  pdg$h  545-552« 

5 J F.  Koenigsberger  y J.  Tlnsty,  Machine  Tool  Sfructures,  Ifergamon  Press,  Qxfoid,  1970, 

5*3  C P.  Reddy  y S.  S.  Rao,  "Automated  optimum  design  of  machine  tool  structmes  for  static  rigidity, 
natmal  ftequencies  and  regenemtive  chatter  stability”,  Joumat  of  Engineeringfor  Industry,  Vol.  100, 
1978,  pigs,  137446« 

5*4  M S.  Hundal,  JiEffect  of  damping  on  impact  rcsponse  of  a two  degree  of  fteedom  system”,  Joumat  of 
Soundand  Vìbratìon,  Vol.  68,  1980,  pàgs.  407-412. 

5 3 I.  A.  Linnett,  i4The  effect  of  rotation  on  the  steady-state  response  of  a spring-mass  system  nnder  harmo- 
nic  exdtation”,  Journal  ofSound  and  Vibmtion,  VoL  35,  1974,  pàgs.  141. 


482  Capftulo  5 Sistemas  de  dos  grados  de  tibertad 


5«6  A.  Hyrwitz,  **Qn  the  eonditìons  under  whidi  an  eqnatìon  has  only  rootS  with  negatìve  reaJ  parts”  en 
Seteaed  Papers  on  Maihemmcal  Trends  in  Control  Tkeory , Dover  Pnblications,  Nneva  York,  1964, 

p%£k  70-82. 

5*7  R.  C.  Dorf,  Modern  Control  Systems  (6a.  ed.)3  Addison-Wesley,  Reading,  MAf  1992. 

5*8  I.  P.  Den  Hartog,  Mechanicat  Vìbrathns  (4a.  ed.)5  McGmw-Hill,  Nneva  York,  1956. 

5.9  RH.  Scanlan  y R Rosenbanm,  Introduction  to  the  Study  ofMrcrafi  Vibration  and  Ftmer,  Macmillan, 
Nneva  York,  1951. 

5*10  L A.  Pipe$  y L.  R Harvill,  Applied  Mathermtics  for  Engineers  and  Physicists  (3a.  ed.X  McGraw-HiJl, 
NnevaYork,  1970. 

5*1 1 S.  S . Rao , Apptied  Ni mericat  Methods for  Engineers  and  Scientists,  Prentìce  Hall,  Upper  SaddJe  River, 
NJ3  2002, 


preguntas  de  repaso 

5*1  Proporcione  respuestas  breves  a Jo  siguiente: 

I^Ctìmo  $e  determinan  los  giados  de  libertad  de  un  sistema  de  masa  concentrada? 

l.Defma  estos  tèrminos:  acoplamìento  de  nrnsa:  acoptamiento  de  vetocidad,  acophmiento  etdstico . 

3*^E$  la  naturaJeza  del  acoplamiento  dependiente  de  las  coordenadas  utìJizadas? 

4*^CuSntos  giados  de  libertad  tìene  un  avidn  en  vnelo  si  se  trata  oomo  (a)  nn  cnerpo  rìgido5  y (b)  nn 
oieipo  elàstìco? 

5-iQue  son  Jas  cooidenadas  principales?  ^Ctìmo  se  ntìJizan? 

6*P>r  què  las  matrices  de  masa,  amortìgnamiento  y rigidez  son  simriricas? 

7*dQuè  esun  nodo? 

8*iQne  qneremo$  decir  por  acoplamiento  estìtìco  y dinàmico?  £Cdmo  se  puede  eliminar  el  aco-pla- 
miento  de  las  ecuaciones  de  movimiento? 

9*Defina  Ja  matriz  de  impedancia. 

10*iCdmo  puede  hacer  qne  un  sistema  vibre  en  nno  de  sus  modos  natuiales? 

ll^.Què  es  nn  sistema  degenerado?  Proporcione  dos  ejemplos  de  sistemas  fìsicos  degenerados. 

12^Cnàntos  modos  degeneiados  puede  tener  un  sistema  vibratorio? 

13*£CuàJ  es  la  difeiencia  entre  una  funcidn  de  transfeiencia  general  y una  funcitìn  de  transfeiencia  de 
fiecuenria? 

14*iCulntas  fiecuenrias  naturales  pueden  ser  cero  para  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad  no  restrin- 
gido? 

5*2  Indique  si  cada  uno  de  los  siguientes  enuuriados  es  verdadero  o feJso: 

l*Los  modos  noimaJes  tambien  se  conocen  como  modos  prinripales. 

2*Ias  coordenadas  generalizadas  son  JineaJmente  dependientes. 

3*las  cooidenadas  prinripales  se  pueden  con$iderar  como  cooidenadas  generalizadas. 

4*Ia  vibracidn  de  un  sistema  depende  del  sistema  de  coordenadas. 

5*La  naturaleza  del  acoplamiento  depende  del  sistema  de  coordenadas. 

6*Ias  oooidenadas  prinripaJes  evitan  tanto  el  acoplamiento  estàtico  como  el  dinàmico. 

7*0  uso  de  coordenadas  prinripales  ayuda  a determinar  la  respuesta  del  sistema. 

S.Las  matrices  de  masa,  rigidez  y amortìguamiento  de  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad  son  simè- 
tricas. 

9*Las  camcteristìcas  de  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad  se  utìJizan  en  el  disefio  de  un  amortigua- 
dbr  de  vibmridn  dinàmica. 

10*Los  sistemas  semidefinidos  tambidn  seconocen  como  sistemas  degenemdos. 

11*  Ua  sistema  semidefinido  no  puede  tener  ftecuencias  natumles  no  cero. 

12.1as  coordenadas  genemJizadas  siempie  se  miden  con  iespecto  a Ja  posiridn  de  equiJibrio  del 
cueipo. 
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13+CXiraiite  ia  vibmdtìn  libre,  lo$  diferentes  grado$  de  libertad  oscilan  con  àngulos  de  fese  difeiente$. 

14.  Dumnte  la  vibmeiòn  libre,  los  difcrentes  grados  de  libertad  oscilan  a diferentes  &eeuencia$. 

15+Dnrante  la  vibiaciòn  libre,  lo$  difcientes  grado$  de  libeiiad  oscilan  con  amplitndes  difcrentes. 

16.La$  amplitndes  relativas  de  grado$  de  libertad  difcrentes  en  un  $i$tema  de  do$  grado$  de  libertad 
dependen  de  la  frecuencia  natural. 

17*Ici$  vectoies  modales  de  un  $i$tema  indican  lo$  modos  normales  de  vibraciòn. 

18.E1  polinomio  caracteristico  de  un  $i$tema  amortiguado  de  do$  gmdos  de  libertad  $erf  cuadritico  en 

19 M polinomio  camcterfetico  de  un  $i$tema  de  do$  grados  de  libertad  puede  ser  cuadràtìco  en  A 

20  .Las  ecuaciones  de  mo  vimiento  de  un  $istema  de  dos  giados  de  libertad  pueden  expresarse  en  funcion 
del  desplazamiento  de  cualquieia  de  la$  do$  ma$a$. 

5-3  Escriba  en  lo$  sigutaites  e$pado$  que  aparecen  en  blanco  la  palabia  conecta: 

l*Ia  vibmciòn  libre  de  un  $i$tema  de  do$  gmdo$  de  libertad  sometìdo  a una  excitaciòn  inicial  arbitmria 
se  puede  determinar  $uperponiendo  lo$  do$  modo$ de  vibmciòn. 

2pEl  movimiento  de  un  $i$tema  de  do$  gmdos  de  libertad  $e  describe  por  medio  de  do$  coordenada$ 


3+Cuando  la  frecuencia  foizada  e$  igual  a una  de  la$  fiecuencias  natumles  del  $i$tema,  ocune  un  fcnò- 
meno  conocido  como . 

4+Las  amplitudes  y òngulos  de  fase  $e  determinan  a partìr  de  las  condiciones del  sistema. 

S^Pam  un  $i$tema  torsional y son  andlogo$  a la$  masas  y re$orte$  lineales,  iespec- 

tivammte,  de  un  $i$tema  de  ma$a-iesorte. 

6M  u$o  de  cooidenadas  genemlizadas  conduce  a diferentes  tipo$  de . 

7*Un  sistema  semidetinido  tìene  al  meno$  un  movimiento  de  cueipo . 

SM  acoplamiento  eldstìco  tambien  $e  conoce  como  acoplamiento . 

9.E1  acoplamiento  inercial  tambiòn  se  conoce  como  acoplamiento . 

1G*E1  acoplamiento  de  amortiguamiento  tambiòn  $e  conoce  como  acoplamiento . 

ll*La$  ecuaciones  de  movimiento  de  un  $i$tema  serin cuando  $e  utilicen  coordenadas  prin* 

cipales. 

12*El  criterio  de  Routh-Hurwitz  $e  puede  utilizar  para  in  vestìgar  la de  un  $i$tema. 

13*La$  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  de  dos  giado$  de  libertad  estòn  de$acoplada$  $òlo 
cuando  las  ma$a$  no  estìn conedadas. 

14. La  vibraciòn  de un  sistema  sòlo  en condiciones  iniciales  se  llama  vibraciòn . 

15+La  vibmciòn  de  un  sistema  sometido  a fueizas  extemas  se  llama  vibraciòn . 

16*  El  orden  de  un  sistema  e$  el  mismo  que  el  orden  del  polinomio del  $istema. 

17*La  iespuesta  de  un  $i$tema  no  iestringido  $e  compone  de  un  movimiento  de  cueqjo  rigido  y movi- 
tniento . 

5*4  Seleccione  la  re$pue$ta  màs  adecuada  de  entre  las  opciones  dadas; 

1*  Cuando  un  $i$tema  de  dos  giados  de  libertad  se  somete  a una  fuerza  aimònica,  el  sistema  vibia  a 
a+  la  ffecuencia  de  la  fuerza  aplicada 
b * a una  ffecuenria  natuial  menor 
c#  a una  frecuencia  natural  mayor 

Z Lo$  giados  de  libertad  de  un  sistema  vibmtorio  dependen 
a-  de  la  cantìdad  de  masas 

b*  de  la  cantìdad  demasas  y lo$  grados  de  libertad  de  cada  ma$a 

c-  de  la  cantidad  decooidenadas  utilizada  para  describir  la  posiriòn  de  cada  masa 

3-  Un  $istemadedo$giado$de  Jibertad  tìene 
a.  un  modo  normal 
b*  do$  modos  normales 
c,  mucbos  modos  normales 
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4,  Ui$  ecuaciqnes  de  movimieoto  de  im  sistema  de  do$  gmdo$  de  libertad  suekn  $er 

a. acoplada$ 

b.  desacopladas 

c.  lineales 

5.  Laimpedanciametìinica2ra(«u)e$ 

a-  [mrs]x  + [c„]x  + [kr,]x 


C,  -ù)2mrl  + iwcrs  + k„ 

6.  Ia  matriz  de  impedanda,  qne  e$  [2(j <u)],  $e  pnede  utìlizar  pam  detennirar  Ja  solncidn  cotno 

a.  x = [z(jw)]-1  f0 

b. x  = [z(iw)]  ~F0 

(uX  = [Z(itu)]X0 

7,  La  confìgumciò  n de  nn  sLstema  quc  vibm  a una  dc  sus  fecnencias  natuialcs  sc  llama 

a,  niodo  natuiaJ  b,  frecuencia  natuiaJ  c*  soluciòn 

& Las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  de  dos  giados  de  Jibertad  suden  aparecer  como 
a»  ecuadones  aigebiaicas  acopladas 

b,  ecuariones  diferenciales  acopladas 

c,  ecuariones  desacopladas 

SJ  Cbnriarione  Jos  elementos  en  las  dos  columnas  siguientes; 


L Acoplamiento  estàtico. 

2*  AcopJamiento  ineiriaJ 
3*  Acoplamiento  de  veloridad 
4 Acoplamiento  dindmico 


a>  Sdlo  1a  matriz  de  masa  es  no  diagonaJ 

b,  Las  matrices  de  masa  y amortiguamiento  son  no  diagonales 

c;  Sòlo  la  matriz  de  rigidez  es  no  diagonal 

dL  StìJo  la  matriz  de  amortìguamiento  es  no  diagonaJ 


5*6  Correlarione  Jos  datos  de  la  coiumna  izquieida  con  las  ecuaciones  de  frecuencia  de  Ja  coiumna  derecha 
paia  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  iegido  por  las  ecuariones  de  movimiento: 

~ — kjd^  = 0 

2 V"2  - kfo  + kt02  = 0 


Jq  — 1-j  — 2 

2»  Jq  2 1 kt  1 

3t  Jjj  = 2,  ^ = 2 

4 Jq  lj  kj-  4 

S*  Jb  — 4,  kj-  — l 


n.  32w4  - 20 w1  +1  = 0 
b.  ùj4  — Stn2  +2=0 
C-  ù)4  — lOw2  + 8 = 0 
4 &n4  - \0ùP  + 1=0 

e,  2to4  — 5fu2  + 1 = 0 


Problemas 


Secciòn  5.2  Ecuaclones  de  movlmlento  para  vibraciòn  forzada 

5.1  Eferive  la$  ecuaciones  de  mo  vimiento  del  sistcma  que  $e  muestra  eu  la  figura  5.20. 
5L2  Derive  las  ecuaciones  de  mo vimiento  deJ  sistema  qne  se  mnestra  en  la  frgma  5.21. 
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Flgura  5.20 


Figura  5.21 


53  Do$  itiasas  mx  y cada  um  enlazada  pgr  do$  re$orte$  de  rigidez  k , estin  conectadas  pcx  nna  baira 
borizontal  rigida  $in  ma$a  de  longitud  / como  $e  muestra  en  la  figura  522.  (a)  Derive  la$  ecuaciones  de 
mo vimiento  del  $i$tema  en  funcion  del  de$plazamiento  vertìcal  del  C.G.  del  $i$tema,  jO),  y la  rotacidn 
aliededor  del  CG.  del  $i$tema,  tì{f).  (b)  Halle  la$  ftecuendas  natuiale$  de  vibiacidn  del  $i$tema  paia 
m\  = 50  kg,  m?  = 200  kg  y k = 1 000  N/m, 


Fìgum  522 


54  Un  sistema  de  do$  ma$a$  $e  compone  de  un  pi$tdn  de  ma$a  , conectado  por  do$  ie$orie$  elà$tico$, 
*jje  $e  mueven  dentro  de  un  tubo  como  se  muestia  en  la  figuia  5,23«  Un  pdndulo  de  longitud  / y ma$a 
m7  en  el  extiemo  $e  conecta  al  pistdn  como  $e  muestra  en  la  figura  5.23,  (a)  Derive  la$  ecuaciones  de 
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mo vimientu  dd  sistema  en  funciàn  de*|{f)  y 0(t).  (b)  Derive  1&$ ecnadones  de movimiento  del  sistema 
en  fonciòn  de  X\(t)  yx7(f).  (c)  Bocuentre  las  &ec«encias  natmales  de  vibraciòn  del  sistema. 

Seccion  5.3  Anàlìsfs  de  vibraclòn  libre  de  un  sistema  no  amortiguado 

5 J Bncnentre  las  frecnendas  naturales  del  sistema  que  se  muestra  en  lafignra  5.24,  con  m,  = m,  = 2 m, 

kt=  k,y  k2  = 2 k.  Determine la respuesta del sistema cuando  k = 1000 N/m,  m = 20 kg, y los  valores 
inidales  de  los  desplazamientos  de  las  masas  n»i  y m2  son  1 y - 1 , respectivamente. 


Figura  5.23 


FiguraS.24 


545  fbnnule  las  ecuadones  difeiendales  de  movimiento  para  el  doble  pòndulo  de  la  figura  5.25,  utilizando 
coordenadas  jci  y y snponiendo  amplitudes  pequefias.  Encuentre  las  fiecuencias  naturales,  las  rela* 
dones  de  amplitudes  y las  ubicadones  de  los  nodos  para  los  dos  modos  de  vibradòn  cuando  mj  = 

= roy/j  =4  =/. 

5.7  Etetermine  los  modos  naturales  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  5.26  cuando  kj  = k2  = kj  = k, 

SJS  Una  mòquina  henamienta  de  masa  m = 1000  kg  y momento  de  inercia  de  masa  Ja  = 300  kg-mJ  estò 

montada  sobre  dos  soportes  elòsticos,  como  se  muestra  en  la  figura  5.27.  Si  las  rigideces  de  los  soportes 
las  propordonan  k\  = 3000  N/mm  y k2  = 2000  N/mm,  y los  soportes  estàn  localizados  en  /j  = 0.5  m y 
l2  =0.B  m,  encuentre  las  ftecuencias  naturales  y fonnas  de  modo  de  la  miquina  herramienta. 
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Fìgura  S^S 


Flgura  5.27 


SS  la  fìgum  5.28  $e  muestra  um  gria  viajeia  electrica  elevada  compuesta  de  una  viga,  una  canetilla 
y tm  cable.  La  viga  tiene  una  rigidez  tlexiqnal  (Ef)  de  tì  X 1012  lb-pnlg2  y un  claro  (L)  de  30  pie$,  El 
cable  es  de  acero  y $n  longitnd  {/)  e$  de  20  pie$.  U»$  pe$o$  de  1a  canetilla  y la  carga  levantada  $on  de 
8000  lb  y 2 000  lb,  re&pectìvamente.  Encuentre  el  4rea  de  seccidn  trans  versaJ  del  cable  de  modo  que  la 
fiecnencia  natmal  fundamental  $ea  mayor  que  20  Hz. 
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(a)  (b)  Figura  5.28 


5.10  Uoa  grua  viajera  elevada  se  modela  como  se  indica  en  la  figrna  5.28.  Suponiendo  que  la  viga  tiene  un 
daro  de  40  m,  un  momento  de  inercia  de  drea  (/) de  0.02  m4,  y un  mòdulo  de  elastiddad  (£) de  2,06  X 
101 1 N/m2,  la  carretilla  tiene  una  masa  (wij)  de  1000  tg,  la  masa  de  la  carga  que  se  va  a levantar  (m^) 
es  de  5000  kg  y el  cable  con  el  cual  se  levanta  la  masa  (nu)  tiene  una  rigidez  (Jt)de  3.0  X ÌO5  N/m, 
detennine  las  fiecuencias  naturales  y las  formas  de  modo  del  sistema. 

5.11  ta  maquina  para  taladmr  que  se  muestra  en  la  figura  5.29(a)  se  puede  modelar  como  un  sistema  de  dos 
grados  de  libertad  como  se  indica  en  la  figura  5.29(b).  Dado  que  una  fuerza  transveisal  aplicada  a Ja 
masa  m,  o masa  hace  que  ambas  masas  se  deformen,  el  sistema  piesenta  acoplamiento  elàstìco.  Las 
rigideces  a fleiidn  de  las  columnas  estrin  dadas  (consulte  la  seccidn  6,4  para  la  definicidn  de  coeficien- 
teS  de  influencia  de  rigidez)  por 

768  E1  _ _ 240  Ef  96  Ef 

" = ~J'  " = kl,  = ~~J'  kn  = TJ 

Determine  las  ftecuencias  naturales  de  la  mtìquina  para  taladrar. 


(0 


n 12 


h-*-*i(0 


“i 


Cblymna' 


T' 


{a> 


T7777777T/ 

(b) 


Fìgxm  5*29  (Fotografla  oortesfa  de  la  dtvisiòn 
Àtlas-Clausing) . 
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5.12  Ed  la  figura  5.30  se  mue$tran  una  de  las  ruedas  y la$  itmelle$  de  un  autotndvil  que  viaja  por  una  carre- 
teia  con  baches.  Pam  simplificar,  se  supone  que  todas  la$  ruedas  son  idènticas  y que  el  sistema  puede 
idealizaise  como  se  muestra  en  la  figum  5.3 1 . E1  automòvil  tiene  una  masa  m j = 1000  tg  y las  muelles 
denen  una  rigidez  total  de  = 400  kN/iru  La$  rueda$  y lo$  eje$  tiemn  una  ma$a  de  = 300  kg  y la$ 
Uantas  tienen  una  rigidez  de  = 500  kNAn.  Si  la  superficie  de  la  carretem  varia  senoidalmente  con  nna 
amplitud  de  Y = 0. 1 m y nn  periodo  de  / = 6 m,  encuentre  la$  velocidade$  eriticas  del  antomòvil. 


5.13  E3erive  la  ecnacion  de  movimiento  del  pòndulo  doble  de  la  figum  5.25  utilizando  la$  cooidenadas  0]  y 
02'  Halle  tambien  la$  ftecuencias  natumle$  y la$  formas  de  modo  del  si$tema  pam  mx  = % = = 

h = t- 

5*14  Encnentie  las  fiecuencias  natumles  y la$  forma$  de  medo  del  $i$tema  de  la  figum  5.24  pam  mj  = m^  = 
mykj  =*2  =*■ 

5*15  l_ù$  modo$  normales  de  un  sistema  de  do$  gmdo$  de  libertad  son  ortogonale$  $i  X = 0. 
Efemuestre  que  las  formas  de medo  del  $i$tema  que  $e  muestrn  en  la  figum  5.5(a)  $on  oriogonale$. 

5*16  Encuentre  las  ftecuencias  natumle$  del  $i$tema  de  la  figum  5.6  pam  kx  = 300  N/m,  k^  = 500  N/m,  k^  = 
200  NAn,  m\  = 2kg,  y m^  = 1 kgh 

5*17  Bicnentie  la$  ftecuencias  natumles  y la$  fbimas  de  modo  del  sistema  que  se  mue$tm  en  la  figum  5.24 
pam  mj  = m^  = 1 kg,  k|  = 2000  N/m  y k^  = 6000  NAn. 
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5.1 8 Derive  expresiones  paia  los  desplazamientos  de  las  masas  que  apareeeu  en  la  figuia  5.tì  cuaudo  mt  = 
25  lb-S2^ulg5  i = lt  2S  y A;  = 50000  lVpulg,  i = 15  2,  3. 

5.19  Para  el  sistona  que  se  muestmen  la  figum5.tì5  mx  = 1 kg5  m2  =2  kg5 =2000  N/m5  k%  = 1000  NAn5 
k^  = 3000  N/m,  y a la  masa  m^  se  le  imparie  una  velocidad  inicial  de  20  m/s,  Encuentre  el  movimiento 
xesultante  de  las  dos  masas. 

529  Pam  el  problema  5t  17,  calcule  xi(t)  y x2(t)  pam  las  siguientes  condiciones  iniciales: 

a*  jfi(O)  = 0.2,  i^O)  = Jr2(0)  = i2(0}  = 0. 
b.  ^(0)  = 0.25  x,(0)  = x^O)  = 0,  i2(0)  = 5.0. 

W1  La  estructum  de  uu  edifitio  de  dos  pisos  se  modela  como  se  muestm  en  la  figum  5.32.  Se  supone  que 
las  vigas  son  rigidas  y que  las  columnas  tìenen  rigideces  flexionales  El^  y EI2  con  masas  insignificantes. 
La  rigidez  de  cada  columna  se  calcula  como 


Pam  m\  = 2m,  m^  = m,  = h2  = h,  y EI^  = EI2  = EIt  detemtìne  las  ftecuentias  natumles  y formas 
de  modo  de  la  estructum. 


Figum  5.32 


5.22  La  figum  5.33  muestm  un  sistema  de  dos  masas  sujetas  a una  cuerda  firmemente  estimda,  fija  poi  am- 
bos  eitìemos.  Determine  las  ftecuentias  natumles  y foimas  de  modo  del  sistema  pam  mA  = m^  = m y 

h=k=k=L 


T 

h 


mi 


m2 


^3 

y/}/A  FiguraS*33 
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5*23  Bicuentre  lg$  modg$  nomiales  del  ediiicio  de  dos  pisos  que  se  mgestia  en  la  figuia  5.32  cuando 
m(  = 3m5  m^  = m5  k^  = 3 k,  yk7  = k, donde  £]  y fc2representan  las  rigideces  eqaivalentes  de  las  colmn- 
nas  saperior  e iaferior,  respectivameflte. 

5*24  LTd  pglipasto5  que  tiene  un  peso  Wv  està  montado  en  el  extremg  de  una  viga  de  acero  en  voladizo  de 
e&pesor  t,  ancho  a y longitud  b,  como  $e  muestra  en  la  figura  5.34.  H cable  es  de  aceio  y tieue  un  dià- 
metro  d y una  longitud  suspendida  de  /.  Si  la  carga  que  pende  del  extiemo  del  cable  es  W2ì  derive  las 
ecpresiones  para  las  fiecuencias  naturales  del  sistema. 


frmTìmmi 


(b)  Figura  534 


5*25-  Determine  las  condiciones  iniciales  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figum  5.24  por  las  cuales  el  sistema 
vibm  sdlo  a su  frecuencia  natuml  mtis  baja  para  los  datos  siguientes:  A|  = k,  k7  =2  A,  m^  = m,  m^  = 2m. 

5*26  AJ  principio,  el  sistema  que  se  muestra  en  la  figrna  5.24  se  altera  al  mantener  estacionaria  la  masa  mj  y 
desplaza  0. 1 m bada  abajo  a la  masa  m2.  Analice  la  natuialeza  del  mo  vimiento  iesultante  del  sistema. 

5*27  Disetie  la  viga  en  voladizg  que  soporta  el  polipasto  y el  cable  que  soporta  la  carga  en  el  problema  5.24 
paia  tenei  las  ftecuencias  natuiaies  del  sistema  mayoies  de  10  Hz  cuando  Wt  = 1 000  Ib  y W2  = 500  lb, 
b = 30  pulg  y / = 60  pulg. 

5*28  Encuentie  la  respuesta  de  vibradon  libie  del  sistema  de  dos  giados  de  libeitad  que  se  muestra  en  la 
fìgura  5.6  con  n = 1,  k = 8,  y m = 2 para  las  condiciones  inidales  *i{0)  = 1,  y j^{0)  = i}( 0)  = 0 y 

5*29  Encuentie  la  respuesta  de  vibmdtìn  libie  del  sistema  de  dos  giados  de  libertad  que  se  muestra  en  la  figura 
5.6  con  n = UA  = 8ym=2en  las  condidones  iniciales  JT|(0)  = 1 y = it(0)  = i^O)  = 0. 

5*30  Utilizando  los  iesultados  del  ejemplo  5. 1,  compruebe  que  las  formas  de  modo  satisfecen  las  siguientes 
ielaciones  conocidas  como  ieladones  de  ortogonalidad: 

xMTxM  = 0,  = 0,  B1)T[m]B15  = q = coostflnte 

y(2)3 

[m  ]x<2)  = C2  — cgnstanle 

= Cl«l,  X<2)T[jfe]5<2)  = Clù$ 

531  Dos  pendulos  identicos,  cada  uno  COn  tnasa  m y longitud  /,  estdn  conectados  por  un  resorte  de  rigidez  k 
a una  distancia  d del  extremo  fijo,  como  se  muestra  en  la  figura  5.35. 

m Derive  las  ecuaciones  de  moviiniento  de  las  dos  tnasas. 

b.  Encuentre  las  ftecnencias  naturale$  y las  formas  de  modo  del  sistema, 

c.  Encuentre  la  respuesta  de  vibracitìn  libre  del  sùtema  en  la$  condiciones  iniciales  tì|(0)  = a,  <92(0)  = 
0.  d,(0)  = 0y  dj(0)  = 0. 

d.  Determine  la$  condiciones  (s)  en  las  cuales  el  sistema  presenta  un  fentìmeno  de  pulsacitìn. 
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5 32  El  sistema  motor-bomba  de  la  figum  5.3tì(a)  se  rnodela  como  ima  barra  rigida  de  masa  m = 50  tg  y 
momento  de  mercia  de  masa  = 100  kg-m2.  La  cimeutacitìn  del  si&tema  puede  ser  ieemplazada  por 
do$  resortes  de  rigidez  k\  = 500  N/m  y = 200  N/m,  Determine  la  ftecueacia  natuml  del  sistema. 


Flgura  S*36  Sistema  de  motor-bomba  sobre  resortes. 


5*33  En  la  figum  5.37  $e  muestm  un  avitìn  estacionado  en  la  pista  de  ateirizaje.  E1  avidn  tìene  una  masa 
m = 20000  kg  y un  momento  de  inercia  de  masa  = 50  X 106  kg-m2,  Si  los  valoies  de  rigidez  y Con$- 
tante  de  amortìguamiento  son  k\  = 10  LN/m  y C]  = 2 kN-$/m  pam  el  tren  de  atenizaje  principal  y jt2 
= 5 kN/m  y = 5 kN-$/m  pam  el  tren  de  aterrizaje  de  nariz  o delantero  (a)  derive  las  ecuaciones  de 
movimiento  del  avitìn,  y (b)  encuentie  las  fiecuencias  natumles  no  amortìguadas  del  sistema. 
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53  4 Las  matrices  de  masa  y rigidez,  y las  formas  de  mgdo  de  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  estio 
dbdas  por 


Si la primm frecwnda natural la proporciona Wj  = 1 .7000,  determlne los coefìcientes de rigidez fc12  y 
f$22  y la  segnnda  ftecuenda  natural  de  vibmddn,  . 

5J5  Las  matrices  de  masa  y rigicfez  y las  foimas  de  modo  de  un  sistemade  dos  giados  de  libeitad  son 


Si  Ja primeia  ftecuencia natuial  la  propordona  w,  = 1.4142,  determine  las  masas  y m^y  lasegunda 

fiecuencia  natural  del  sistema. 

secciòn  5.4  sistema  torsional 

536  Determine  las  ftecuencias  naturales  y los  modos  normales  del  sistema  toisional  que  se  muestia  en  la 
figura5.38  para  = 2kn  y J2  = 27i. 


Figura  538 

537  Determine  las  ftecuendas  naturales  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  5.39  suponiendo  que  la 
cuerda  que  pasa  sobie  el  dlindro  no  se  iesbala. 


Figura  539 
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538  Encuentre  las  frecuencias naturales  y las  formas  de mqdo  deJ  sistema qne se  muestra en  la  figwa  5k8(a) 
suponiendo  que/j  = J^J2  = 2/0 y kiV  = = fcj3  = *r 


539  Detemiine  los  modos  normales  del  sistema  toisionaJ  que  se  muestm  en  Ja  figuia  5.9  cuando  k1}  = kr 
ka  = 5kr  /j  = /0y  J2  = 5J& 


seccidn  5.5  Acoplamlento  de  coordenadas  y coordenadas  principales 

5.49  Un  modelo  simplificado  del  vehfculo  militar  de  la  fìgum  5.40(a)  se  muestm  en  la  figum  5.40(b).  Este 
modelo  se  puede  utilizar  pam  obtenei  informaciòn  sobre  el  iebote  y cabeceo  del  vehfculo.  Si  la  masa 
totaJ  del  vehfculo  es  m y el  momento  de  ineicia  de  masa  con  iespeeto  a su  C.G.  es  /0a  derive  la$  ecua- 
dones  de  mo  vimiento  del  vehfculo  mediante  dos  sistemas  de  coordenadas  diferentes,  como  se  indica  en 
h$eccidn5.5. 


541  Encuentre  la$  ftecuencias  natumles  y las  ielacioues  de  amplitud  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum 
5.41. 


Figura  541 


542  Un  cueipo  rigido  de  masa  insignificante  y longitnd  21  gim  aliededoi  del  pnnto  medio  y està  iestringido 
pam  moverse  en  el  plano  veitical  por  iesortes  y masas,  como  $e  mnestm  en  la  fignm  5.42.  Encuentie  las 
fiecnencias  natnmles  y las  formas  de  modo  del  sistema. 

543  Un  perfil  aerodinàmico  de  masa  m pende  de  un  iesorte  lineal  de  rigidez  k y un  iesorte  torsional  de  rigi- 
dez  &,en  un  tunel  de  viento , oomo  se  mnestm  en  la  figum  5.43.  EI  C.G.  se  encuentm  a una  distancia  de 
ea  partir  delpunto  O . E1  momento  de ineida  de  masadel  perfil  aeiodinòmico  con  re&pecto  a un  eje  que 
pasa por el  punto  O e$  J&  Encnentre  las  frecnencias  natumles  del  perfil  aerodinàmico. 
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5*44  Las  juntas  de  expansitìn  de  una  carotera  de  concrcto,  la$  cnalcs  se  ubican  a intervalos  do  15  m,  generan 
una  serie  de  impulsos  que  afectan  a los  automdviles  que  viajan  a una  velocidad  constante.  Detemtine 
las  velocidades  a las  cuales  es  mds  probable  que  se  presenten  un  movimiento  de  iebote  y un  mo  vimiento 
de  cabeceo  para  el  automtìvil  del  ejemplo  5.7. 

545  Considere  la  grua  viajera  elevada  descrita  en  el  problema  5,9  {figura  5.28).  Si  los  rieles  a ambos  lados 
de  la  viga  tienen  una  superficie  senoidalmente  variable  en  la  diieccitìn  z (perpendicular  a la  pàgina), 
como  se  muestra  en  la  figura  5,44,  fonnule  las  ecuaciones  y las  condiciones  iniciales  parn  deteiminar  la 
iespuesta  de  vibmcitìn  de  la  carga  levantada  (m)  en  la  diieccitìn  vertical.  Supcnga  que  la  velocidad  de 
la  grua  es  de  30  pies/min  en  la  diieccidn  z . 


Figura  5*44 


546  Se  modela  un  automtìvil  con  una  capacidad  de  movimientos  de  cabeceo  y iebote,  como  se  muestia 
en  la  figma  5.45.  Viaja  por  una  carretem  con  bacbes  cuya  supeificie  varia  senoidalmente  con  una 
amplitud  de  0.05  m y una  longitnd  de  onda  de  10  m.  Ekrive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  anto- 
mtìvil  pam  los  signientes  datos:  masa  = 1000  kg,  radio  de  giio  = 0.9  m , = 1.0  m,  ^ = 1.5  m,  kf  = 

1 8 kN/ma  kj  = 22  kN/ma  velocidad  = 50  km/h. 
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Rebote 


\* — | ■ h — H 


547  Una  flecha  de  acero,  de  2 pulg  de  didmetro,  està  sopoitada  por  do$  cojiaetes  y porta  una  polea  y uo 
tnotor,  como  se  muestm  en  la  figura  5.4d.  Los  pesos  de  la  polea  y el  motor  son  de  200  lb  y 500  lb, 
lespecti  vamente.  Una  carga  transveisal  aplicada  en  cuaiquier  punto  a lo  laigo  de  la  flecha  pioduce  la 
deformacidn  de  todos  los  puntos  en  la  flecha,  por  consiguiente  el  sistema  presenta  acoplamiento  elàs* 
tico.  Los  coeficientes  de  rigidez  son  (vea  la  seccitìn  6.4  para  la  definicidn  de  coeficientes  de  influencia 
derigidez) 

1296  EI  324  EI  216  EI 

ku-—j,  kn  - *21  ~—J>  J 

Determine  las  frecuencias  naturales  del  sistema  sometido  a vibracidn  de  flexidn  para  / = 90  pulgadas. 


Polea 


Motor 


Figura  5*46 


54S  En  la  figura  5.47  se  muestra  un  modelo  simplificado  de  una  bicicleta  de  montafia  junto  con  el  ciclista. 
Plantee  mètodos  pam  hallar  la  respuesta  vibiatoria  de  la  bicicleta  debido  a las  inegularidades  del  teneno 
aplicando  un  modelo  de  dos  giados  de  libertad. 

549  Una  bana  rigida  nniforme  de  longitud  / y nrnsa  m està  soportada  por  dos  rmrtes  y sometida  a nna 
fuerza  F{f)  = F$  sen  ùtf,  como  se  muestm  en  la  figura  5.48(a).  Derive  las  ecuadones  de  movimiento  de 
la  barra  para  desplazamientos  pequdios.  (b)  Analice  la  natmaleza  del  acoplamiento  en  el  sistema. 
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sen  att 


Figura  5.48 


5.50  Un  remolque  de  ma$a  M,  conectado  a un  mmo  poi  medio  de  un  nesorte  de  rigidez  k y un  amoidguadoi 
(fc  coeficiente  de  amoitiguamiento  c,  $e  desliza  sobre  una  superficie  libie  de  friccitìn,  como  $e  muestia 
en  la  figuia  5.49.  Una  bana  rigida,  conectada  poi  medio  de  un  pasadoi  al  lemolque,  puede  oscilai  en 
tomo  al  pivote  Q.  Derive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema  sometido  a las  frierzas  aplicadas 
f{t)  y M/f) indicadas  en  la  figura 5.49. 


Figura  5.49 
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5*51  l)n  remolque  de  masa  M conectado  a im  myro  por  medio  de  un  resoite  de  rigidez  k\  puede  moveise 
sobre  ima  $uperficie  horizontal  libre  de  friceiòn,  como  $e  muestra  en  la  figura  5,50.  Un  cilindro  uni  for- 
me  de  ma$a  m,  conectado  a Ja  prned  del  remolque  pormedio  de  nn  resoite  de  rigidez  puede  rodar 
sobre  el  piso  del  iemolque  $in  resbalarse.  Derive  las  ecnaciones  de  mo  vimiento  del  $i$tema  y analice  la 
naturaleza  del  acoplamiento  presente  en  el  $i$temak 

seeclon  5.6  Anàllste  de  vfbraclon  forzada 

5*52  le$  pe$o$  del  mazo,  maico,  yunque  (jnnto  con  la  pieza  de  tiabajo)  y bloque  de  cimentacidn  en  una 
prensa  de  foija  (figura  55 1)  $on 5000  lb,  40000  lb,  60000  lb  y 140000  lb,  respectìvamente. 


Figttra  5*51 


La$  rigideces  de  Ja  base  elòstìca  colocada  entie  el  ynnque  y el  bloque  de  cimentacitìn  y el  aislamiento 
colocado  debajo  de  la  cimentacitìn  (inclnida  la  ela$tìcidad  del  snelo)  con  6 X l(fi  lb/pulg  y 3 X 105 
Ib/pulg,  respectìvamente.  Si  la  velocidad  del  mazo  ante$  de  qne  golpee  el  yunque  e$  de  15  pie$/$ega 
encnentre  (a)  la$  ftecnencias  naturales  del  sistetna,  y (b)  la$  magnitudes  del  desplazamiento  del  ynnque 
y el  bloque  de  cimentacitìn.  Considere  el  coeficieate  de  restìtucitìn  como  0.5  y el  amortìgnamiento 
insignificante  en  el  sistema. 
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5*53  Bicuentre{a)  las  frecuencias  naturales  del  sistema,  y (b)  lasrespnestas  delyunqney  delbloquede  cimen- 
tacidn  del  martillo  de  foija  de  la  figura  5.5 1 cuando  el  cronograma  de  la  fuem  aplicada  aJ  yunque  es 
oomo  se  muestra  en  la  figuia  5.52,  Suponga  los  siguientes  datos: 

Masa  del  yunque  y el  marco  = 200  Mg 
Masa  del  bloque  de  cimentacidn  = 250  Mg 
Rigidez  de  la  base  elàstica  150  MN/m 
Rigidez  del  suelo  = 75  MN/m 
F0  = ì(PNy  r = 0,5s 


5*54  Derive  las  ecuaciones  de  movimiento  para  la  vibracidn  libie  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figuia 
5,53.  Suponiendo  la  solucitìn  como  x£{t)  = i = 1 5 2,  exprese  la  ecuacitìn  camcteristica  en  la  forma 

oqs4  + ai-r3  + + a*  = 0 

Analice  la  naturaleza  de  las  posibles  soluciones,  jT|(f)  y x2{t)t 


Figura  5J53 
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5*55  Eneuentre lqs  desplazamientos xfo) y ^(Oen  la  figura  5.53  paia mj  = 1 kg5  m2  = 2 tg,  kA  = = £3  = 

10000  N/m3  y C|  = c2  = c3  =2000  N-s/m  utìlizando  las  condiciones  iniciales  jrA(0)  = 0.2  m5  jr2{0) 
= 0.1  m5  y i]{0)  = ji2(0)  = 0. 

5 56  Lfoa  bomba  centrifuga,  que  tìene  un  desbalance  de  me,  està  apoyada  en  una  dmentacitìn  rigida  de  masa 
m2  mediante  resortes  aisladores  de  rigidez  jtl5como  se  muestra en  la  figum  5,54.  Si  la  rigidez  del  suelo 
y el  amortìguamiento  son  h y c2,  encuentre  los  desplazamientos  de  la  bomba  y la  cimentacitìn  con  los 
siguientesdatos;  mg  = 05  lb,  e = 6 pulg,  mAg  = 800  lb,  fc[  = 2 000 lb/pulg,  m2g  = 2000 lb,  = 1 000 
lb/ìmlg,  C2  = 200  lb-s/pulg  y velocidad  de  la  bomba  = 1200  rpm. 


^~’Suelo 

(rigidez,  jtc2; 

amortìguamiento,  c2)  Figura  5-54 


5*57  Lln  motor  reciprocante  de  masa  m | estd  montado  sobre  un  viga  doblemente  empotiada  de  longitud  /a 
ancho  a, espesor  t y mddulo  de  Young E , como  se muestia en  la figum 5.55.  Un  sistema de resorte-masa 
fe  m?)  estd  suspendido  de  la  viga  como  se  indica  en  la  figuia,  Encuentie  la  reladòn  entie  m2  y k2  que 
conduzca  a una  vibmcitìn  de  estado  no  estable  de  la  viga  cuando  se  desarrolla  una  fiiem  aimdnica  F|(r) 
= Fq  cos  ùiten  el  motoi  dumnte  su  opemcidn.3 

5*58  Ehcuentre  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  524  por  medio  del  md* 
todo de impedanciamecdnica, cuando  la masa  W| sesomete a la fuerza/XO  = nit en  la direccitìn 

dejr|{/). 

5*59  Encuentre  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  5.24  cuando  la  base  se 
somete  a un  desplazamiento  y(i)  = cos  ùit. 

5.60  Eamasami  delsistemadedosgmdo$delibertadquesemuestmenlafigum5.24$esoitietea  unafuer- 
za  Fq  cos  (di.  Suponiendo  que  el  amoitiguamiento  producido  por  el  aùe  circundante  es  equivaJente  a 
c = 200  N-s/m,  encuentre  la  iespuesta  de  estado  estable  de  las  dos  masas.  Consideie  m | = m^  = 1 kg, 
k\  = = 500  N/m  y ùj  = 1 md/s, 

5*61  Determine  la  vibmcitìn  de  estado  estable  del  sistetna  que  se  muestm  en  la  figum  5.5{a)a  supouiendo  que 
cj  = c2  = c3  = 0,  Fv(t)  = F|0cos  (Dty  F2(t)  = F^cos  (ot. 

5*62  En  el  sistema  de  la  figum  5.24,  a la  masa  mi  la  excita  una  fuerza  armtìnica  que  tìene  un  valor  ntìximo 
de50Nyunafiecuenciade2  Hz.  Encuentrelaamplitudforzadadecadamasapammi  = 10  tg,  m2  = 
5 tg,  it]  = 8000  Wmyk2  = 2000 N/m. 


3EI  tìstemade  resorte'inasa  m2)agfcgadopara  qucla  ampJitud  dc  Japrimera  masa  $ea  cero  seconoce  como  4<absorbedor 
de  vibracitìn”  En  Ja  seccitìn  1 » se  anal  izan  en  detalJe  Jos  absorbcdones  de  vibracitìn. 


Probtemas  501 


Fi(t)  = F0  OOS  ait 


Flgura  5.55 


5,63  Encuentre  la  respnesta  de  las  dos  masas  de  la  estructura  del  edificio  de  dos  pisos  que  se  muestra  en  la 
figura  5.32  por  el  desplazamiento  del  suelo  y(t)  — 0.2  sen  -nt  m.  Suponga  que  las  rigideces  equivalentes 
de  las  columnas  inferior  y superior  son  de  800  N/m  y 600  N/m,  respecrivamente,  y wt|  = = 50  kg, 


5.64  Encuentre  la  respuesta  de  vibradtìn  forzada  del  sistema  que  Se  mueStra  en  la  figura  5.15  cuando  F\(i) 
es  una  fueiza  escalonada  de  5 N utilizando  el  mtìtodo  de  la  transformada  de  Laplace.  Suponga  que 
jr,(0)  = i,{0)  = jrj(0)  = jr2(0)  = 0,  m = 1 kg  y k = 100  N/m. 


Seccion  5.7  sistemas  semldefinidos 

5.65  Deteimine  las  ecuadones  de  movimiento  y ias  fiecuendas  naturales  del  sdstema  que  se  muestra  en  la 
figura5,56, 

5.66  Dos  cilindros  circulares  idtìnticos  de  radio  ry  masa  m cada  uno  estfin  conectados  por  un  resorte,  como 
se  muestra en  la  figura  5.57.  Determine  las  fìecuencias  naturales  de  osdladtìn  del  sistema. 

5.67  Las  ecuadones  diferenciales  de  movimiento  para  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad  estan  dadas  por 

aijfi  + frijri  + c\X2  = 0 
02X2  + bìXl  + C2X2  = 0 

Derive  la  condidtìn  que  deberà  satisfaceise  para  que  el  sistema  sea  degenerado. 


mi 


n 


Afimic 


Flgura  5.56 
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Figura  5.57 


5.68  Encueittre  lo$  desplazamientos  angulares  0 |(f)  y 07(t)  del  sistema  que  $e  mue$tra  en  la  figuia  5k58  paia 
b$  condiciones  inidales  0x(t  = 0)  = 00),  02{t  = 0)  = 00)  y (f  = 0)  = Ò2  (t  = 0)  = 0. 


h 


VV=  kf  W 

J 

Figura  5.58 


5.69  Deteimine  lo$  modo$  normale$  del  $i$tema  que  $e  mue$tia  en  la  figma  5.9  para  ktì  = 0.  Demuestre 
que  el  $i$tema  con  fei  = 0 $e  puede  tiatar  como  un  $i$tema  de  un  solo  giado  de  libertad  $i  se  utiliza  la 
coordenada  cl  = 0t  - 02l 

5.70  Una  turbina  està  conectada  a un  generador  eidctrico  por  medio  de  engiane$,  como  $e  muestia  en  la 
figura  5.59.  Lo$  momentos  de  inereia  de  masa  de  la  turbina,  geneiador,  engrane  1 y engrane  2 son,  ie$- 
pectivamente^  3 000,  2 000,  500  y 1 000  kg-m2.  La$  flechas  1 y 2 son  de  acero  con  dinmetros  de  30  cm 
y 10  cm  y longitude$  de  2 cm  y 1 .0,  respectivamente.  Encuentie  la$  ftecuencias  natuiales  del  sistema. 

5.71  Un  globo  de  aire  caliente  de  ma$a  m $e  utiliza  para  levaniar  una  carga,  Mg , por  medio  de  12  cueidas 
elàsticas  equidistantes,  cada  una  de  rigidez  k ( vea  la  figum  5.60).  Encuentie  las  ftecuenrias  naturales  de 
vibraridn  del  globo  en  la  direcritìn  vertical.  Menrione  las  suposiriones  hechas  en  su  solucidn  y analice 
$u  validez. 

5.72  Una  turbina  de  momento  de  inerria  de  masa  de  4 Ib-pulg-seg2  està  conectada  a un  geneiador  de  momen- 
to  de  inerria  de  masa  de  Ib-pulg-seg2  por  medio  de  una  flecha  de  acero  hueca  de  1 pulg  de  diàmetro  in- 
tmo , 2 pulg  de  diàmetro  extemo  y 15  pulg  de  longitud  (semejante  al  sistema  que  se  muestia  en  la  figuia 
5.17(c)).  Si  la  turbina  $e  detiene  de  iepente  mientras  suministia  10  caballos  de  fuerza  a una  veloridad 
de  6 000  rpm,  el  par  de  torsidn  transmitido  $e  reduce  a oero.  Encuentre  los  desplazamientos  angulaies 
iesultantes  de  la  tuibina  y el  geneiador.  Suponga  que  el  amortìguamiento  e$  in$ignificante  en  el  $i$tema. 


Tbrbina 


Engrane  1, 20  d ie  ntes 
Hecha  I 


Flecha  2 


Engrane  2t30dientes 


r \ 


v J 

Generador  el£ctrico 
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Figura  5 .6  0 


5p73  la  figura  5,61  muestra  uu  automtìvil  de  3000  1b  acoplado  a un  remolque  por  medio  de  un  enganohje 
flexible  con  ligidez  de  1 000  IVpulg,  Supo  n ieudo  q ue  tanto  el  automòvil  como  el  remolque  pueden  mo- 
verse  libremeaite  eu  la  cairetera,  deteimiue  las  frecuenrias  uaturales  y las  formas  de  modo  de  vibmcidu 
delsistema. 

5J4  Ehcuentre  la  respuesta  del  sistema  automtìvil-iemolque  descrito  eu  el  problema  5.73  si  los  valoies  de 
desplazamiento  y velocidad  iuidales  sou  tì  pulg  y 0 pulg/seg  pam  el  automovil  y de  -3  pulg  y 0 pulg/ 
$eg  para  el  iemolque. 


5J5  Do$ poleas sou propulsadas por una bauda como  se muestra en  la figum 5.62.  Si los radios de las poleas 
son  rv  y r2  y sus  momentos  de  iuercia  de  masa  sou  Jv  y J2 , respectivamente,  determiue  las  frecuendas 
uatuiales  del  sistema  de  propulsitìu  de  las  poleas.  Supouga  la  rigidez  de  la  banda  en  cada  lado  como 
/rcomo  $e  iudica  en  la  figura  5.62. 


Bauda 
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seccfòn  5,s  Autoexcitaciòn  y anàiisis  de  estabiiidad 

5*76  La$  vibraciones  tmnsitorias  de  la  tuaea  de  transmisiòn  desaixolladas  darante  la  aplicacitìn  de  nn  embra- 
gue  ctìnico  (de  friccidn)  producen  un  ruido  desagradable.  fera  redurìi  d mido  se  conecta  un  volante 
con  momento  de  ineirìa  de  masa  U a la  linea  de  transmisiòn  poi  medio  de  nn  resorte  toisional  ka  y nn 
amoitignadoi  viscoso  toisionai  como  se  muestrn  en  la  figum  5.63.  Si  el  momento  de  ineirìa  de  masa 
del  embmgue  ctìnico  es  J\  y la  rigidez  y constante  de  amortìguamiento  de  la  linea  de  tmnsmisiòu  los 
piopoiciouan  kt}  y cfl  5 iespectivamente,  derive  las  ielarìones  qne  deben  satìsfaceise  pam  la  opemrion 
estable  del  sistema. 


Fignta  5*63 


5 J7  Una  barm  rigida  uniforme  de  masa  m està  conectada  a la  paied  de  nn  remolque  poi  medio  de  un  resorte 
de  rigidez  k (vea  la  figum  5.64).  H iemolque  tiene  una  masa  de  5m  y està  conectado  a nn  iesorie  de 
rigidez  2 k,  y se  mueve  sobie  una  superfirìe  libie  de  fiicridn.  Derive  las  coudiciones  necesarias  paia  la 
estabilidad  del  sistema. 


Figura  5*64 


5-78  Un  sistema  de  dos  gmdos  de  Jibertad  se  compoue  de  las  masas  m\  y m7  conectadas  a nn  amortìgnador  y 
a un  resoite  como  se  muestm  en  la  figum  5.65.  Si  la  masa  m | se  somete  a una  fneiza  proporcional  a $n 
velorìdad,  f\it)  = ax\(f)3  deteimine  las  condirìones  pam  la  estabiJidad  dei  sistema. 


xi(t) 

I-*”  jMd  = Vi(0 


i 

| 

<977.  7777  7777^77^7777  ~^77 ^7777 7777.  777777777  7Zp, ////¥///  7, 


m = o 


m i 


k 


m2 


FigUì'a  5.65 
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secciòn  5.9  Mètodo  de  la  funciòn  de  tnansfenencfa 

5,79  Derive  las  ecuaciones  difercnciales  de  movimiento  de  cuarto  orden  del  sistema  de dos  grados  de  liber- 
mdde  la  figum  5.7  (a)  en  funddn  de *i(0  o x£i) por sepamdo, 

Sugermtia : Tome  las  tmnsfomiadas  inversas  de  Laplace  de  las  ecuaciones  (5.56) y (5.57). 

5*89  a,  Sugiem  un  m£todo  de  resolver  las  ecuaciones  diferenciales  de  cuarto  orden  deiivadas  en  el  pioblema 
5,79  (en  funcidn  de  *|(f)  y *j(f)). 

b,  iComo  podemos  aplicar  las  condiciones  iniciales  conocidas  jri(0)a  ^(O),  ii<0)  y x2( 0)  mientras  se 
iesuelve  la  ecuacidn  difeiendal  de  cuarto  orden  en  fundòn  de  x i(0? 

5*81  Derive  espiesiones  para  la  transformada  de  Laplace  de  x^(t)  y x2(t)  para  el  sistema  que  se  muestrn  en  la 
figura  5.5(a)  paia  los  siguientes  datos:  m\  = 1,  m2  = 2,  kt  = 4,  = 2,  = 0,  c\  = 1,  = 2,  c3  = 0, 

/,{f)  = Ftft(r)  = funcitìn  escalonada*  yMO  = 0.  Suponga  las  condiciones  iniciales  de  xi(t)  yx2(r)  como 
oero. 


5*82  Derive  eapresiones  paia  la  transformada  de  Laplace  de x%(t)  y x2(i)  para  el  sistema  que  se  muestra  en  la 
figurn  5.5(a)  para  los  datos  siguientes:  mi  = 1,  = % £i  = 4,  k2  = 2,  = 0,  c\  = 1 tc2  = 2,  c3  = 0, 

/i(r)  = 0 ,Mt)  = Ftf*(t)  = fundtìn  escalonada.  Suponga  las  condidones  iniciales  de  X\(i)  yx^t)  como 
ceio. 


secciòn  5.10  soiticiones  obtenidas  apiicando  la  transformada  de  Lapiace 

5.83  Encuentie  la iespuesta de vibmddn  libie del  sistema de la  figuia 5.5(a) siguiendo  el metodo  de  la trans- 
fimnadade  laplacepaialosdatos  siguientes:  = 2 , m^  = 4,  k\  = 8 , k2  = 4f  k^  = 0,  = 0,  c2  = 05  c3  = 0. 

Suponga  las  condidones  iniciales  como  x^(0)  = 1 , x2(0)  = 0 , j |{0)  = i^O)  = 0.  Tiace  las  iespuestas 

MOyMi)- 

5*84  Enciientre  la  respuesta  de  vibracidn  libre  del  sistema  de  la  figura  5.5(a)  siguiendo  el  mdtodo  de  la 
tmnsformada  de  Laplace  para  los  datos  siguientes:  mt  - 2,  m7  = 4,  k\  = 8,  % = 4,  = 0,  C\  = 0, 

c;  = 2,  c3  = 0.  Suponga  las  condiciones  iniciaies  como  jti(0)  = 1 , jr2(0)  — 0,  jcj(O)  = jcj(0)  — 0.  Tmce 
las  respnestas  jC](f)  y xjtf). 

5,85  Bicnentre  la  respnesta  de  vibmcitìn  libre  del  sistema  de  la  figuia  5 .5(a)  siguiendo  el  mdtodo  de  la  tians- 
fbrmada  de  Lapiace  para  los  datos  siguientes:  ni\  =2 , m2  = 8,  k\  = 8,  k2  = 4,  k3  = 0,  C|  = 0,  c2  = 0, 
c3  — 0.  Suponga  las  condiciones  inicdales  como  jc|(0)  = 1,  jc2(0)  = 0,  y jcj(0)  = jcj(0)  — 0.  Trate  las 
iespuestas  jC](r)  y x&). 

5J&6  Bacuentre  Ja  respuesta  de  vibracidn  libre  del  sistema  de  la  figura  53(a)  con  ei  mdtodo  de  la  transfoima- 
di  de  Laplace  con  los  datos  siguientes:  W|  = 2,  m^  = 8,  = 8,  k^  = 4,  k^  = 0,  C|  = 0,  c2  = 0,  c3  = 0. 

Suponga  las  condiciones  iniciales  como  JC|(0)  = 1 , jc2(0)  = 0,  j i(0)  - x^Q)  = 0.  Trace  las  respnestas 

5,87  Bicuentre  la  respuesta  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  5.66  con  m\  = 2 , m?  = 1,  kt  =40 
y Jr2  = 20  paia  la$  siguientes  coudidones  iniciales  por  medio  de  la  transformada  de  Laplaee: 


i.  jci(0)  = 0.05,  jc2(0)  = 0.10,  jci(0)  = 0,  jc2(0)  = 0 

ii.  jd(O)  = 0.10,  jc2(0)  = -0.05,  jc^O)  = 0,  jc2(0)  = 0 
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20N/m 


40N/m 

Figura  5.66 


Secciòn  5.11  Soluciones  obtenidas  utilizando  funciones  de  transferencia  de  frecuencia 

5-88  Encueritre  la  respuesta  de estado  establc  dei  sisteuia considerado  en  d ejetnplo  5.13  suponiendo p\(t)  y 
pM)  = Pfì  $en  ù>ty  pasando  por  alto  el  amortìgnamiento. 

5*89  Ehcuentre  la  re$puesta  de  estado  estable  dd  sistema  con$iderado  en  d ejemplo  5.13  $uponiendo  que 
P\(t)  = Pm  sen  wre  y p2(t)  = Pm  $en  tory  pasando  por  alto  el  amqrtìguamiento. 

seccidn  5.12  Ejemplos  resueltos  utill2ando  matlab 

5S9  Encuentre  la  respuesta  del  sistema  que  se  muestra  eu  la  figura  5.5(a)  por  medio  de  un  procedimiento  nu- 
merico  Cuando  k\  = ks  k2  = 2k,  k3  = fc  mi  = 2 m,  m2  = m,  P2(t)  = 0,  y F\{f)  es  un  pulso  rectangular  de 
500  N de  magnitud  y 0.5  seg  de  duracidn.  Suponga  que  m = 10  tga  c\  = c2  = C3  = 0,  y k = 2000  N/m 
y condidone$  iniciales  cero. 

5*91  (a)  Deteimine  las  iafces  de  la  ecuacidn  de  frecuencia  dd  sistema  que  se  muestra  en  la  figum  5.5  con 
los  siguientes  datos:  m,  = m^  = 0.2  lb-s^/pulg,  k\  = k2  = 18  lb/pulg,  k$  = 0,  c,  = c2  = c3  = 0.  (b)  Si 
las  condiciones  iniciales  son  jrj(O)  = jr-jfO)  = 2 pulg,  i ,(0)  = i2{0)  = 0,  determine  los  desplazamieutos 
jtj  (t)  yx2(t)  de  las  masas. 

5*92  Escriba  un  progmma  de  computadom  pam  hallar  la  respuesta  de  estado  estable  de  un  $i$tema  de  dos  gm- 
dbs  de  libertad  sometido  a la  excitacidn  armdnica  Fj(t)  = F^e***  y ; = 1 a 2 por  medio  de  las  ecuaciones 
(5.29)  y (5.35).  U$e  este  progmma  pam  determinar  la  iespuesta  de  un  sistema  con  mu  = m^  = 0. 1 lb-s2/ 
pulg,  mj2  = 0,  c\  | =1.0  Ib-s/pulg,  Cj2  = C22  = 0,  fc,j  = 401b^ulg,  = -^OIb/pulg,  *12  = 20]b/pulga 

F,0  = 1 lb,  F2ù=  2 Ib  y & = 5 md/s. 

5*93  Encuentre  y tmce  las  respuestas  de  vibmcidn  libre  dd  sistema  que  $e  muestm  eu  la  figum  5.24  pam  los 
siguientes  datos:  = 1000  N/m,  k^  = 500  N/m,  m,  =2  kg,  m^  = 1 kg,  X\(0)  = 1,  jc^(0)  =0,  ji2(0)  = 0. 

5*94  Encueutre y tmce  las  respuestas de  vibmcidn  libre  del  sistema que  se muestm  en  la  figum 5.24  pam  los 
àguientes  datos:  A,  = 1 000  N/m,  k^  = 500  N/m,  m,  = 2 tg,  m2  = 1 tg,  jr,(0)  = 1,  jr2{0)  = 2,  i,(0)  = 
15jc2(0)=-2. 

5*95  Resudva  d siguiente  problema  de  vaJor  eigen  utìlizando  M ATLÀB ; 

25X106  —5  X 106i  fxiì  _ /lOOOO  0 lfjdì 

-5  X 106  5 X lOeJ\jr2/  “ “ |_  0 500oj\jr2/ 

5*9ft  Encuentre  y tmce  la  respuesta  dd  siguiente  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad  utilizando  MATLAB : 
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Las  condiriones  ioiciales  sou  jrt<0)  = 1 1 i ,(0)  = 0,  xjtO)  = - 1 y x2(0)  = 0k 

5*97  Resuriva  ri  problema  5.90  utilizando  MATLAB.  Use  ia  fuoridn  stepfuo  de  MATLAB  para  ri  pulso 
iectaugulai. 

5*98  Resuriva ri  problema  5.9 l(a)  utilizando  MATLAB. 

5*99  Resuriva  ri  problema  5.92  utilizaodo  MATiAB.  Trace  Jas  respuestas  de  estado  estable  de  las  toasaa 
mM  ym2, 

5.100  Utilizando  MATLAB,  eocueotre  las  rafces  de  la  ecuacitìo  x4  — 32x3  + 244Ì3  — 2(br  — 1200  = 0. 


Proyectos  de  diseno 

5*10 1 Se  utiliza  uoa  polea  ctìnica  escalonada  coo  piopulsitìo  de  baoda  (figuia  5 .67)  para  cambiar  las  vriorida- 
des  de  corteeo  uo  tomo.  La  velocidadde  la  flecha  motriz  esde350rpm  y las  veloridades  de  la  flecha  de 
salida  son  150,  250,  450  y 750  rpm.  Los  ditìmetros  de  las  poleas  propulsoia  y populsada,  cones- 
poodientes  a uoa  vrioridad  de  salida  de  150  rpm  es  de  250  mm  y 1 000  mm,  respectìvameote.  La 
distancia  centro  a ceotro  entre  las  flechas  es  de  5 m.  Los  momentos  de  inexcia  de  oiasa  de  los  cooos 
escalooados  propulsor  y psopulsado  soo  de  0.2  kg-m2,  respectìvameote.  Eocuentie  el  tìrea  de  secritìo 
tiansveisaJ  de  la  baoda  para  evitar  resonaoria  a cualquieia  de  las  velocidades  de  eotrada/salida  del 
sistema.  Supooga  ri  mtìdulo  de  Youog  del  material  de  la  banda  como  1010  N/m2. 


Figura  5 >67 


5 .102  Las  masas  dri  mazo,  marco  (juoto  coo  el  yunque  y la  pieza  de  trnbajo)  y el  bJoque  de  concieto  en  la 
preosa  de  foija  que  se  muestian  eo  la  figuia  5.5 1 soo  de  1000  kg,  5 000  kg  y 25  000  kg,  respeetìvameote. 
E1  mazo  cae  sobie  la  pieza  de  trabajo  desde  una  altuia  de  2 m.  DLsefie  iesortes  adecuados  y fe  para  las 
siguieotes  condiriooes:  (a)  E1  impacto  es  no  ridstico,  es  derir,  el  mazo  oo  iebota  despuès  de  golpear  la 
pieza  de  tiabajo.  (b)  las  fiecueocias  oatuiales  de  vibiariòo  de  la  prensa  de  foija  no  debeo  ser  oiayores 
Cfje  5 Hz.  (c)  Los  esfiierzos  eo  ios  resortes  debeo  ser  menores  que  ri  esfuerzo  de  cedeocia  dri  material 
con  un  factor  de  seguridad  de  al menos  1.5.  Supooga  que  la  elasticidad del  surio  es  insigoificaote. 


CAPfTULO  6 

Sistemas  de  varios  grados  de  libertad 


Matematico  italiano  de  origen  fiancès,  famoso  por  su  ttabajo  sobre  mecànica  teòrica. 
Fue  Dombrado  profesor  de  matematicas  en  1955  en  la  Escucla  de  Artilleria  de  Turin.  Su 
cbra  maestra  M4camque  anafytique  contiene  lo  que  hoy  se  conoce  como  “ecuaciones 
de  Lagiange”,  las  cuales  son  muy  utiles  en  d estudio  de  las  vibraciones.  Su  trabajo 
sobre  elastìcidad  y resistencia  de  materiales,  donde  considero  la  resistencia  y deflexidn 
db  los  puntales,  es  menos  conocido.  (Cortesia  de  Diik  J.  Struik,  A Concise  History  of 
Mathematics,2a.  ed.,  Dover  Publications,  Nueva  York,  1948). 


Joseph  louls  Lagratige 
(1733-1813) 
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Objetivos  de  aprendizaje  509 


E1  tema  de-  este  capftulo  son  los  sistemas  de  varios  giados  de  libertad.  E1  modelado  de  sistemas 
continuos  se  presentacomo  sistemas  de  varios  grados  delibertad  y se  derivan  las  ecuaciones  de  un 
sistema  geneial  de  n grados  de  libertad  por  medio  de  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton. 
Debido  a que  la  soluciòn  de  las  ecuaciones  de  movimiento  en  forma  escalar  implica  manejos  al- 
gebraicos  complicados,  utilizamos  la  repiesentaciòn  matricial  para  sistemas  de  varios  grados  de 
libertad.  A1  expresar  d sistema  acoplado  de  n ecuaciones  en  forma  matricial,  se  identifican  las 
matrices  de  masa,  amortiguamiento  y rigidez.  Tambiòn  se  presenta  la  deri  vaciòn  de  ecuadones  por 
medio  de  coeficientes  de  influenda.  La  rigidez,  la  flexibilidad  y los  coeficientes  de  infiuencia  iner- 
dal  se  piesentan  a paitir  de  los  primeros  principios.  Seinìda  el  estudio  de  las  expiesiones  para  las 
energias  potencial  y dnetica  y su  uso  al  derivar  las  ecuaciones  de  movimiento  basado  en  ecuadones 
de  Lagiange.  Asimismo,  se  presentan  los  conceptos  generalizados  de  coordenadas  generalizadas  y 
fuerzas  generalizadas.  Despuòs  de  expresar  las  ecuadones  de  vibraciòn  Libreen  forma  matricial,  se 
deriva  el  problema  de  valor  dgen  en  forma  matricial.  Se  describe  la  soluciòn  dd  problema  eigen 
por  medio  de  la  soludòn  de  la  ecuadòn  caracteristica  tpolinomial)  para  determinar  las  frecuencias 
naturales  y formas  de  modo  (o  modos  normales)  del  sistema.  Se  introducen  los  conceptos  de  orto- 
gonalidad  de  modos  normales,  matriz  modal  y ortonormalizaciòn  de  las  matrices  de  masa  y rigidez. 
Tambiòn  se  presentan  d tecrema  de  expansiòn  y los  sistemas  no  nsstringidos  o semidefinidos.  Se 
considera  la  vibraciòn  libre  de  sistemas  no  amorùguados  por  medio  de  vectores  nodales  y la  vibra- 
dòn  forzada  de  sistemas  no  amortiguados  por  medio  de  anàlisis  modal  junto  con  ejemplos  ilustrati- 
vos.  Se  analizan  las  ecuaciones  de  raovimiento  paia  la  vibraciòn  forzada  de  sistemas  viscosamente 
amortiguados  mediante  la  introducciòn  de  la  fiindòn  de  disipaciòn  de  Rayldgh.  Se  desacoplan  las 
ecuadones  de  movimiento  parasistemas  proporcionalmente  amortiguados  y se  describe  lasoluciòn 
de  cadaunade  las  ecuadones  desacopladas  aplicando  laintegràl  de  Duhamel.  Punto  importante  es 
la  autoexcitaciòn  y el  anàlisis  de  estabUidad  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad  siguiendo  el 
criterio  de  Routh-Hurwitz.  Por  ultimo,  se  presentan  las  soluciones  obtenidas  utilizando  MATLAB 
para  la  vibraciòn  libre  y forzada  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad. 


objetivos  de  aprendizaje 


A1  terminar  estecapi'tulo,  usted  debera  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

• Formular  las  ecuaciones  de  movimiento  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad  mediante  la 
segunda  ley  de  Newton,  coeficientes  de  influencia  o ecuaciones  de  Lagrange. 

• Expresar  la  ecuaciòn  de  movimiento  en  forma  matricial. 

• Encontrar  las  frecuencias  naturales  de  vibraciòn  y los  vectoies  modales  con  la  soluciòn  del 
problema  de  valor  eigen. 

• Determinar  la  respuesta  de  vibraciòn  libre  y forzada  de  sistemas  no  amortiguados  mediante  el 
anàlisis  modal. 

• Utilizar  amortiguamiento  pioporcional  para  hallar  la  respuesta  de  sistemas  amortiguados. 

• Analizar  las  caracteristicas  de  estabilidad  de  sistemas  de  varios  grados  de  libeitad  con  d crite- 
rio  de  Routh-Hurwitz. 

• Resolver  problemas  de  vibradòn  libre  y forzada  utili  zando  MATLAB. 

Como  se  mencionò  en  d capitulo  1,  la  mayooa  de  los  sistemas  de  ingenieria  son  continuos  y tie- 
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Capftulo  6 Sistemas  de  varios  grados  de  libertad 


6.1  Introducciòn 


nen  una  infmidad  de  grados  de  libertad.  E1  anallsis  de  vibiacidn  de  sistemas  oontinuos  requiere  la 
solucidn  de  ecuaciones  diferendales  parciales,  la  cual  es  bastante  dificil.  P5ra  muchas  ecuadones 
diferenciales  parciales,  de  hecho,  no  existen  soluciones  analftìcas.  Por  otra  paite,  el  analisis  de  un 
astema  de  vaiios  grados  de  lLbertad,  requiere  la  soluciòn  de  un  sistema  de  ecuaciones  diferendales 
ordinarias,  la  cual  es  relativamente  simple.  Por  consiguiente,  por  sencillez  del  analisis,  a menudo 
tos  sistemas  continuos  se  representan  como  sistemas  de  varios  grados  de  libertad. 

Todos  los  conceptos  presentados  en  el  capitulo  anterior  se  pueden  extender  directamente  al 
caso  de  sistemas  de  varios  giados  de  libertad.  Por  ejemplo,  bay  una  ecuacidn  de  movimiento  por 
cada  grado  de  Ubertad;  si  se  utilizan  coordenadas  generalizadas,  hay  una  coordenada  generaliza- 
th  por  cada  grado  de  libertad.  Las  ecuaciones  de  movìmiento  se  obtìenen  por  1a  segunda  ley  del 
movimiento  de  Newton  o aplicando  los  coeficientes  de  influenda  definidos  en  la  secddn  6.4.  Sin 
embargo,  con  frecuencia  es  màs  conveniente  derivar  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema 
de  varios  grados  de  libertad  por  medio  de  ecuadones  de  Lagrange. 

Hay  nfrecuencias  naturales,  cada  una  asociada  con  su  prqpia  forma  de  modo,  para  un  sistema 
de  n grados  de  libertad.  E1  metodo  de  determinar  las  frecuencias  natuiales  con  la  ecuadon  caiacte- 
ristica  obtenida  igualando  d deterrainante  a cero  tarabien  se  aplica  a estos  sistemas.  Sin  embargo, 
a raedida  que  crece  la  cantidad  de  grados  de  libertad,  la  solucion  de  la  ecuacion  caracteristica  se 
hace  mas  compleja.  Las  formas  de  modo  presentan  una  propiedad  conocida  como  ortogonalidad, 
la  cual  puede  utilizarse  para  solucionar  problemas  de  vibracidn  forzada  no  amoriiguada  con  un 
procediraiento  conocido  oomo  analìsis  modal.  La  solucidn  de  probleraas  de  vibracidn  foizada  aso- 
ciados  con  sisteraas  viscosaraente  amortiguados  tambidn  se  determina  de  raanera  conveniente  con 
un  concepto  llamado  amortiguamiento  proporcionat. 

Se  pueden  usar  diferentes  mdtodos  para  representar  un  sisteraa  oontinuo  como  un  sìstema  de  varios 


6.2  Modelado  de  sistemas  continuos 
como  sistemas  de  varios  grados  de  libertad 


grados  de  libertad.  Un  mdtodo  sencillo  implica  reemplazar  la  masa  distribuida  o ineicia  del  sistema 
por  un  numero  finito  de  masas  concentiadas  o cucrpos  rigidos.  Se  supone  que  las  masas  concen- 
tradas  estan  oonectadas  por  miembros  amortiguadores  elasticos  sin  masa.  Se  utilizan  coordenadas 
lineales  {o  angulares)  para  describir  el  moviraiento  de  las  masas  concentradas  {o  cueipos  rfgidos). 
Tales  modelos  se  conocen  como  sistemas  de  pardmetro  concentrado  o de  masa  concentrada  o de 
tmsa  discreta.  E1  mfnimo  de  coordenadas  necesario  para  describir  el  movimiento  de  las  masas 
concentradas  y cuerpos  rigidos  defme  la  cantìdad  de  giados  de  libertad  del  sistema.  Naturalmente, 
cuanto  mayor  sea  la  cantidad  de  masas  conoentradas  utilizadas  en  el  modelo,  mayor  serà  la  preci- 
àòn  del  anàlisis  resultante. 

Algunos  problemas  indican  automàtìcamente  d tipo  de  modelo  de  parametro  concentrado  que 
se  va  a utilizar.  Por  ejemplo,  el  edificio  de  tres  pisos  que  se  muestra  en  la  fìgura  6.f(a)  sugiere  al 
instante  el  uso  de  un  moddo  de  tres  masas  concentiadas,  como  se  indica  en  la  figura  6.  !{b).  En  este 
modelo,  se  supone  que  la  inercia  del  sistema  està  concentrada  como  fres  masas  puntuales  situadas 
en  los  pisos,  y las  elastìddades  de  las  columnas  son  reemplazadas  por  los  resortes.  Asimismo,  la 
maquina  de  perforaciòn  radiai  que  se  muestra  en  la  flgura  6.2{a)  se  puede  modelar  con  cuafro  masas 
concentradas  y cuatro  elementos  eiastìcos  (vigas  elasticas),  como  se  muestra  en  la  figuia  6.2{b). 
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(a) 


m 

^2 

77T77 

(b)  Flgura  6.1  Edificio  de  tres  pisos. 


Figura  6.2  Maquina  de  per/oracion  radial.  (Fotograffa  cortesfa  de  South  Bend  Lathe  Corp.). 


Otro  metodo  popular  de  representar  un  sistema  continuo  como  un  sistema  de  varios  giados  de 
libertad  implica  reemplazar  la  geometria  del  sistema  por  una  gran  cantidad  de  elementos  pequenos. 
Suponiendo  una  soluciòn  simple  dentro  de  cada  elemento,  se  utilizan  los  principios  de  compatibi- 
lidad  y equiiibrio  para  deterrainar  una  soludòn  aproximada  para  el  sistema  original.  (Este  mòtodo, 
conoddo  como  mètodo  dei  eiemento  fmito,  puede  revisarlo  con  detalle  en  el  capftulo  12,  en  el  sitio 
web  de  este  Hbro). 


6.3  Uso  de  la  segunda  ley  de  Newton  para  derivar 
ecuaciones  de  movimiento 


Se  puede  adoptar  d siguiente  procedimiento  para  derivar  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sìs- 
tema  de  varios  grados  de  libertad  sqjlicando  la  segunda  ley  del  movìmiento  de  Newton: 

1,  Establezca  coordenadas  adecuadas  para  describir  las  posiciones  de  las  varias  masas  puntuales  y 
cuerpos  rigidos  en  el  sistema.  Suponga  direcdones  positivas  adecuadas  para  los  desplazamien- 
tos,  velocidades  y aceleraciones  de  las  masas  y cuerpos  rigidos. 
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Ejemplo  6.1 


2.  Determine  la  coniìguiadon  de  equilibrio  estatico  dd  sistema  y mida  los  desplazamientos  de-  las 
masas  y cueipos  rigidos  con  respecto  a sus  posiciones  de  equilibrio  estatico  respectivas. 

3.  Trace  el  diagrama  de  cuerpo  libre  de  cada  masa  o cuerpo  rigido.  Indique  las  fuerzas  de  resorte, 
amortìguamiento  y extemas  que  actuan  en  cada  masa  o cueipo  rigido  cuando  se  imparte  un 
desplazamÌOTto  y velocidad  positivos  a dicha  masa  o cuerpo  rigido. 

4.  Aplique  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton  a cada  masa  o cuerpo  rfgido  que  muestra  el 
diagrama  de  frecuencia  de  cueipo  como  sigue 

mi Xì  = 2 Fij  (P31-3 111353  mi)  (6- 1) 

o 

Ji8,  = 2 Mij  (P313  cueipo  rigido  de  inercia/i)  (6.2) 

ì 

donde  2,  F indica  la  suma  de  todas  las  fiieizas  que  actdan  en  la  masa  mt  y 2;  indica  la  suma 
de  momentos  de  todas  las  fuerzas  (con  respecto  a un  eje  adecuado)  que  acttìan  en  d cuerpo 
rfgido  del  momento  de  inerda  de  masa  Jt. 

H procedimiento  se  ilustra  en  los  ejemplos  siguientes. 


Ecuaciones  de  movimlento  de  un  sistema  de  resorte-masa 


Derive  la$  ecuadones  de  movimiento  dd  sistema  de  resorte*masa-amortiguador  que  se  muestra  en  la  figura 
6.3{a). 

Sohidtìn; 

M4iodo:  liace  diagramas de  cuerpo  libra  de  las  masas y aplique  las  scgunda  ley  del  movimiento  de  Newton. 
las  coordenadas  que  describen  las  posiciones  de  las  masas,  xft),  se  miden  desde  sus  respectivas  posidones  de 
equilibrio  estàtico,  como  se  indica  en  1a  figura  6.3{a).  E1  diagrama  de  cuerpo  libie  de  una  masa  interior  tfpica 
mt  se  muestra  en  la  figura  6.3{b)  junto  con  las  diiecdones  positivas  supuestas  para  su  desplazamiento,  veloci- 
chd  y aceleradòn.  La  aplicadòn  de  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton  a la  masa  m;  resulta 

m;Xi  = -kj(x;  - + ki+1  (jff+1  - X;)  - C;  (Ìf  - X,-l) 

+ cj+i (■*;+!  - Xi)  + Fi\  i = 2,3,  1 


o 

/Kfjff  - C;i;-i  + (C;  + C;+i)Ì;  - C;+iX;+i  - *;-t;-l 

+ (k;  + k;+ i)xf  - A;+iX;  + l = F;  \ I = 2,  3,  1 (E.l) 

las  ecuadones  de  mo  vimiento  de  las  masas  mi  y m?i  se  derivan  de  la  ecuaddn  (E.  1)  al  establecer  que  i - 1 
junto  con  jijj  = 0 e i = n junto  con  jrfl+]  - 0,  lespcetivamente: 

«1*1  + (ci  + c2)ii  - C2X2  + (ifei  + A2)x  1 - k2x2  = F\  {E.2) 

m«Jfi.  fnin-i  + (fji  + fji+i)iji  fejjiji- 1 + (kn  + fen+i)jfn  Fn  (E3) 
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fcfri  %ì  — 1) 

Cj(^  Jtj  _ i) 


-*-+** +*(1+Jfi 

m 


-*-ki+l(Xi+l  -Xi) 
+ lOtj+i 


(b) 


Ptgura  6.3  Sistema  de  resorte-masa-amortìguador. 


Nota$\ 

1.  Las  ecuacioftes  de  movimieùto,  (E.  1)  a (E,3),  dd  ejemplo  6. 1 se  expresan  en  forma  matricial  como 

[m]jr  + [c]x  + [A:]jT  = F {63) 

donde  [mj,  [c]  y M son  las  matrices  de  masa,  amoitignaniiento  y rigidez,  respectivamente,  y se  expresan 
como  sigue 


[«]  = 


«i 

0 

0 


0 0 
m2  0 
0 m3 


0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 ■ ■ - 0 m„ 


(6.4) 


(d  + c2)  -C2 

0 

...  o 

0 

-c2  (c2  + c3) 

-c3 

...  o 

0 

0 — C3 

(q  + c4) 

...  o 

0 

_o  0 

0 

c„ 

(cn  + c„+l)_ 

(k\  + k^)  ”^2 

0 

...  0 

0 

~h  (^2  + h) 

~h 

...  o 

0 

E 

O - 

(k3  + k4) 

...  o 

0 

_o  0 

0 

- 

(^•n  + ^n+l)_ 

(6  5) 


(6.6) 


y 3? , x,  x , y F son  los  vectores  dedesplazamiento,  velocidad,  aceleracion  y fuerza,  dados  por 
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CAPfTULO  12  Mètooo  oe  anàlisis  del  desplazamiento:  DISTRISUCIÒN  DE  MOMENTOS 


EJEMPLO  12.8 


Determine  los  momentos  en  cada  junta  del  marco  que  se  muestra  en 
la  figura  12-20«.  EI  es  constante. 


SOLUCIÒN 

Primero  se  evita  el  desplazamiento  lateral  mediante  la  fuerza  de  res- 
tricciòn  R.fìgura  12-206.  Los  FEM  para  el  etemento  BC  son 

8(10)  8(10) 

(FEM)5C  = - — ~r“  = -10  k -pie  (FEM)cb  = ““  = 10  k -pie 

o o 

Como  los  claros  AB  y DC  estàn  articufados  en  sus  extremos,  el  factor 
de  rigidez  se  calcula  empleando  3 EI/L.  La  distribuciòn  de  momentos 
se  muestra  en  la  figura  12-20 d. 

Las  reacciones  horizontales  en  A y D deben  determinarse  a partir 
de  estos  resultados,  lo  cual  $e  hace  mediante  un  anàlisis  del  equilibrio 
para  cada  elemento,  figura  l2-20e.  Al  sumar  los  momentos  respecto  de 
los  puntos  B y C en  cada  pierna,  se  tiene 

i+2Ms  = 0;  -5.97  + j4*(8)  - 4(6)  = 0 Ax  = 3.75  k 

i+2Mc  = 0;  5.97  - 7^(8)  + 4(6)  =0  Dx  = 3.75  k 

Bor  lo  tanto,  para  todo  el  marco, 

1FX  = 0;  R = 3.75  - 3.75  + 20  = 20  k 


jimta 

A 

B 

c 

D 

Elèitiènlt}  AB 

BA 

BC 

CB 

CD 

DC 

DF 

1 

0.429 

0371 

0371 

0.429 

1 

FEM 

429 

-10 

5.71 

10 

-5.71 

-429 

TR 

Dist+ 

123 

-236 

1.63. 

2.86 

-1.63 

-123 

TR 

lMst+ 

035 

-032 

0.47 

0.82 
. -a4? 

-035 

TR 

Etì$t+ 

aio 

—024 

ai3 

4 024 

-ai3 

HUO 

SAf 

0 

5-97 

-537 

537 

-537 

0 

<d)  <e) 
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EJemplo  6.2 


4*  Se  ve  que  Jas  ecuacione$  diferenciales  del  $i$tema  de  re$orte-ma$a  con$ideiado  en  el  ejemplo  6,1  (figum 
tì,3(a»  estìn  acopladas;  cada  ecuacidn  implica  màs  de  una  coordenada.  Esto  signifìca  que  las  ecuaciones 
no  $e  pueden  iesolver  de  manera  individual  una  a la  vez,  sdlo  pueden  resolveise  simultàneamente.  Àde- 
ntìs,  $e  ve  que  el  sistema  està  estàtìcamente  acoplado,  puesto  que  sus  rigideces  estìn  acopladas,  es  decir, 
la  matriz  de  rigidez  tiene  al  menos  un  termino  diagonal  fuem  de  la  didgonal.  Por  otra  parte,  si  la  matriz  de 
masa  tìene  al  menos  un  termino  no  cero  fuera  de  la  diagonalf  se  dice  que  el  sistema  està  dindmicamente 
acoplado.  Àdemàs,  si  las  matrices  tanto  de  rigidez  como  de  masa  tienen  tàrminos  no  oero  fuera  de  la  dia- 
gonal,  se  dice  que  el  sistema  està  tanto  estàtica  como  dinàmicamente  acoplado. 


Ecuaclones  de  movimlento  de  un  sistema  de  remolque 
y pèndulo  compuesto 


Derive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema  de  iemolque  y pèndulo  compuesto  que  se  muestia  en  la 
figum  tì,4(a). 

Solucitìn: 

Mètodo;  Trace  los  diagramas  de  cuerpo  libre  y aplique  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton. 

Las  coordenadas  x(i)  y se  utilizan  para  describir,  respectìvamente,  el  desplazamiento  lineal  del  remol- 
que  y el  desplazamiento  angular  del  pdndulo  compuesto  desde  sus  conespondientes  posiciones  de  equilibrio 
estàtìco.  Cuando  $e  suponen  valqies  positivos  para  los  desplazamientos  x{t)y  tf(f),  velocidad  i(f)  y asf 
como  las  aceleraciones  x{t)  y è(t ),  las  fuerzas  extemas  que  actuan  en  d remolque  serin  la  fuerza  aplicada 
F(t ),  las  fuerzas  de  resorte  k^xy  k^x  y las  fuerzas  de  amortìguamiento  c\x  y c2x,  como  se  muestra  en  la  figura 
6,4(b).  Las  fueizas  extemas  que  actuan  en  el  pdndulo  compuesto  seràn  el  par  de  torsidn  aplicado  M ,(f ) y la 
fuerza  de  la  gravedad  mg,  como  se  muestia  en  la  fìgum  tì,4(b).  Las  fuerzas  de  inercia  que  actùau  en  el  remoL 
que  y el  pèndulo  compuesto  se  indican  por  medio  de  las  Imeas  de  rajas  en  la  figuia  tì,4(b).  Observe  que  el 
movimiento  rotacional  del  pèndulo  compuesto  alrededor  del  punto  Oconectado  a la  bisagrn  induce  una  fiiern 
radialmente  dirigida  hacia  adentro  (haria  O)  m^èì2  y una  fuerza  normal  (peipendicular  a QC)  m^8  como  se 
muestra  en  la  figum  tì,4(b).  La  aplicaritìn  de  la  segunda  ley  de  Newton para  el  movimiento  de  tmslacitìn  en  la 
direcridn  horizontal  resulta 


M'x  + mx  + m^Gcosfl  - m-fl^senfl  = - k^x  - k2x  — c\X  — c^x  + F(t) 


(Ed) 


Àsimismo,  la  aplicaridn  de  la  segunda  ley  de  Newton  para  movimiento  de  rctacidn  alrededor  de  O produce 


(m|®)|  + (ml2)^  + 


cos  6 = - (mg)-sen  6 + Mt(t) 


(E.2) 


Notas; 

h Se  ve  que  las  ecuariones  de  movimiento,  ecuariones  (E,l)  y (E.2)  $on  no  lineales  por  la  presenria  de  los 
tdrminos  que  implican  sen  0 , cos  6,  y (Ò)2  sen  8. 

2*  Las  ecuariones  (E,l)  y (E,2)  se  pueden  linealizar  $i  $e  supone  que  el  termino  que  implica  ( è )2  sen  8 e$ 
insignificantemente  pequefio y que los desplazamientos son pequefios de modo que cos 8^1  y sen 8^8. 
Las  ecuariones  linealizadas  se  derivan  como 


(M  + m)3c  + 


(4 


+ (*i  + 


+ (ci  + <%)*  = F{t) 


<E.3) 
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Pendulo  compuesto. 


k±x 

C2X 


(b) 

Flgtira  6.4  Sistema  de  pèndulo  oompuesto  y remolque. 


y 


(E-4) 


6.4  | Coeficientes  de  influencia 


Las  ecuaciones  de  raovìmiento  de  un  sisteraa  de  varios  grados  de  libertad  tambidn  se  pueden  escri- 
bir  en  funcion  de  ooeficientes  de  influencia,  los  cuales  se  utilìzan  extensaraente  en  ingenierfa  es- 
tructural.  Bàsicamente,  se  puede  asociar  un  conjunto  decocficientes  deinfluencia  oon  cadauna  de 
las  raatrices  implicadas  en  las  ecuadones  de  moviraiento.  Los  coeficientes  de  influencia  asociados 
con  las  matrices  de  rigidez  y masa,  se  conocen,  respectivamente,  como  coeficientes  de  influencia 
de  rigidez  c inercia.  En  algunos  casos,  es  mas  conveniente  reescribir  las  ecuaciones  de  raovimiento 
utilizando  la  inversa  de  la  matriz  de  rigidez  (conocida  como  raatriz  de  flexibilidad)  o la  inversa  de 
la  matriz  de  raasa.  Los  coeficientes  de  influencia  conespondientes  a la  raatriz  de  rigidez  inversa  se 
conocen  como  ooeficientes  de  mflmnda  de  flexìbUÌdad y los  correspondientes  a la  matriz  de  raasa 
inversa  se  conocen  como  coeflckntes  de  ìnercia  Ìnversos. 
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Coeficientes 
de  influencia 
de  rigidez 


En  un  rcsorte  lineal  siraple,  la  fuCTza  neoesaria  para  producir  un  alargaraiento  unitario  se  oonoce 
corao  rigidez  del  rcsorte.  En  sisteraas  mas  complejos  podemos  expresar  la  rdacidn  entre  el  des- 
plazamiento  en  un  punto  y las  fuerzas  que  acttian  en  varios  otros  puntos  del  sisteraa  por  raedio  de 
coefidentes  de  influencia  de  rigidez.  H ooeficiente  de  influencia  de  rigìdez,  denotado  como  Jty, 
se  define  como  la  fuerza  en  d punto  i a consecuencia  de  un  desplazaraiento  unitario  en  el  punto  j 
cuando  todos  los  puntos  aparte  dd  punto  j estan  fijos.  Utilizando  esta  definidon,  para  el  sistema  de 
resorte-masaquese  muestraen  la  figurad.5,  la  fiierza  total  en  d punto  Ì,  Fit  se detmnina  sumando 
las  fiierzas  producidas  por  todos  los  desplazamientos  Xj(j  = 1,2 n)  como 

n 

Fi=^kìjXj,  i = l,2,  ...,n  <6.12) 

j=i 


La  ecuacion  (6.  !2)  se  puede  expresar  en  forma  matricial  como 


F = [1]?  <6J3) 

donde  x y F son  los  vectorcs  de  desplazamiento  y fuerza  definidos  en  la  ecuadon  (6.7)  y [JtJ  es  la 
matriz  de  rigidez  dada  por 


*11 

1 12 

^lfl 

[*]  = 

* 21 

* 22 

fefl 

(6J4) 

_*n  1 

*u2 

p ■ - jfc 

*flflj 

Son  de  hacerse  notar  los  siguientes  aspectos  de  los  coeficientes  de  influenda  de  rigidez: 

1,  Dado  que  ia  fiierza  requerida  en  el  punto  Ì para  producir  una  deflexidn  unitaria  en  el  punto  j y 
una  deflexidn  cero  en  todos  los  demas  puntos  es  la  misma  que  la  fuerza  requerida  en  el  punto 
j para  producir  una  deflexion  unitaria  en  d punto  i y una  deflexion  cero  en  todos  los  demas 
puntos  (teorema  de  redprocidad  de  Maxwell,  [6.1]),  tenemos  = kj,. 

2,  Los  coeficientes  de influencia de rigidez se  pueden  calcular  aplicando  los  prindpios  de  estàtica 
y mecànica  de  solidos. 


*ifr)  m 
| 1 k2  | 1 


F<(‘) 


m 

t.  t 

■ r i 1 *'Jfa 


I 1 ,Vi  "v  r '"ifj  r ^fl+i  pS 

^333^  »h  *** 

I JPl  1*2  ( *<  I I Xj  ! 

Punto  1 Puuto  2 Punto  i Punto  / Punto  n 

(a) 

I ► +*;.  + Xj 

h*m 

ki(Xj  - *_i)  1 m;  | — kj + i<Xj+i  - Xj) 

(b) 

Figura  6.S  Sistema  de  resorte-masa  de  varios  grados  de  libertad. 
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EJemplo  6.3 


3.  Lqs  codìcientes  de  influencia  de  rigidez  para  sistemas  torsionales  se  pueden  definir  en  fungidn 
del  desplazamiento  angular  unitario  y el  par  de  torsion  que  produce  el  desplazamiento  angular. 
For  ejemplo,  un  sistema  torsional  de  varios  rotores,  ky  se  puede  definir  como  el  par  de  torsidn 
en  el  punto  Ì <rotor  i)  debido  a un  desplazamiento  angular  unitario  en  el  punto  j y un  desplaza- 
miento  angular  cero  en  todos  los  demas  puntos. 

Los  coefidentes  de  influenda  de  rigidez  de  un  sistema  de  varios  grados  de  liberiad  se  pueden  dc- 

terminar  como  sigue; 

1,  Suponga  un  valor  de  uno  para  el  desplazamicnto  Xj  (j  = I para  comenzar)  y un  valor  de  cero 

pam  todos  los  demàs  desplazamientos  Xi,x2 Xj-  i,Xj+t xn.  Por  definicìdn,  el  conjunto  de 

fiierzas (i  = 1,2,...,  n ) mantendrà  d sistema  en  laconfiguracidn  supuesta (xj  = l,xt  = x^  = 
■■■  = Xj- 1 = Xj+i  ■■■  = xn  = 0).  Entonces  las  ecuadones  de  equilibrio  estàtico  se  escribcn  para 
cada  masa  y d conjunto  de  n ecuadones  resultante  se  resudve  para  hallar  los  n coeflcientes  de 
influencia,  k^(i  = 1,2 n). 

% Despuds  de  completar  d paso  1 para ; = 1 , el  procedimiento  se  repite  con  j = 2,3 n. 

Los  siguientes  ejemplos  ilustran  el  procedimiento. 


Coeficlentes  de  Influencla  de  rlgldez 

Ehcuentre  lq$  coeficientes  de  influcncia  de  rigidez  del  sistema  que  se  mucstia  ea  la  figum  tì.tìfa). 

Sohiddn: 

Mètodo:  Use  la  definicidu  de  k^ y las  ecuaciones  de  equilibrio  estàtìco. 

Seau  *|5  y *3  los  desplazamieutos  de  las  masas  ml3  m^  y lespectìvameute.  lx>s  coeficieutes  de  in- 
tìuencia  de  rigidez  del  sistema  se  pueden  deteimiuar  eu  fimcidn  de  las  rigideces  de  iesorte  kx , k2  y k3  como 
$igue.  Primero,  hacemos  el  desplazamieuto  de igual a uno  (jtj  = 1) y los desplazamieutos  de  m7  y m3  igua- 
les  a cero  {x7  =x3=  0)5  como se  muestra  en  la  figum  tì.tì(b).  Se  supone que  el  conjunto  de  fuerzas  (1  = 1, 
2,  3)  mantìene  el  sistema  en  esta  configumddn.  Los  diagmmas  de  cuerpo  libre  de  Jas  masas  conespondientes 
ala  configumcidn  de  la  figum  tìftì(b)  $e  indican  en  la  figum  tì.tì(c).  E1  equilibrio  de  fuerzas  pam  las  masas  mx , 
y m^  en  la  diieccion  horizontaJ  produce 


Masami:  k\  = — k2  + 

<E.l) 

Masam2:  k2\  = — 

<E3) 

Masam^:  £31  = 0 

<E3) 

la  soluciòn  de  las  ecuadones  (E.  1)  a (E3)  da  por  iesultado 

- k\  + klf  k2\  = -k2,  k^\  = 0 

<E-4) 

A continuaddn,  los  desplazamientos  de  las  masas  se  considemn  como  X\  = 05  x2  = 1 y x$  = 0,  como  se 
muestm  en  la  figum  tì,tì(d).  Pùesto  que  se  supone  que  las  fuerzas  kn  (#  = 1 , 25  3)  mantienen  el  sistema  en  esta 
ODnfigumddn,  los  diagmmas  de  cuerpo  libie  de  las  masas  se  desanollan  como  se  indica  en  la  figum  tì.tì(e).  Las 
ecuadones  de  equilibrio  de  fuerzas  de  las  masas  son: 

Masam^:  + jt2  = 0 

<E.5) 

Masa  m2:  k22  — k^  = k2 

<E.6) 

Masam^:  k^  = —£3 

<E.7) 
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Flgura  6.6  Determinadòn  de  los  coeficientes  de  influencia 
de  rigidez. 


La  stìluciòn  de  las  ecuadones  (E5)  a (E.7)  produce 

^12  = — ^22  = ^2  + &32  = — ^3 


(E.8) 
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Por  tiltiino*  se  supoDe  que  el  oonjuuto  de  fueizas  kB  {i  = 1, 2,  3)  mantiene  el  sistema  cou  x^  = 0,  x2  = 0 y 
= 1 (figum  6.6(0).  Los  diagramas  de  cuerpo  libre  eu  esta  configumcion  se  muestmn  cn  la  figum  6.6(g) 
y las  ecuacioues  de  equilibrio  de  fuerzas  conducen  a 


Masami;  = 0 (E 9) 

Masa  tn^.  k2$  + = 0 (E+10) 

Mosam^:  £33  = *3  (E+ll) 

la  solucitìn  de  las  ecuaciones  (E.9)  a (E.  1 1)  produce 

*13  - o,  *23  = “*3,  *33  = £3  (E.12) 

Ibr  lo  tanto*  la  matriz  de  rigidez  del  sistema  es 

"(Jfei+^)  -k2  0 

[*]  = -t2  (*a  + h)  -*3  (E+13) 

_0  “ *3  £3 


Ejemplo  6.4 


Matriz  de  rigidez  de  un  marco 

Determine  La  matriz  de  rigidez  del  marco  que  se  muestm  en  la  figum  6.7{a).  Ignoie  el  efecto  de  la  rigidez  axial 
de  los  miembros  AB  y BCt 


Sùluctf  n : Dado  que  los  segmentos  AB  y BC  del  marco  $e  puedai  considemr  como  vigas,  se  pueden  utilizai  las 
ffirmulas  de  detfeiidn  de  vigas  pam  genemr  la  matriz  de  rigidez  del  maico.  Las  fuerzas  necesarias  pam  produ- 
dr  un  desplazamiento  a lo  largo  de  una  coordenada  al  mismo  tìempo  que  se  mantienen  desplazamientos  cero 
alo  largp  de  otms  coordenadas  de  una  viga  se  indican  en  la  figum  6.7{b ),  [6.1, 6.8].  En  la  figum  6.7  (a),  los 
extremos  A y Cesttìn  fijos  y por  consiguiente  la  junta  B tendrà  tres  posibles  desplazamientos:  x,  y,  y & como  se 
indica.  las  fuerzas  necesarias  pnm  mantener  un  desplazamiento  unitario  a lo  largo  de  la  direccidn  x y despla- 
znmioito  cero a lo  largo  de las diieceionesy y tìen la juntafi esttSn dadas por (de acuerdo con  la figum 6.7(b)) 


Asimismo,  cuando  ocune  un  desplazamiento  unitario  a lo  laiga  de  la  direccidn  y en  la  junta  B con  despla- 
zamientos  cero  a 1o  laigo  de  las  diiecciones  x y 0,  las  fuerzas  iequeridas  pam  mantener  La  configumciòn  se 
deteiminan  en  la  figum  6.7(b)  como 


Fmalmente,  las  fiieizas  necesarias  pam  mantener  un  desplazamiento  unitario  a lo  laigo  de  la  diieccidn  & y 
dèsplazamientos  ceio  en  las  direcciones x y y en  la  junta  B , se  ven de  acueido  con  la  figum  6.7(b)a  como 
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y 


h Fl 

t t 


« 


Fìgura  6.7  Matriz  de  rigidez  de  un  marco. 


(b) 


Pbr  lo  tanto,  la  matriz  de  rigidez,  [£],  e$ti  dada  por 

F = [k]x 


donde 


24  —121 

-12 1 10/ 2 


Coeficientes 
de  influencia 
de  flexibilidad 


Como  se  vio  en  los  ejemplos  6.3  y 6.4,  el  calculo  de  los  coefidentes  de  influenda  de  rigidez  requie- 
ie  la  aplicacion  de  los  principios  de  estàtìca  y algdn  manejo  algebrdco.  De  hecho,  la  generadon  de 
n coefidentes  de  influencia  de  rigidez kij7  kj,...,  con  cualquier  j especffica  requiere  la  solucidn 
de  n ecuaciones  simultaneas.  Por  lo  tanto,  se  tìenen  que  resolver  n conjuntos  de  ecuaciones  lincales 
</i  ecuaciones  en  cada  conjunto)  para  generar  los  coeficientes  de  mfluenda  de  rigidez  de  un  sistema 
de  n gtados  de  libertad.  Esto  implica  un  importante  esfuerzo  computacional  con  giandes  valores  de 
n.  La  generaciòn  de  los  coeficientes  de  influencia  de  flexibilidad,  por  otìa  parie,  es  mas  sendlla  y 
còmoda.  Para  ilustrar  el  concepto,  consideie  una  vez  mas  el  sistema  de  resorte-masa  que  se  muestra 
en  la  figura  6.5. 

Si  sòlo  una  fuerza  Fj  actua  en  d sistema,  y si  el  desplazamiento  en  el  punto  Ì <es  decir  la  masa 
m>)  se  debe  a la  fiierza  FJr  debe  ser  x^.  El  codlciente  de  influenda  de  flextbilidad,  indicado  por  aiJt 
se  define  como  la  deflexiòn  en  el  punto  Ì produdda  por  una  carga  unitaria  en  el  punto  j.  En  vista 
de  que  la  deflexiòn  se  inciementa  propoicionalmente  con  la  carga  en  un  sistema  lineal,  tenemos 
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S varias  fuerzas  Fj(j  = 1,2 n)  actuan  en  diferentes  puntos  del  sistema,  la  deflexidn  total  en 

cualquìer  punto  / se  detennina  suraando  las  contribuciones  de  todas  las  fuerzas  Fji 

n n 

xì  = * = !»2>  ■■■»«  <616) 

j=ì  j= i 

Las  ecuaciones  (6.16)  se  expresan  en  forma  matricial  corao 

= [«]?  (6.17) 

donde  ~x  y F son  los  vectores  de  desplazamiento  y fuerza  definidos  en  la  ecuacion  (6.7)  y [a]  es 
la  raatriz  de  flesibilidad  dada  por 


au 

&Ì2 

■ ■ ■ a\n 

^21 

Ù22 

n 

an\ 

a„2 

■ ■ ■ ann 

(6.18) 


Se  observan  las  siguientes  caracteristicas  de  los  coeficientes  de  influencia  de  flexibilidad; 

1,  Un  examen  de  las  ecuaciones  (6.17)  y (6.13)  indica  que  las  maUices  de  flexibilidad  y rigidez 
estan  reladonadas.  Si  sustituimos  la  ecuacidn  (6.13)  en  la  ecuacion  (6.17),  obtenemos 

* = [*\Fm  [«][*]?  (6.19) 

con  la  cual  podemos  obtener  la  relaciòn 

[^][*]  = [/]  (6^0) 

donde  [/]  indica  la  matriz  unitaria.  La  ecuaciòn  (6.20)  es  equivalente  a 

W-W'.  [<■]-[*]''  <6il) 

Es  decir,  las  raatrices  de  rigidez  y flexibilidad  son  la  ìnversa  una  de  la  otra.  El  uso  de  ooefi- 
cientes  de  influencia  de  rigidez  diriòraicaen  la  vibradòn  de  vigas  no  uniformes  se  analiza  en  la 
ieferencia[6.10]. 

2,  Dado  que  la  deflexiòn  en  el  punto  / producida  por  una  carga  unitaria  en  el  punto  j es  la  raisma 
que  la  deflexiòn  en  el  punto  j producida  por  una  carga  unitaria  en  el  punto  / en  un  sistema  lineal 
(teorema  de  redprocidad  de  Maxwell),  tenemos  atj  = a^. 

3,  Los  coeficientes  de  influencia  de  flexibilidad  de  un  sistema  torsional  se  pueden  defrair  en  fun- 
ciòn  de  un  par  de  torsiòn  unitario  y la  deflexiòn  angular  que  provoca.  Por  ejemplo,  en  un 
sistema  torsional  de  varios  rotores,  oy  se  define  como  la  deflexiòn  angular  del  punto  /(rotor  /) 
producida  por  un  par  de  torsiòn  unitario  en  d punto  j ( rotor  j). 

Los  coefidentes  de  influencia  de  flexibilidad  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  se 

determinan  como  sigue; 

1,  Suponga  una  carga  unitaria  en  el  punto  j (j  = 1 para  comenzar).  Por  definidòn,  los  despla- 
zamientos  de  los  diversos  puntos  ì (i  = 1,2,...,  n)  resultantes  de  esta  carga  propordonan  los 

coefidentes  de  influenda  de  flexibilidad,  / = 1, 2 n.  Por  lo  tanto,  los  ooeficientes  se 

determinan  aplicando  los  sendllos  principios  de  estatica  y mecànica  de  sòlidos. 
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2,  Despuds  de  completar  el  pasq  1 con  j = 1,  el  procedimiento  se  repite  con j = 2, 3 n. 

3,  En  lugar  de  aplicar  los  pasos  I y 2,  la  matriz de  flexibilidad,  [«],  se  determina  con  la  inversa  de 
la  matriz  de  rigidez,  [A],  si  la  matriz  de  rigidez  esta  disponible. 

Los  siguientes  ejemplos  ilustran  el  pracedimiento. 


0>) 


Ptgura  6.8  Determinaciòn  de  los  coeficientes  de  influencia  de  flexi  bilidad. 
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EJemplo  6.5 


coeflclentes  de  Influencla  de  flexlbllldad 


Bicuentre  los  cocfidcntes  de  iafluencia  de  flexibilidad  del  sisteiua  que  se  muestra  eu  la  fìgum  tì.8(a). 

Snludtìn;  Seau  y los  desplazamieutos  de  las  masas  mls  nh  y m3,  respectivameute.  Icis  coeficieutes 
de  influencia  de  flexibilidad  del  sistema  se  deteimiuan  en  funcitìu  de  la  rigidez  del  resorte  kv  y k^  como 
sigue.  Aplique  uua  fuerza  unitaria  eu  la  masa  m\  y uiuguua  fuerza  en  las  otias  masas  (Fx  = 1,  F2  = F3  = 0), 
como  se muestia  eu  la  figuia tì.8(b).  las  deflexiones  iesultautes de  las  masas  ni\ t m2  y m3  tej 5 x2  y son>  por 
defmicidu,  a^\  y * iespectivameute  (vea  la  figura  tìt8b).  Los  diagiamas  de  cuerpo  libie  de  las  masas  se 
muestran  en  la  figuia  6.8(c).  H equilibrio  de  fueoas  eu  la  diiecciòu  horizeutai  paia  las  masas  iesulta  en  lo 
siguiente: 


Masamp  i^an  = £2(021  ” #n)  + 1 (E+l) 

Masam2’  ^{aji  “ an)  = £3(^1  ” ^21)  (E2) 

Masam3:  £3(a3 \ - a%  1)  = 0 (E 3) 

la  soluddu  de  las  ecuadones  (E.  1)  a (E.3)  pioduce 

- 1 - 1 - 1 

au  - a2i  - ~rm>  ^31  - 7" 

k\  *i 

Acontinuaddn  aplicamos  una  fuerza  uuitaria  en  la  masa  m?  y uiuguua  eu  las  masas  y m33como  se  muestm 
eu  lafigumtìk8(d).  Estasfuerzashaceuquelasmasasm]sm2y  m3experimenteu  las  deflexionesjri  = a|2s^2  = 
Oj5  y respectivamente  (poi  definicidn  de  a^  como  se  muestm  eu  la  figum  tìh8(b).  Los  diagmmas  de 

cueipo  Ubie  de  las  masas  que  se  muestmn  en  la  figum  tì(8(e)s  producen  las  siguientes  ecuadones  de  equiUbrio: 


Masamp  ^i(an)  = k2(a22  “ ^12}  (E.5) 

Masa  m2:  £2(^22  " ^12)  = h(a&  - ajj)  + 1 (E+6) 

Masa  m?:  £3{a32  ” a22)  = 0 (E+7) 

la  soludtìn  de  las  ecuadoues  (E.5)  a (E7)  piopordona 


1 

^12  - 7"j 

k\ 


an  - 


J_  J_ 

*i  + k2* 


G$ 2 — 


— + — 

k2 


(E.8) 


R11  ultimo,  cuando  apUcamosuuafueiza  uuitariaa  la  masa  m^y  niuguua  a las  masas  m \ y m2ì  Jas  masas  expe* 
limeutan  las  deflexiones = a^,  x2  = a^  y *3  = a33s  como  se  muestm eu  la  figum  tì.8(f).  Los  diagmmas  de 
cuerpo  Ubie  de  las  masas  (figum  tì.8(g))  pioducen  las  siguientes  ecuadones  de  equiUbrio: 


Mas3.mil  kia\i  = k2(a2$  - ai3)  (E+9) 

Masam2:  £2(023  ” «13)  = ^3(033  ” 023)  <E*10) 


Masam3:  £3(033  - 023}  = 1 (E.ll) 

la  soluddu  de  las  ecuadoues  (E.9)  a (E,  1 1)  propordoua  los  coeficieutes  de  iuflueucia  de  flexibiUdad  a3  como 

1 . 1 


ai3 


J_ 

k\' 


0,3  “ T,  + V 


_1  , J_  , 1 

^33  ki  k2  kj 


(E.12) 


Se  puede  verificar  que  la  matriz  de  rigidez  del  sistema,  resultado  de  la  ecuaciòn  (E.13)  y del  ejentplo  6,3, 
tambièn  se  puede  hallar  a partir  de  la  ielacitìn  [A:]  - [o] -1. 


Fìgura6*9  Deflexiones  deuna  viga. 


6.4.3 


eficientes 
influencia 


inercia 


Los  elementos  de  la  matriz  de  masa,  m^,  se  conocen  como  coeficientes  de  influenda  de  inercia. 
Aunque  es  mas  conveniente  derivar  los  coeflcientes  de  influencia  de  inerda  desde  la  expresidn 
para  energi'a  dndtica  del  sistema  (vea  la  seccion  6.5),  los  coeficientes  se  pueden  calcular  por 
medio  de  relaciones  de  impulso-cantidad  de  movimiento.  Los  coeficientes  de  influencia  de  iner- 
cia  m ij,  m2j,...,mnjSC  definen  como  el  conjunto  de  impulsos  aplicados  en  los  puntos  1,  2 n. 
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Ejemplo  6.7 


lespectivamente,  para  producir  una  velocidad  unitaria  en  el  punto  j y una  velocidad  cero  en 
cualquier  otro  punto  {es  decir,  xj  = 1,  ii  = x2  = ■ ■ ■ = ij-j  = xj+i  = ■■■  — x„  = 0).  Por 
lo  tanto,  para  sistemas  de  varios  grados  de  libertad,  d impulso  total  en  el  punto  i,  Fit  se  determina 
sumando  los  impulsos  que  producen  las  velocidades  xj(j  = 1,2, , n)  como 

n 

(622) 

j=> 

La  ecuacidn  (6.22)  se  puede  expresar  en  forma  matricial  como 


F = [m]jc 

donde  x y F son  los  vectores  de  veloddad  e impulso  dados  por 


■ > 

>1  ' 

X2 

f2 

. 

. 

S F = < 

► 

.Xn  j 

y [m]  es  la  matriz  de  masa  dada  por 


m12  ■ 

■ mln 

"»21 

m22 

■ m2 n 

m„2  ■ 

mnn_ 

(623) 


(6.24) 


(6-25) 


Se  puede  verilicar  con  facilidad  que  los  coefidentes  de  influencia  de  inercia  son  sim^tricos  para 
un  sistema  lineal,  es  decir,  rn^  = m;j.  Se  puede  utilizar  d siguiente  procedimiento  para  derivar  los 
coeficientes  de  influencia  de  inerciade  un  sistemade  varios  grados  de  libertad. 

1.  Suponga que  se  aplica un  conjunto  de impulsos fg en  varios  puntos  i {i  = 1 , 2, ... , n) para  producir 

una  velocidad  unitaria  en  d punto  j (xj  = 1 eon  j = 1 paia  comenzar)  y una  vdoddad  cero 
en  los  demas  puntos  (xi  = x%  = ■ - ■ xj-i  = xj+i  = ■ ■ ■ = xa  = 0).  Por  definicidn,  el  oonjunto  de 
impulsos/j-{Ì  = 1,2, ..., n) indìcan  los  coeficientes  de  influenciade  ineicia m^(Ì  = 1,2 n). 

2,  Despuds  de  complctar d paso  1 durante j = l,el  procediraiento  se repite  para j = 2, 3 n. 

Cbserve  que  si  Xj  indica  una  coordenada  angular,  entonces  Xj  representa  una  velocidad  angular 
y Fj  indica  un  impulso  angular.  El  siguÌOTte  ejemplo  ilustra  el  procediraiento  de  generar  mtj. 


coeficlentes  de  Influencla  de  Inercla 

Bncuentre  los  coeficientes  de  influencia  de  inercia  del  si&tema  qne  se  mnestra  en  la  figura  tìb4(a). 

Saluciòn: 

Mètodo:  Use  la  definicitìn  de  m^  junto  con  relaciones  de  impulso-cantidad  de  mo vimiento. 

Sean  x{t)  y 0(t)  las  coordenadas  pam  definii  las  posiciones  lineales  y angulaies  del  remolque  (M)  y el 
pendulo  compuesto  (m).  Para  derivai  los  coeficientes  de  influencia  de  inercia*  se  aplican  impulsos  de  magnitud 
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mi  t y a lo  laigo  de  las  direotiones  x(f)  y 6(f)  para  produtir  Jas  velotidades  i = 1 y e = 0.  Entonces  la 
ecuatidn  de  impulso  y cantidad  de  movimiento  lineal  resulta 

mn  = (M  + m)(l)  (E.l) 

y la  ecuatidn  de  impulso  angulai  y cantidad  de  mo  vimiento  angulai  (con  iespecto  a O)  produce 

m2i  = m(t)£  <E2) 

Luego  se  aplican  impulsos  de  magnitudes  m]2  y m22  a lo  laigo  de  las  diiecciones  x(t)  y 6(t)  paia  obtenei  las 
velocidades  i = 0 y 6 = 1.  Poi  1o  tanto,  la  ielatidn  de  impulso  lineal  y canddad  de  movimiento  lineal  pro- 
portiona 


mi2  = m(l) 


y la  ecuatidn  de  impulso  angulai  y cantidad  de  movimiento  angular  (con  iespecto  a O)  iesulta 

Por  lo  tanto5  la  matriz  demasao  inercia  del  sistema  està  dada  por 

mt 

M + m — 

W = mJ 

2 3 


(E3) 


<EA) 


(E.5) 


6.5  I Expresiones  de  energfa  potenclal  y cinètica 
I en  forma  matricial 


Sea  Xj  el  desplazamiento  de  la  masa  mt  y Ft  la  fuerza  aplicada  en  la  direccidn  de  xt  en  la  masa  mt  en 
un  sistema  de  n grados  de  libertad  semejante  al  que  se  muestia  en  la  figura  6.5. 

La  energi'a  potencial  elàsùca  (tambitii  conocida  como  ernrgia  de  deformaciòn)  dd  msorte 
ì-èsimo  esta  dada  por 


V{  = 


La  energfa  potencial  total  se  expresa  como 


n i n 

V = ^Vj  = -^FìXì 

i= 1 ^1=1 


(6,26) 


(6.27) 


Puesto  que 


n 

Fi  = 

j=\ 


(6,28) 
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La  ecuaddn  (6.27)  se  escribe  corno 


1 n ( n \ 1 n n 

v = = kim 

A *=J  \/=J  / ^ ;=J  j=J 


La  ecuadon  (6.29)  tambien  se  escribe  en  forma  matricial  como 1 

V = 

2 


(629) 


(630) 


donde  la  ecuadon  (6.7)  proporciona  el  vector  de  despiazamiento  y la  matriz  de  rigidez  se  escribe 
como 


W- 


Ljj  k\ 2 

kz\  k-22 


L*nl  kii 2 


kìn 

*2n 


La  energfa  cinetica  asodada  con  La  masa  mt  es,  por  definidon,  ìgual  a 

1 -2 

Ti  = 2mi*i 

La  energfa  cinetica  total  del  sisteraa  se  expresa  como 

T = ÈTi  = 

*=1  2/=] 


la  cual  se  escribe  en  forma  matricial  como 


^ 1 ~*Tr  ^ 

T = 2X  imìx 


donde  el  vector  de  velocidad  x esta  dado  por 


/ ■ \ 

X\ 


x = < 


X2 


<Xnf 


y la  matriz  de  masa  [nt]  es  una  matriz  diagonal  xesultado  de 

*«i  0 

[™]  = 1 "2 


(631) 


(632) 


(633) 


(6.34) 


(635) 


S se  utilizan  coordenadas  generalizadas  (q),  que  se  analizan  en  la  seccìon  6.6,  en  lugar  de  despla- 
zamientos  fisicos  (jcj),  la  energi'a  dndtica  se  expresa  como 


1 

T = ^ 


(6.36) 


1 Dado  qne  los  fndiccs  iyjsc  py  cdcn  intcrcarabiar  cn  la  ccnacidn  (629),  tc ntraos  la  rclacidn 
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donde  q es  el  vector  de  vcloddades  generalizadas,  dado  por 


■ 

4i 


<4n  j 

y [m]  se  conoce  como  matriz  de  mam  genemttmda,  dadapor 


(6,37) 


mu 

m12 

■ mln 

m21 

m22  ■ 

• m2n 

_mnl 

m»2  ■ 

‘ mnn 

(6,38) 


con  my  = mjV  La  matriz  de  masa  generalizada  proporcionada  por  la  ecuacidn  <6.38)  esta  llena, 
en  contraste  con  la  matriz  de  masa  diagonal  de  la  ecuacidn  (6.35). 

Se  ve  que  la  energfa  potendal  es  una  fundon  cuadràtica  de  los  desplazamientos,  y que  la  ener- 
gi'a  cindtica  es  una  iiinddn  cuadràtica  de  las  velocidades.  Por  consiguiente,  se  dice  que  estàn  en 
forma  cuadràtica.  Como  la  energi'a  dndtìca,  por  definicidn,  no  puede  ser  negativa  y se  desvanece 
sdlo  cuando  todas  las  velocidades  se  desvanecen,  las  ecuaciones  (6.34)  y (6.36)  se  Uaman  formas 
cuadrdtkas  defmidas  posidvas  y la  matìiz  de  masa  [m]  se  llama  matriz  defimda  positiva.  Por  otra 
parte,  la  expresidn  de  la  eneigi'a  potencial,  ecuaddn  (6.30)  es  una  forma  cuadiàtica  dcfinida  positi- 
va,  pero  la  matriz  [jfc]  se  define  positiva  sdlo  si  el  sistema  es  estable.  Existen  sistemas  para  los  cuales 
la  cnergi'a potenciàl  es  ceio  sin  que los  desplazamientos  o coordenadas  jq, x2, ..., xn sean  cero.  En 
estos  casos  la  energta  potencial  serà  una  funcion  cuadràtica  positiva  en  lugar  de  definida  positiva; 
en  consecuenda,  se  dice  que  la  matriz  [jt]  es  positiva.  Un  sistema  para  el  cual  [A]  es  positiva  y [m] 
se  define  positiva,  se  conoce  como  sistema  semidefinido  (vea  la  seccìdn  6.12). 


6.6  | Coordenadas  generalizadas  y fuerzas  generalizadas 


Las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  vibratorio  se  pueden  formular  en  varios  sistemas  de 
coordenadas.  Como  se  explicd  antcs,  se  rcquieren  n cooidenadas  independientes  para  describir  el 
movimiento  de  un  sistema  de  n grados  de  libertad.  Cualquier  sistema  de  n coordenadas  indepen- 

dientes  se  conoce  como  coordenadas  geneializadas,  usualmente  designadas  por  q2 qn,  Las 

coordenadas  generalizadas  pueden  ser  longitudes,  àngulos  o cualquier  otro  conjunto  de  numeros 
que  definan  la  configuiacidn  del  sistemaen  cualquier  momento  de  forma  unica.  Tambiàn  son  inde- 
pendientes  de  las  condiciones  de  restriccion. 

P&ra  ilustrar  el  concepto  de  cooidenadas  generalizadas,  considere  el  pdndulo  triple  que  se 
muestra  en  la  figuia  6.10.  La  configuracion  del  sistema  puede  ser  especificada  por  las  seis  coor- 
denadas  ixJt  yj)rj  = 1, 2, 3.  Sin  embargo,  estas  coordenadas  no  son  independientes  sino  que  estàn 
restringidas  por  las  relaciones; 


* ì + y2\=iì 
(x2  - x\)2  + (y2  - yi)2  = lì 
(jc3  - xz)2  + (B  - yif  = 


(6.39) 
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Comq  las  coordenadas  (Xj,y>j),j  = 1, 2, 3 nq  son  independient&s,  no  pueden  llamarse  coondenadas 
generalizadas.  Sin  las  restriociones  de  la  eouaciòn  (6.39)  cada  una  de  las  masas  mlt  m2  y m3  podrà 
ocupar  cualquier  posiciòn  en  el  plano  x-y.  Las  iestrictiones  eliminan  ties  grados  de  libertad  de  las 
seis  coordenadas  {dos  por  cada  masa),  y por  lo  tanto  el  sistema  tiene  sòlo  tres  giados  de  libertad.  Si  se 
utilizan  desplazamientos  angulares  6j(j  = I,  2,  3)  para  especificar  las  ubicaciones  de  las  masas 
mj(j  = 1, 2, 3)  en  cuaiquìer  moraento,  no  habià  restriociones  en  Bj.  Por  lo  tanto,  forman  un  sistema 
de  coordenadas  generalizadas  indicadas  como  qj  = 6j,j  = 1, 2, 3. 

Cuando  en  d sistema  actuan  fuerzas  extemas,  su  configuiaciòn  cambia.  La  nueva  configu- 

laciòn  del  sistema  se  obtiene  cambiando  las  ooordenadas  generalizadas  por  Sq^,  j = 1,2 n, 

donde  n indica  la  cantidad  de  coordenadas  generalizadas  {o  grados  de  libertad)  del  sistema.  Si  Uj 
àgniiica  d trabajo  realizado  al  cambiar  las  coordenadas  generalizadas  qj  en  la  cantidad  Sqj,  la  fuer- 
2a  geneializada  coirespondiente  Qj  se  define  como 


U} 


Q,~Sqf  J'h2’ 


(6.40) 


donde  Qj  serà  una  fuerza  {momento)  cuando  ^seaun  desplazamiento  lìneal  {angular). 


6.7  uso  de  las  ecuaciones  de  Lagrange  para  derivar 
ecuaciones  de  movimiento 


Las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  vibratorio  a menudo  se  pueden  derivar  de  una  forma 
sencilla  en  funciòn  decoordenadas  generalizadas  mediante  las  ecuaciones  de  Lagrange  [6.3].  Èstas  se 
formulan  para  un  sistema  de  n grados  de  libertad  como 
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EJemplo  6.8 


4-ì-  — + — -QP 

dt\dq})  dqj  dqj  1 


(6-41) 


donde  4j  = qjf  * es  la  velocidad  generalizada  y es  la  fuerza  generalizada  no  oonservadora 
correspondiente  a la  coordenada  geneializada  q^.  Las  fiierzas  representadas  por  pueden  ser 
fuerzas  disipativas  {de  amortìguanùento)  u otras  fiieizas  extemas  que  no  son  derivables  de  una  fun- 
ddn  potencial.  Por  ejemplo,  si  Fxk,  F^y  F^,  representan  las  fùerzas  extemas  que  actuan  cn  la  masa 
A-dsima  del  sistema  en  las  direcciones  x,yy  z,  lespectì  vamente,  en  ese  caso  la  fuerza  generalizada 
Q^  se  calcula  como  sigue: 


donde  xk,yky  zk son  los  desplazamientos  de  la  masa  Ji-dsima  en  las  direcdones  x,yy  z, respectiva- 
mente.  Observe  que  para  un  sistema  torsionàl,  la  fuerza  F#,  por  ejemplo,  tiene  que  ser  reemplazada 
por  el  momento  que  acttìa  con  respecto  al  eje  x (Mx^  y el  desplazamiento  xk  por  el  desplazamiento 
angular  con  respecto  al  eje  x (d#)  en  la  ecuaddn  (6.42).  Para  un  sistema conservador,  = 0,  de 
modo  que  la  ecuacidn  adopta  la  forma 


à_  ( ffr) \ _ er  &v_ 

dt  \dqj)  dqj  + dqj 


{6,43) 


Las  ecuaciones  (6.41)  o {6.43)  icpiesentan  un  sistema  de  n ecuaciones  diferendales,  una  por  cada 
una  de  las  n coordenadas  generalizadas.  Por  lo  tanto,  las  ecuaciones  de  movimiento  dd  sistema 
vibratorio  se  pueden  dcrivar,  siempie  que  las  expresiones  de  energfa  estdn  disponibles. 


Ecuaciones  de  movlmiento  de  un  sistema  torslonal 


En  la  figura  6.1 1 $e  niuestra  la  instalaciòn  del  COmpreSOr,  turbina  y generador  de  una  plànta  termoelectrica, 
Dicha  instalacidn  se  puede  considerar  como  un  sistema  torsional  donde  Jt  indica  los  momentos  de  inerda 
de  los  tres  componentes  (compresor,  turbina  y generador),  Mtì  son  Jos  momentos  extemos  que  actuan  en  los 
componentes,  y ^son  las  constantes de  resorte  torsionales  de  la  flecha entre  los  componentes,  como  se  indica 
en  la  figura  6,11,  Deri ve  las  ecuaciones  de  mo vimiento  del  slstema  por  medio  de  las  ecuaciones  de  Lagrange 
considerando  los  desplazamientos  angulares  de  los  componentes  0;  como  coordenadas  generalizadas. 


Soluddn:  En  este  caso  = fl|,  q2  = 02  y 9?  = tì3, y la  energfa  cinetica  del  sistema  resulta  de 


7 =\Ji  %+\J2%  + \JA  <E*!> 

Para  la  flecha,  la  energfa  potencial  iguaJ  al  trabajo  realizado  por  la  flecha  a medida  qne  regresa  de  la  confì- 
gumcidn  dinàmica a Ja posicidn  dc equilibrio  de refercncia.  Por  lo  tanto5  si  8 indica el dèsplazamiento  angular, 
paia  una  flecha  con  constante  de  resorte  toisional  kv  la  energia  potencial  es  igual  al  tmbajo  iealizado  para 
producir  un  desplazamiento  angular  8 de  la  flecha: 


V = 


(k,d)de  = \k,e2 


<EJ2> 
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EJemplo  6.9 


Compresor  (J:)  Turbina  (7j)  Cenerador  (73) 


Figura6.ll  Sistema  torsìonal. 


Bjr  lo  tanto,  la  energfit  potendal  total  del  sistema  se  wpresa  como 


v - 2^1^?  + ” ®i)J  + - ^2)2 

Hay  momentos  externos  aplicados  a los  compomenfes,  asi  que  la  ecwacitìn  (6.42)  resulta 

3 mk  3 „ d8k 


tìfe  la  cual  obtenemos 


ef’  = *-5T  + + "»s! 


m. 


m2 


303 


Af,i 


, , fl(9i  d02  M} 

# ‘ *■'* + + " 


a 


}\  Mi  CT?2 

+ M,2-  + M(3-  = Af,3 


m2 


d&2 


(E3) 


(E.4) 


(E5) 


Sustituyendo  las  ecnaciones  (E.l),  (E.3)  y (E.5)  en  las  ecuaciones  de  Lagrange,  ecuadtìn  (641),  obtenemos 
pam  j = 1 , 2, 3 las  ecuadones  de  movimiento 


7lfl"l  + (è,i  + kl2)&  1 - ka82  - Af,i 
J282  + {kfr  + koj82  — k,28\  — £,383  = A/,2 
J^è}  + ^3^3  ~ £,302  - Af,3 


las  cuales  se  expresan  en  forma  matricial  como 


-7i  0 0" 

f?il 

(£,i  + kf,)  -kl2  0 

®i 

'Af,i' 

0^0 

i 

> + 

- £i2  (£,2  + £,3)  - £,3 

= i 

Affl 

_0  0 Ji_ 

M 

0 -£,3  £,3  _ 

M 

l"*J 

(E.6) 


(E.7) 


Ecuaciones  de  Lagrange 


Derive  ias  ecuadones  de  movimiento  del  sistema  de  remoique-ptìndulo  compuesto  que  se  muestra  en  la  figura 
6,4(a). 

Salucitìn:  Las  coordenadas  jt(f)  y 8(t)  se  pueden  utilizar  como  coordenadas  generalizadas  para  describir, 
iespectivameme,  el  desplazamiento  lineal  del  remolque  y el  desplazamiento  angular  del  pendulo  compuesto. 
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Si  Se  introduce  una  toordenada  v,  por  con  veniencia,  Como  Se  mue.stm  en  la  figura  6.4<a),  los  ComponenteS  de 
despLazamiento  del  punto  C se  espresan  como 


Xc  = x + - se  n 6 
2 


<E.l) 


yc  = ^ 005  6 


(EJ2) 


La  diferendaridn  de  las  ecnariones  (E.  1)  y (E2)  con  respecto  al  trèmpo  proporriona  las  veloridades  del  pnnto 
C como 


t ■ 


ic  = 

X + ~6  cos  6 

2 

(E-3) 

yc  = 

- \è  sen  6 

( E.4) 

La  energfa  rinètica  del  sistema  T,  $e  expresa  como 

T = \M^  + \^(xc  + y2c)  + \Jc& 

donde  Jc  = — m/'1.  Utilizando  las  eCuarioneS  (E3)  y (E.4),  la  ecuaciun  (E3)  se  reescribe  como 


(E3) 


T = -Mx2  + 
2 


1 Y ( W2  \ ■ 1 

= ^ + m)Jf2  + 2 I ~ + 2^”1  Cas6)*Ò  (E &) 

La  energfa  potenrial  del  sistema  V,  debido  a la  energia  de  defonnacitìn  de  lo$  resortes  y el  potenrial  gmvita- 
donal,  $e  expresa  como 

v = \k\X2  + + «g~{l  - costì)  (E.7) 

donde  la  posicitìn  màs  baja  dd  pnnto  Cseconsidera  como  el  nivel  de  ieferaicia.  Dado  qne  en  el  si&tema  actnan 
fuerzas  no  conservadoms,  se  tienen  que  calcular  las  fuerzas  geneializadas  conespondientes  a x{t)  y 6(t).  La 
fnerza,  X{f),  qne  actùa  en  la  direccitìn  de  jt(/)  se  determina  con  la  ecnacitìn  (6.42)  como 

X(t)  = Gfn)  = Ht)  - cii(0  - c2x(t)  (E-8) 


donde  ri  signo  negativo  de  los  tèrminos  c^.f  y c2x  indica  qoe  las  fuerzas  de  amortìguamiento  se  oponen  al 
moYÌmiento.  Asimismo,  la  fuerza  0(f)  que  actiia  en  la  direcridn  de  Qij)  se  puede  determinar  como 

<9(0  = Q{2]  = M'(t)  (E.9) 

donde  q\  = x y q^  = 0.  Diferencmndo  las  expresiones  de  T y V como  lo  lequiere  la  eoiacitìn  (6.41)  y $uS“ 
tituyendo  las  expresiones  iesultantes,  junto  con  la$  ecuacione$  (Eb8)  y (E.9),  obtenemos  las  ecuaciones  de 
movimiento  del  sistema  como 


..1  1 .. 

(M  + m)jf  + — (ml  cos  — — ttd  sen  dir  + + k2x 

= F(t)  - c\i  ~ c$x 


6 + ~(ml 


costì)x 


— —mt  sen  66 x + —ml  sen  66 x 
2 2 

+ \mgt  sen  6 = Af,(f) 


(E.IO) 


(E-ll) 
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Se  ve  q«e  las  ecuadones  (E.  10)  y (E.  1 1)  $on  identicas  a las  obtenidas  con  la  segunda  ley  del  movimiento  de 
Newton  (ecuaciones  {E.  1)  y (E.2)  en el  ejemplo  6.2). 


6.8  Ecuaciones  de  movimiento  de  sistemas 
no  amortiguados  en  forma  matricial 


Fbdemos  derivar  las  ecuaciones  demovimiento  de  un  sistemade  varios  grados  delibertad  en  forma 
matricial  con  las  ecuaciones  de  Lagrange.2 


d_ 

dt 


ffT  ffV 
dXi  dXi 


i = 1,2,...« 


(6.44) 


donde  Fv  es  la  fuerza  generalizada  no  oonservadora  correspondiente  a la  Ì-esima  coordenada  gene- 
ralizada  Xi  y Xi  es  la  derivada  con  respecto  al  tiempo  dejc,  (velocidad  generalizada).  Las  energias 
dnetica  y potendal  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  se  expresan  en  forma  mairicial  como 
se  indica  en  la  secciòn  6.5: 


1 -4_ 

T = -xT[m]x 

(6.45) 

v-ì?T[t]7 

(6.46) 

donde  ~x  es  el  vector  columna  de  las  coordenadas  generalizadas 


X = < 


(6.47) 


Apartìr  de  la  teorra  de  matrices,  obtenemos,  considerando  la  simelria  de  [m], 


ffT 

dXi 


- - sTMÌ 


= mj  x,  i = 1,2,...,« 


(6.48) 


donde  8j,  es  la  delta  Kronecker  (Sj,  = 1 si  j = i e = 0 si  ; ^ i),  S es  el  vector  oolumna  de  deltas 
Kronecker  cuyos  elementos  en  las  filas  para  las  cuaies  j ^ i son  iguales  a cero  y cuyos  elementos  en 
la  fila  i = j son  iguales  a 1 , y m j es  un  vector  ffla  el  cual  es  idòntico  a la  fila  i-òsima  de  la  matriz 
[m].  Todas  las  reladones  representadas  por  la  ecuaciòn  (6.48)  se  expresan  como 


ffT 

dXi 


mj  x 


(6.49) 


2En  k cctiaciòn  (6,44)  ks  <MOTdenadas  gtffiefìaJizsdas  sc  indican  como  jcj  en  lygar  de  q;  y las  f jcrzas  generalizadas  Ft  en 
lugsrde  Qf*ì 
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La  diferenciadòn  de  la  ecuadòn  <6.49)  con  respecto  al  tiempo  resulta 


à_ 

dt 


x, 


i = 1,2,  ...  ,« 


<6.50) 


puesto  que  la  matriz  de  masa  no  es  una  funciòn  de  tiempo.  Ademàs,  laenergia  cinetica  es  una  fun- 
dòn  de  sòlo  las  vdoddades  x,,  y por  tanto 


&T 

— = 0,  » = 1,2,  ...  ,n 

uXi 


Asimismo,  podemos  diferenciar  la  ecuaciòn  <6.46),  considerando  la  simetria  de  [fe], 


<6.51) 


— = ]|-6r[fe]jt  + ^'jtr[A]ò  = 6r[fe]? 

9xi  2 1 J 2 1 J 1 J 

= kfx,  ( = 1,2,...,»  <6.52) 

donde  fe/  es  un  vector  fila  identico  a la  fila  i-òsima  de  la  matriz  [fe].  Sustituyendo  las  ecuadones 
<6.50)  a <6.52)  en  la  ecuaciòn  <6.44),  obtenemos  las  ecuaciones  de  movimiento  deseadas  en  forma 
matricial 


[«]*  + [fe]7  = F 


donde 


Fv 


F2 


Fn> 


<6.53) 


<6.54) 


Observe  que  si  el  sistema  es  conservador,  no  hay  futrzas  no  conservadoras  Fit  asi'  que  la  ecua- 
dòn  de  movimiento  se  escribe  como 


[m]x  + [fe]3t  = 0 


<6.55) 


Observe  tambiòn  que  sì  las  coordenadas  generalizadas  xt  son  las  mismas  que  los  desplazamien- 
tos  <fisicos)  reales,  la  matriz  de  masa  [m]  es  una  matriz  diagonal. 


6.9  ; Problema  de  valor  eigen 


La  soludòn  de  la  ecuaciòn  <6.55)  corresponde  a la  vibraciòn  libre  no  amortiguada  dd  sistema.  En 
este  caso,  si  d sistema  recibe  algo  de  energi'a  en  la  forma  de  desplazamientos  inidales  o velocidades 
iniciales,  o ambos,  vibra  durante  un  tìempo  indefinido  porque  la  energia  no  se  disipa.  Podemos 
determinar  la  sdudòn  de  la  ecuacìòn  <6.55)  suponiendo  una  soludòn  de  la  forma 


Xi(t)  = XfT(t), 


i = 1,2,  ...,» 


<6  56) 
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donde^es  una  constante  y T es  una  funcion  de  tiempo  t.  La  ecuacidn  (6.56)  mueslra  que  la  relacidn 
de  amplìtud  de  dos  coordenadas 


h(t)\ 

Woi 


es  independiente  dd  Uempo.  Fisicamente,  esto  significa  que  todas  las  coordenadas  Uenen  movi- 
mientos  sincrdnìcos.  Laoonfiguraddn  del  sistemano  cambiadeformadurante  el  movimi«ito,pero 
su  amplitud  sf  lo  hace.  La  configuracidn  del  sistema,  dada  por  el  vector 


x = < 


se  conoce  como  la  forma  de  modo  dbl  sistema.  SusUtuyendo  la  ecuacion  (6.56)  en  la  ccuacidn 
(6.55),  obtenemos 


+ [Jt]JCT(f)  = 0 

La  ecuadon  (6.57)  se  puede  escribir  en  forma  escalar  como  n ecuacìones  distintas 


(j>^)r{,)  + = o, 


i = 1,2,  ...,n 


(6-57) 


<6  -58) 


de  las  cuales  obtOTcmos  las  relaciones 


JV) 

T(t) 


GM 


i = 1, 2,  . . . , n 


(659) 


Puesto  que  d lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (6.59)  es  independiente  del  fndice  i,  y el  Lado  derecho 
es  independLente  de  t,  ambos  lados  deben  ser  iguales  a una  constante.  Suponiendo  esta  constantc3 
como  ùPjpodemos  escnbir  la  ecuacidn  (6.59)  como 


i(f)  + ù?T(t)  = 0 

n 

— ùffttjj)Xj  = 0»  t = 1, 2,  . . . y ft 


(6.60) 


o 

[[*]  - ù?[m]]x  = 0 


(6 .61) 


3Sc  sì ipone  que  1a  ccuisMte  cs  m nymcro  posìtivo,  paia  obtcticr  m a scdtfctfn  anndnica  de  la  coiaci(5n  (6,60),  Dc  lo 
coittrario,  1a  soluddn  de  T(t)  y por  consigiiiente  1a  dc  jc(r)  se  hacen  exponcndalcs,  lo  qnc  viola  las  limitadoncs  fistcas  de  la 
energiafinitatotaL 
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La  solucìòn  de  la  ecuaciòn  (6.60)  se  expresa  como 

T(f)  = Cj  cos  (ox  + <f>)  {6.62) 

donde  C,  y <f>  son  constantes,  conocidas  como  amplitud  y àngulo  de  fase,  respectivamente.  La 
ecuaciòn  {6.62)  muestra  que  todas  ias  coordenadas  pueden  realizar  un  movimiento  amiònico  con 
las  mismas  frecuencias  m y d mismo  angulo  de  fase  <f>.  Sin  embargo,  la  frecuencia  no  puede  to- 
mar  cualquler  valor  arbitrario;  tiene  que  satisfacer  la  ecuaciòn  {6.61).  Dado  que  la  ecuaciòn  {6.61) 
representa  un  conjunto  denecuaciones  homogòneas  en  las  incògnitas  Xfi  = 1,2,-,  n),  lasoluciòn 
trivial  es  = X2  = ■ ■ - = X„  = 0.  Para una  soluciòn  no  trivial  de  la  ecuaciòn  {6.6 1)  el  determinante 
A de  la  matriz  de  coefidentes  debe  ser  cero.  Es  decir, 

A = \kij  ~ = |[*]  - (t?[m\\  = 0 {6.63) 

La  ecuaciòn  {6.6 1)  representa lo  que  se  conoce  como  problema  de  vaior  eìgen  o valor  caracterùti- 
co,  y (u  se  conoce  como  la  jiecuenda  naturai  del  sistema. 

La  expansiòn  de  la  ecuaciòn  {6.63)  conduce  a una  ecuaciòn  polinomial  de  orden  enesimo  en 
ùì1.  La  soluciòn  (rafces)  de  esta  ecuaciòn  polinomial  o caracteristica  da  n valoies  de  ofi.  Se  puede 
demostrar  que  todas  las  n rai'ces  son  reales  y positivas  cuando  las  matrices  [Jfc]  y [m]  son  simòtricas 
y positivas  definidas  [6.4],  como  en  este  caso.  Si  ùfì,  <0%,  ■■■,<««  indican  las  n rafces  en  orden  de 
magnitud  ascendente,  sus  rafces  cuadradas  positivas  dan  las  n frecuencias  naturales  del  sìsteraa 
valor  imnimo  de  {*),) se conoce  como  prtmera  frecuencia  naturai 0 ju nda- 
mentai.  Por  lo  comun,  todas  las  frecuencias  naturales  tu, son  distintas,  aun  cuando  en  algunos  casos 
dos  frecuencias  naturales  podrian  tener  el  mismo  valor. 


6.10  1 soluciòn  del  problema  de  valor  eigen 


Hay  varios  mòtodos  para  resolver  un  problema  de  valor  eigen.  En  esta  secciòn  consideraiemos  un 
mòtodo  elemental. 


6.10.1  La  ecuaciòn  {6.61)  tambiòn  se  puede  expresar  como 

Soluciòn  de  [AlA]  - [«]]*  = ® <664) 

la  ecuaciòn 
caracterfstica 

(polinomial)  , 

A = ^ (6,65) 

Premultiplicando  la  ecuaciòn  {6.64)  por  [A]-1,  obtenemos 

[A[/]  - [D]}X  = 0 


A[/]X  = [D]X  {6,66) 


donde  [/]  es  la  matriz  identidad  y 


[*>]  = [*]-’[«] 


{6.67) 
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ae  conoce  como  matrizdinàmica.  E1  problema  de  valor  dgen  de  la^cuacion  <6.66)  se  conoce  como 
problema  de  valoreigen  estdndar.  Para  una  sdudon  no  Uivlal  de  X (el  determinante  caracterfstico 
debe  ser  cero,  es  decir,4 

A = |à[/]  - [£>]|  =0  <6.68) 

A1  expandirla,  la  ecuacidn  <6.68)  resulta  en  un  polinomio  de  grado  enesimo  en  À,  conocido  como 
ecuaciàn  caracteristica  o de  jrecuencia.  Si  d giado  de  libertad  del  sistema  (n)  es  grande,  la  solu- 
ddn  de  esta  ecuacidn  polinomial  se  hace  tediosa.  Debemos  ulilizar  algiin  mètodo  numerico,  varios 
de  los  cuales  estan  disponibles  para  determinar  las  rafces  deuna  ecuacidn  polinomial  [6.5]. 


Ejemplo  6.10  Ecuaciones  de  movlmiento  de  un  sistema  de  tres  grados  de  libertad 


Fbrmule  las  ecuarioneS  de  mo vimiento  de  vibracibn  libre del  sisteraa que  se  muestra  en  la  figura  6.12. 

SùlucMn;  Cou n = 3 junto con jt„+J  = Oy ct  = Oparai  = 1,2 , . . . , u, n + 1 ea la figura 6.3(a), las ecuaciones 
de  movimiento  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  6. 12  para  vibracidn  forzada  se  obtienen  con  la  ecuacidn 
(6.3)  corao 


donde 


[m]jc  + [à]jt  = F 


[m]  = 

ml 

0 

0 

m2 

0 " 
0 

t [*]  = 

k i H"  k2 

^2  "i" 

0 - 

" *3 

, F = - 

[ *iM ' 

m 

- 0 

0 

0 

~h 

_ 

<E.l) 


<E3) 


Ebrmulando  F = 0,  las  ecuaciones  de  vibracidn  Ubre  se  obtienen  como 

[m]*  + [Jfe]jf  = 0 


<EA) 


Ejemplo  6.11 


Frecuencias  naturales  de  un  slstema  de  tres  grados  de  libertad 

Bncuentre  las  frccuencias  naturales  y fornias  de  modo  dei  sistema  qne  se  mncstra  en  la  figura  6.12  paia  £|  = 
k2  = y mi  = = ro3  = ro. 

Solucion:  La  matriz  diniimica  està  dada  por 

[£1]  = [A]_1[|«]  ■ [fl][m]  (E,l) 


4 Ptemuitiplìtaiidù  U ecuaddn  (6,61)  por  [m]-1,  la  ceuacifin  dettmtmante caracterfstica  se  puede  expresar  oomo  A = |n>1[t] 

- WWl-a 
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ctonde  los  elementos  de  la  matriz  de  flexibilidad  se  obtìenen  ai  fonnylar  kt  = A:,  i = 1 , 
(E.8)  y (E 12)  del  ejemplo  6.5,  y la  matriz  de  masa  se  obtiene  al  fonnular  = mj ' = 
$e  muestra  en  la  eeuacioo  (E2)  del  ejemplo  6. 10  de  modo  que: 


y 


Poi  lo  tanto 


[«]  = [A]-1  = 


1 

2 

2 


1 

2 
3 


[m]  = m 


1 

0 

0 


0 0 
1 0 
0 1 


[■ O 3 = [*3"V  3 = f 


ì ì 
t 2 
1 2 


1 

2 

3 


Jgualanda  d determinante  caractenstico  a cero,  obtenemos  la  ecuaciòn  de  fieCuenda 


A = |A[/]  - [D]|  = 


A 0 0 
0 A 0 
0 0 A 


1 l 1 
1 2 2 
1 2 3 


= 0 


dùdde 


A = - 
ù) 


Dividiendola  entre  A,  la  ecuaciòn  (E.5)  da 


1 — a — a —a 

-a  1-2«  -2« 

— a -2  a 1-3« 


= a3  — 5az  + 6«  — 1 = 0 


donde 


m 


= w 

JfeA  Jfe 

Las  rafces  de  la  ecuaciòn  cubica  (E7)  estdn  dadas  por 


mfi>\ 

«1  = — : — = 0.19S0Ò,  ùij 

k 

mtiÀ 

«2  = ~r~  = 1-5553,  ti>2  = 

k 

mti> i 

«3  = — — = 3.2490,  ù>3  = 

k 


2,  3 en  las  ecuaciones 
1, 2, 3 en  la  [m]  como 

(EJ2) 

<EJ) 

<E.4) 

(ES) 

(E,6) 

(E.7) 

(E.S) 

< E.9) 
(E-10) 
(E-ll) 
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tfoa  vez  que  se  conocen  las  frecneiicias  naturales,  los  modg$  o vectores  eigen  $e  calcnlan  utilizando  la  ecua- 
d6n  (tì.tìtì); 


[A;[7]  - [D]]X«  = 0,  i=  1,2,3 


(E.12) 


cbnde 

5<o  = 

ìndìca  el  modo  i^simo.  A continuaddn  se  describe  el  procedimiento. 

Primer  modo:  Sustitnyendo  el  valor  de  = 5.0489  f)  en  la  ecnaciòn  (E.  12),  obtenemos 


5.0489 


m 


1 0 
0 1 
0 0 


Esdecir, 


4.0489  -1.0 
-1.0  3.0489 

-1.0  -2.0 


0]  [1  1 lllfxPì  fOÌ 
0 - j 1 2 2 J xìl)  = 1 0 [ 

lj  Ll  2 3j  j|x^  J loj 


-1.0  fOÌ 

-2.0  ( 4' 5 > = < 0 > 
2.0489^  14' 3 J [oj 


(E.13) 


La  ecnacidn  (E.13)  indica  on  sistema  de  tres  ecuaciones  lineales  homogeneas  en  las  tres  incdgnitas 
4”,  4* 3 , y Jfj1'1 . Cualquiera  de  estas  dos  incdgnitas  se  puede  expresar  en  funcion  de  la  incdgnita  restante, 
Si  seleccionamos,  arbitrariamente,  expresar  X^  y en  funddn  de  con  las  primeias  dos  filas  de  la 
ecuaddn  (E.  13)  obtenemos 


43  + X?  = 4.0489x[' 5 

104894' 5 - 2.0  = 4'3 


(E.14) 


Una  vez  que  se  satisfacen  las  ecuadones  (E.14),  la  teiceia  fila  de  la  ecuaddn  (E.  13)  se  satisface  automatica- 
mente,  La  solvddn  de  las  ecuadones  (E.  14)  se  obtiene  como 

41J  = 1.80194 13  y 413=  2.247o413  (E.15) 

Rjr  lo  tanto,  la  primeia  forma  de  modo  està  dada  por 


xv  = 4'x 


'0  1 
1.8019  > 
L 2.2470  J 


(E.16) 


dbnde  el  valor  de  X P Se  pnede  obtener  arbitrariamente, 

Segundo  modo:  La  sustituddn  del  valor  a>2  (a2  = 0-6430  y ) en  la  ecuadtìn  (E.  12)  conduce  a 


!“! 

"l 

0 

0" 

"l 

1 

r 

“ 

x{2)  ] 

f°ì 

0.6430^ 

0 

1 

0 

m 

Ù 

1 

2 

2 

'i 

= u 

_0 

0 

K 

_1 

2 

3_ 

Ì43J 

\ UJ 
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e$  decir, 


xì2)  > = < 0 


-0.3570  -1.0  -1.0  |*r 

-1.0  -1.3570  -2.0 

-1.0  -2.0  -2.3570 J [jff2 


Como  antes,  $e pueden  utilizar  las  primeras  do$  filas  de  la ecuaddn  (E.  17)  para  obtener 


-xi2)  - xi2)  = 0.3570Jf[2) 
- 1.3570Xp5  - 2.0xP  = x{2) 


<E,17) 


<E.1S) 


La  solucidn  de  la  ecuacidn  (E.  1 8)  conduce  a 


X(2)  = 0.4450X'S2)  y X^  = -0.8020*!2 


Rjr  lo  tanto,  la  segunda  forma  de  modo  se  expresa  como 


x(2)  = x\2) 


1.0 

0.4450 

-0.8020 


<E.19) 


<E220) 


donde  el  valor  de  x\2)  se  puede  elegir  arbitrariamente, 

Tercermodo:  Para encontrar  el tercer  modo,  sustituimos el  valor  de  = 0.3078  7)  en  la ecuacirin  (E.  12) 

y obtenemos 


1 0 0 


0.3078-1  0 1 0 --  1 2 


0 0 1 


1 1 1 


1 2 3 JJ 


esdecir, 


-0.6922  -1.0  -1.0 

-1.0  -1.6922  -2.0 


xr>\ 
xP  \ = 


-1.0  -2.0  -26922  J (X$ 


Las  do$  primems  filas  de  la  ecuacirin  (E.21)  se  escriben  como 


-Jfp5  - jf$3)  = Oj6922Jfp3 
-1.6922JTP5  - 2.0JCp5  = Jc[3) 


<EJ21) 


(E.22) 


Las  ecuaciotie$  (E.22)  propordotiaii 


xi2)  = -1.2468JfS3)  y xf*  = 0.5544Jf[ 


Por  consiguiente,  la  teicem  forma  de  modo  $e  escribe  como 


= jf[3)<  -1.2468 
i 0.5544 


<EJ23) 


<Ej24) 
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Segundo  modo 


Flgura  6 J3  Pormas de  modo  de  un  sistema  de  tres 
grados  de  I ibertad . 


dondo  d valor  do  x[^  es  arbitrario.  Los  valores  do  x{2\  y x[^  $e  sudon  cansidonu-  como  1,  y las 
fbrma&  de  modo  So  muestran  en  la  figura  6. 13. 


Ortogonalidad 
de  los  modos 
normales 


En  la  seccion  anterìor  consideiamos  un  mdtodo  de  detenninar  las  n frecuendas  naturales  y los 
modos  normales  coirespondientes  o vectores  modales  X^l\  Ahora  àbordaremos  una  impoitante 
propiedad  de  losjnodos  normales,  la  ortogomiidad.5  La  frecuencia  natural  ùi{  y el  vector  modal 
conespondiente  X ('^satisfacen  la  ecuaciòn  (6.61)  de  modo  que 

ùt[m}X(i)  = [Jfc]X(i>  (6.69) 


S consideramos  otra  frecuencia  natural  tOj  y el  vector  modal  corrcspondiente  X^K  lambidn  satis- 
fecen  la  ecuacidn  <6 .61)  de  modo  que 


*)J[m]xW  = [*jfO> 


(6.70) 


5Se  dicc  quc  dos  vectores  j?tf)  y XlJ) son  onogonales tpcrpcmiiciilares cntre  sf  cuando  los  vcctorcs cst4n dcfìnidos  cn un 
e&paeìo  dc  dos  o trcs  dì  mcnsio  ncs)  sì  se  satisface  h sigoicnte  rdacitìii; 

xWTxW  = o 

Sc  dicc  qye  m vector  X^  cs  nortnal  si  sn  magnitnd  unitaria,  cs  dcdr , 

| X(1)\2  = X®  = 1 

R>r  lo  tanto,  se  dke  qne  los  vectores  j? (0  y x0)  son  cnogonaJcs si satisfacen  Jas reladones  de oitogonalidad y normaJi’ 
dad; 


xMTxV)  = o,  \xV)\2  = xNTx(!)  = i,  \xV)\2  = xUFxV)  = 1 


6.10  SoJuriòn  del  problema  de  valor  cigen  543 


Prenmltiplicando  las  ecuadones  <6.69)  y <6.70)  por  X^)T  y X(,)r , respectivamente,  obtenemos. 


considerando  la  simetria  de  las  matrices  [Jt]  y [m], 

X^)T[m]X^  = XU)T[k]X(i)  - (6.7t) 

ù)jx^T[m]XU)  = ùfjxU)T[m]Xil)  = X<i)T[k]Xu)  (6.72) 

Restando  la  ecuacion  (6.72)  de  la  ccuacion  (6.71)  obtenemos 

(af  - a!j)XU)T[m]X(i)  = 0 (6.73) 

En  general,  s6  &j,  de  modo  que  la  ecuaciòn  (6.73)  conduce  a6 

xWr[m]x(')  = 0,  i * j (6.74) 

De  las  ecuaciones  (6.71)  y (6.72)  obtenemos,  en  vista  de  laecuaciòn  (6.74), 

xW^jfc]*^  = 0,  i * j (6.75) 


Las  ecuaciones  (6.74)  y (6.75)  indican  que los  vectores  modales  y X^  son ortogonales  con 
xespecto  tanto  a la  matriz  de  masa  como  a la  matriz  de  rigidez. 

Cuando  Ì = j',los  lados  izquierdos  de  las  ecuaciones  (6.74)  y (6.75)  no  son  iguales  a cero,  pero 
proporcionan  los  ooeficientes  de  masa  y rigidez  generalizados  del  modo  t-esimo. 

Mu  = X(i)T[m]~X{i),  i = 1, 2,  ...,n  (6.76) 

Ku  = BO^jfcjB),  i = 1,2,  ...,n  (6.77) 

Las  ecuaciones  (6.76)  y (6.77)  se  escriben  en  forma  matricial  como 


M\\  0 

4*22 


M, 


= [X]T  [m][X]  (6.78) 


M - 


AT„  0 

^72 


tm  _| 


= [*fwm 


(6.79) 


donde  [X]  es  la  llamada  rmtrìz  modat,  en  la  cual  la  columna  (-Òsima  coiresponde  al  vector  modal 
Ì-dsimo: 

[X]  = [X(,)Xf2)  -X(',)]  (6.80) 


*En  d c3so  de  vaJofcs  eigen  repctido^  ù>;  = aip  los  vcctora  modales  asodados  son  ortogonalesa  todos  los  vectores  modalcs 
ncstantcs  pcro  no  suden  scr  ortogonalcs  entre  sfh 
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Ejemplo  6.12 


En  muchos  casos  normalizamos  los  vectores  modales  X^  de  tal  modo  que  [ 1 J, es  decir, 


= 1, 


i = 1,2,  ...,n 


En  este  caso  la  matriz 


se  reduce  a 


(6.81) 


= [VJ  = 


0 


0 


(6.82) 


Nota:  Si  un  vector  eigen  X ^ satisfaoe  la  ecuacion  {6.81),  se  dice  que  es  ortanomial  con  respecto 
a la  matrìz  de  masa  [m]. 


Ortonormalizaciòn  de  vectores  eigen 

Ortonormalice  lo$  vectOre$  eigen  del  ejemplo  6,11  con  re$peCtO  a la  matriz de  masa. 

Sohidòn: 

Mètodo\  MultipJique  cada  vector  eigen  por  una  constaute  y encuentre  $u  valor  a partir  de  la  relacitìn 
X®  [m]Xw  = l,i  = 1,2,3. 

Los  vectores  eigen  del  ejemplo  6,11  estan  dados  por 


lu  matrìz  de  masa  estidada  por 


1.0 

1.8019 
2.2470  ) 


X& 


xV)  = 


I 10  1 

{ -0.8020  J 

I 10  ‘ 

< -1.2468 
[ 0.5544 


[m]  = m 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


Se  dice  que  el  vector  eigen  X' td  es  [m]-Oitonormal  si  Se  satisface  la  siguieaite  condiciciu: 

= 1 

Rjr  lo  tanto,  para  i = 1 , la  ecuacidn  (E.  1)  conduce  a 


<E.l) 


m(JfP  )2(1 .02  + 1.80192  + 2.247 02)  = 1 
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valores  eigen 
repetidos 


Ejemplo  6.13 


= 1 = 03280 

Vm(9.2959)  Vm 

Asimismo,  para  i = 2 e i = 3,  la  ecuaritìn  (E.  1)  resulta 

m(JCp))2(1.0'2  + 0.44502  + {- 0.8020 }2)  = 1 o 

y 

™(*P))2(  1.0?  + { - 1.2468}2  + 0.55442)  = 1 o 


& = ^ 
Vm 


0.5911 


Cuando  la  ecuacì<3n  caracteristica  jposee  rafces  repetidas,  los  modos  conespondientes  no  son  unì- 
cos.  Para  veresto,  sean  Jf(')  y JC(2)  las  formas  de  modo  con-espondientes  al  valoreigen  repetido 
Àj  = A2  = A y sea  X(3)  la  forma  de  modo  conespondiente  a un  valor  eigen  diferente  À3.  La  ecua- 
cion  (6,66)  se  escribe  como 


[DjF1)  = A*(])  (6.83) 

= AX(2)  (6.84) 

[Z>]]f(3J  = AjX(3)  (6.85) 

Multiplicando  la  ecuacion  (6,83)  por  una  constante  p y sumandola  a la  ecuacion  (6.84),  obtenemos 

[D](pJt(])  + 3f(2))  = A(pA(])  + ?(2))  (6.86) 


Esto  demuestraque  lanueva fonna de  modo  (pX(!)  + JC(2)),  la  cuai es una oombinacion lineal  de 
los  primeros  dos,  tambidnsatistace  la  ecuadon  (6.66),  asi  que  la  formajje  modo  correspondiente  a 
A no  es  unica.  Cualquier  X correspondiente  a A debe  sct  ortogonal  a V3)  para  que  sea  un  modo 
normal.  Si  los  Ues  modos  son  ortogonales,  scran  linealmente  independientes  y se  pueden  utilìzar 
para  describir  la  vibracidn  libre  resultante  decualesquiera  condiciones  inidales. 

Mahalingam  y Bishop  [6.16]  presentaron  la  respuesta  de  un  sistemade  varios  grados  de  liber- 
tad  con  varias  frecuendas  naturales  repetidas  a una  excitacìdn  de  fuerza  y desplazamiento. 


valores  elgen  repetidos 

Detennine  los  valores  y vectores  rigen  de  un  sistema  vibratorio  para  ri  cual 


[*]  = 

"l  0 o" 
0 2 0 

y [*]  = 

1-2  r 

-2  4 -2 

0 0 1 

1 -2  1 

Solucidn;  Si  la  ecuackm  de  valor  rigen  [ [Jt]  - A[m]]X  = 6 se  puede  escribir  como 


■(l-A)  -2  1 

pf' 

h 

-2  2(2  - A)  -2 

i 

r2 

[ = 1 

0 

■< 

1 

1 

1 

UJ 

loj 
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tbnde  A = La  ecuacitìn  caracteristica  resulta 

|[A]  - A[«]|  = A2(A  - 4)  = 0 

asfque 

Ai  = 0,  Aj  = 0,  A3  = 4 
Veaoreigen  paraX^  = 4.  IJtìlizando  A3  = 4,  laecuacion  (E.l)  resulta 

-3Jfi3)  - IX^  + X'3)  = 0 
-2JfS3)  - 4Jfj3)  ” 2X33)  = 0 
- 1X{2]  - 3x|3)  = 0 

Si  x[3)  se  hace  igual  a 1,  las  ecuacioues  (E3)  proporcionan  el  vector  eigen  x(3) . 

X<3)  = l 


1 

-1 

1 


<E^) 


(E-3) 


<E.4) 


Vector  eigen  para  A | = A2  = 0.  El  valor  A , = 0 0 Aj  = 0 indica  que  el  sistema  es  degenerado  (vea  la  SeCCitìn 
d 12).  Aplicando  Aj  = 0 en  la  eCuaddn  (E.l)  ohtenemos 

x[1)!  - 2Xp3  + Xp5  = 0 


-2x[ 15  + 4X3' 5 - 2X315  = 0 
x[1J  - ix^  + x31J  = 0 


(E^) 


Toda$  estas  ecuadones  son  de  la  foima 


zP 


2XÌ15  - XÌ15 


ft»r  lo  tanto,  el  valor  eigsn  conespondiente  a A,  - A2se  escribe  como 

( 2X2^  — xp5' 
xM  = \ xp> 

1 413  . 

1,  obtenemos 


Si  escogemos  X^  = 1 y X3!) 


30 


:! 


Si  elegimos  Xj^  = 1 y X^  = — 1 , la  ecuacidn  (E.6)  proporciona 


<E.6) 


<E,7) 
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Como  se  mostrtì  antes  en  la  ecuacion  (6.86)  X(1^  y no  son  unicos.  Cualquier  combinaciòn  lineaJ  de 
jfO)  y jf(2)  tambien  satisfarà  la  ecnacicin  (E.1)  original.  Observe  que  X1'1')  dado  por  la  ecuacitìu  (E.6)  es 
ortogonal  a X^  de  la  ecuacitìn  (E4)  con  todos  los  valores  de  X^  y puesto  que 


]?(3)r[m]]?(1)  = (l 


-1 


0 

2 

0 


Ol  f 2xil)  - ' 

0 415  * 

ijl  ^15  J 


= 0 


6.11  | Teorema  de  expansiòn 


Los  vectores  eigen,  debido  a su  propiedad  de  ortqgonalidad,  son  linealmente  independientes.7  Por 
consiguiente,  constituyen  la  base  en  el  espacio  de  n dimensiones.8  Esto  significa  que  cualquier 
vcctor  en  el  espacio  de  n dimensiones  se  puede  expresar  mediante  una  combinacLdn  lineal  de  los 
n vectores  linealmente  independientes.  Si  ~x  es  un  vector  arbitrario  en  un  espacio  de  n dimensiones, 
se  puede  expresar  como 


7 = 2 (6.S7) 

Ì = 1 

donde  ct son  constantes.  Premultiplicando  la  ecuacion  (6.87)  por  el  valor  de  la  constante 

ct  se  determina  como 


X&T[m]  x X^T[m]  x 

c‘  - W ~ Ùl 


i = 1,2,  ...,« 


(6.88) 


donde  Af„  es  la  masa  generalizada  en  el  Ì-tìsimo  modo  normal.  Si  los  vectores  modales  X (,^se  nor- 
malizan  de  acuerdo  con  la  ecuacidn  (6.81),  e^estadado  por 


ct  = Jf (,^T[m]7,  i = 1,2,  . . . , « (6.89) 

La  ecuacidn  (6.89)  representalo  que  seconoce  como  teorema  de  expansiòn  [6.6].  Es  muy  tìtil  para 
delerminar  la  respuesta  de  sistemas  de  varios  grados  dc  libcrtad  sometidos  a condidones  forzadas 
arbitrarias  de  acuerdo  con  un  procedimiento  llamado  anàlìsis  modal. 


6.12  Sistemas  no  restringidos 


Como  se  expresd  en  la  seccidn  5.7,  un  sistema  no  restringido  es  aquel  que  no  tiene  restricciones  o 
soportes  y que  puede  moveise  como  un  cuerpo  rigido.  No  es  comun  ver,  en  la  piactica,  sistemas 
que  no  esten  conectados  a cualquier  maico  estacionario.  Un  ejemplo  comiin  es  el  movimiento  de 
dos  carros  de  ferrocairil  con  masas  m(  y y un  resorte  de  acoplamiento  k.  Tales  sistemas  son 


7 LFn  eonjunto  de  vectores  es  lincatmente  indcpendiente  si  ningiìn  vector  cn  cl  conjtmto  se  pucde  obtener  incdianie  una 
combinacitìn  lineat  de  los  restantes, 

a Oaalquicr  conjtmto  de  n vectores  linealmente  indepcndientes  en  un  espado  de  n dimensiones  se  conoce  como  base  en 
dicho  espado. 
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capaces  de  moverse  como  cucrpos  rigidos,  los  cuales  se  pueden  considerar  como  modos  de  oscila- 
don  con  frecuenciacero.  Paraun  sistema  conservador,  las  ecuaciones  (6.34)  y (6.30)  dan  las  ener- 
gi'as  cindtica  y potencial,  respectivamente.  Por  definicidn,  la  energta  cindtica  siempre  es  positiva, 
asf  que  la  matriz  de  masa  [m]  es  una  matriz  deilnida  positiva.  Sin  embargo,  la  matriz  de  rigidez  [Jt] 
es  una  matriz  semidefinida;  V es  cero  sin  queel  vector  de  desplazamiento  x*  seacero  parasistemas 
no  restringidos.  Para  ver  esto,  considere  la  ecuacidn  de  movimiento  paia  vihraddn  libre  en  coor- 
denadas  normales; 


4(f)  + ù?q{t)  = 0 (6.90) 

Fbra  ù)  = 0,  la  solucidn  de  la  ecuacidn  (6.90)  se  expresa  como 

4(0  = n + pt  (6.91) 

donde  ct  y 0 son  constantes.  La  ecuacion  (6.91)  representa  una  traslacidn  de  cuerpo  rfgido.  Sea 
X (0)  d vector  modal  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  correspondiente  al  modo  de  cuerpo 
n'gido.  E1  problema  de  valor  eigen,  ecuacidn  (6.64),  se  expresa  como 

ù)2[m]Xm  = [*]jc(0^  (6.92) 

Con  ù)  = 0,  la  ecuacion  (6.92)  resulta 

[jfc]X(0)  = 0 

Es  decir, 


Jfcu  x[0)  + knXf^  + ■■■  + jfcb,40)  = 0 

*2lXf0)  + *2240)  + ■ ■ ■ + jfc2fl40)  = 0 


*i40)  + jfcn240)  + ■ ■ ■ + iw40)  = 0 (6-93) 

S el  sìstema  experimenta  traslacidn  de  cuerpo  rigido,  no  todos  los  componentes  xj0),  / = 1, 2, ..., 
n,  son  cero,  es  dedr,  el  vector  X (0)  no  es  igual  a 0.  Por  consiguiente,  para  satisfacer  la  ecuacidn 
(6.93),  el  detciminante  de  [*]  debe  ser  cero.  Por  lo  tanto,  la  matriz  de  rigidez  de  un  sistema  no  res- 
tringido  (con  frecuenda  natural  cero)  es  singular.  Si  [*]  es  singular,  la  energfa  potencial  esta  dada 
por 


V = ijf(0)r[jfc]40)  (6.94) 

en  virtud  de  la  ecuacìon  (6.93).  E1  modo  X (0)  se  llama  modo  cew  o modo  de  cuerpo  rigido.  Si 
sustìtuimos  cualquier  vector  X ademas  de  Jt(0)  y 0 en  lugar  de  ~x  en  laecuacidn  (6.30),  la  energfa 
potencial  V se  vudve  una  cantìdad  positiva.  La  matriz  [jfc]  es  entonces  una  matriz  semìdefinida  po- 
ritiva.  Por  eso  un  sistema  no  restringido  tambidn  se  conoce  como  sistema  semìdejinido. 
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Ejemplo  6.14 


Observe  que  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  puede  tener  cuando  mucho  seis  modos 
de  cuerpo  rigido  con  las  frecuencias  correspondientes  iguales  a cero.  Puede  haber  fres  modos  de 
trasladdn  de  cuerpo  rigido.  uno  de  tradaddn  a lo  largo  de  cada  una  de  las  tres  coordenadas  carte- 
sianas  y tres  modos  de  rotacion  de  cuerpo  rigido,  uno  por  rotacidn  alrededor  de  las  tres  coordenadas 
cartesianas.  Poderaos  determinar  los  modos  y frecuencias  naturales  de  un  sistema  semidefinido 
mediante  los  procedimientos  descritos  en  la  seccidn  6.10. 


Frecuencias  naturales  de  un  sistema  libre 


Hay  tres  carros  de  carga  enganchados  por  dos  resortes,  como  se  muestra  en  la  figura  6. 14.  Encuentre  las  fie- 
cuencias naturales y fonnas de modo  del sistema para m\  ~ — m3  =my  k\  = k2  = ft. 


Snlucìòii:  la  energia  cindtica  del  sistema  se  puede  escribir  como 


donde 


y 


(E.l) 


(E.2) 


Los alargamientos  de  los  resortes  k\  y k2 son  (x^  - X\) y (jf3  -x2%  respectìvamente,  asf  que  la  energra  potencial 
del  sistema  estd  dada  por 

v = - Jfi)2  + ” x2f}  = (EJ) 

donde 


[k]  = 


k\  — k\  0 

~~  k\  k\  k^  *“  k*2 
0 ~ k%  k% 


(E4) 


Se  puede  comprobar  que  la  matriz  de  rigidez  [k]  e$  sidgulai.  Àdemàs,  si  consideiamos  que  todos  los  compo- 
nente$  de  desplazamiento  son  =Jf3  = c (mo  vimiento  de  cneipo  rigido),  se  ve  que  la  energia  potendal 

Vescero. 

Para  determinai  las  frecnencias  naturales  y los  modos  del  sistema,  eapresamos  el  problema  de  valoi  eigen 
como 


[[*]  " <J[m]]X  = 0 


(EJ) 


m\ 

m^ 

m3 

Figura  6.14  Sistemasemidefìmdo. 
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Cbdo  que  [fr]  es  singulai,  no  podemos  encontnu  sn  inversa  [A]_l  y la  matriz  dinimica  [t>]  — [fe]_ '[/»].  Por 
oonsiguiente,  podemos  establecer  el  determinante  de  la  matriz  de  coeficientes  de  x en  la  ecuacidn  (E.5)  igual 
acero.  Pam  = ky  = m, esto  piodnce 


(k  — aTm)  —k 

— k (2k  — òPm) 

0 -k 


0 

— k 

(Jfc  — aP'm) 


= 0 


la  expansidn  del  deteiminante  en  la  ecuaciòn  (E.6)  conduce  a 

m3w6  - 4m2Jfc(u4  + lmf?a?  = 0 


(E.6) 


(E.7) 


Si  establecemos 


À = ti? 


(E.8) 


la  ecuacidn  (E.7)  se  reescribe  como 

-*(*  - £)(*  - * ) = 0 <•“» 
Ctxdo  que  m ^ 0,  las  rafces  de  la  ecuacitìn  (E.9)  sen 

X\  = ùji  = 0 

Àj  = ùj?  = 

m 

= = (EAO) 

m 

Se  observa  que  la  primera  frecnencia  natural  ùj,  es  cero  en  la  ecnacitìn  (E.10),  ftua  hallai  las  formas  de  modo 
sustituimos  los  valoms  de  ùj,,  ùj^  y en  la  ecuacidn  (E.5)  y resolvemos  3^  xt2\  y x$K  respectivamcnte. 
Phra  w,  = 0,  la  ecmciòn  (E5)  propoiciona 


JfcxS15  - Jfcxì15  = 0 
-jfcx[15  + 2Jfc45  - Jfcxj13  = 0 
-Jfc43  + JfcX^5  = 0 


(E.l  1) 


Si  fijamosel  vaJoide  un  componente  de  x(15,  poi  ejemplo,  xS'^como  1,  laecuacidn  (E.ll)  sepuede  resolvei 
pxmobtener 


41J  = JfS15  = 1 y = 4°  = 1 


Asf,  el  primei  modo  (de  cuerpo  rigido) 


X ^ concspondiente  a ùj,  = 0 està  dado  poi 


xM 


(EA2) 


Obseive  que  el  modo  X^  repmsenta  la  traslacidn  de  cnerpo  rigido  del  sistema  (todas  las  masas  ejtperimentan 
el  mismo  desplazamiento).  Aunque  la  frecuencia  natmal  w,  (o  el  valoi  eigeu  ù^  ) es  cero,  la  foima  de  modo 
conespondiente  (o  vectoi  eigen)  x^  no  es  cero. 
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Paia  a>2  - {kJm)^1,  la  ecmcidn  (E.5)  produce 


- Jfcx£2)  = 0 
- JtXp5  + jÈJfj23  - JfcXj23  = 0 
-Jfcxi2)  = 0 


<E.13) 


Si  fijamos el  valor de un  componente  de  X-2\ por  ejetnplo,  x[2'1  como  1 , se  puede resolver  la ecuacidn (E 13) 
para  obtener 


*?>  = 0 


X?  = -Jfp>  = -1 


Asf  que  el  seguodo  modo  X<2)  correspondiente  a - (k!m)m  es 


X(21 


Para  a>3  — (3  kJm)  la  ecuacidn  (E.5)  da 


(E.14) 


-2JfcxS3)  - jfcx£3)  = 0 
-Jtx[3)  - JfcXj3)  - jfcX®  = 0 
- jfcX^3)  - 2JfcX^3)  = 0 

P) 


(E.15) 


Si  fijamos  el  valor  de  un  componente  de  X®,  por  ejemplo,  xj.se  puede  resolver  la  ecuaddn  (E.  15)  para 
obte.neT 


x<3) 


A*i 


i = y xi3)  = -^xr 


I V0) 


-2xr  = -2 

Asf  que  el  teroer  modo  X<3)  correspondiente  8^  = (SkJm)1*2  està  dado  por 


X<3) 


Hì 


(E.16) 


6.13  i Vibraciòn  libre  de  sistemas  no  amortlguados 


Laecuadòn  de  movimiento  para  La  vibracitìn  libre  de  un  sistemano  amortiguado  se  puedeexpresar 
de  forma  matricial  como 


[m]x  + [i]]t  = 0 


(6.95) 


La  solucitìn  mas  comiin  de  la  ecuacidn  (6.95)  se  expresa  como  una  combinacion  lineal  de  todas  las 
pasibles  soluciones  dadas  por  las  ecuaciones  (6.56)  y (6.62)  como 


x’fr)  = 2x<'UiCos(*)it  + <fc) 


(6,96) 
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Ejemplo  6.15 


donde  X®  es  d vector  modal  i-dsimo  y es  la  frecuenda  natural  conespondiente,  Ay  y son 
oonstantes.  Las  constantes  AL  y (i  = !,  2, , n)se  evaluan  a paitir de  las  condiciones  iniciales 
especiiicadas  del  sistema.  Si 


3T(0)  = < 


r*i<o  y 

^(0) 

* 

'iiCo)1 

*2(0) 

* 

< 

* 

► y 7(0)  = ( 

4 

i 

4 

.JUO)  j 

{6.97) 


indican  los  desplazamientos  y velocidades  iniciales  impartidos  al  sistema,  las  ecuaciones  <6.96)  dan 

tl 

jc(0)  = ^X^'UjCOs  ipj  (6.98) 

n 

jf(0)  = - 2 X^Aftài  sen  (6.99) 

i=i 

Las  ecuaciones  (6.98)  y (6.99)  representan,  en  forma  escalar,  2n  ecuaciones  simultaneas  las  cuales 
se  pueden  resol ver  para  determinar  los  n valores  de  Aj  (i  = 1, 2, . . . , n)  y los  n valores  de  4>i  (i  = 1, 
2 ,-,n). 


Anàlisis  de  vibraclòn  de  un  sistema  de  resorte-masa 

Bicuentre  la  iespuesta  de  vibraciòn  Ubre  del  sistema  de  ie$orte-tna$a  qne  $e  mne$tra  en  la  figum  6, 12  corre$- 
pondientc a la$  condiciones  iniciales  xi  {0)  = 0 (f  = 1, 2*  3),  = (0)  = *10t *2{G)  = jr3(0)  = 0.  Suptmga  que 

kì  = k y = m para  i = 1 , 2,  3. 

Sohidòn: 

Mètodo;  Suponga  la  ie$pne$ta  de  vibiacidn  libre  como  una  $uma  de  modo$  natmale$. 
ta$  fteouencia$  natmale$  y modo$  del  si$tema  $oti  (vea  el  ejemplo  6.11): 


ù)!  = 0.44504 -A  a>2  = 1.2471  w3  = 1.8025,/“ 

V m y m y m 


'l.O  ) 

' 1.0 

( 1.0 

j?0)  = < 

1.8019  >, 

X&  = < 

0.4450 

X<3)  = <[  - 1.2468 

[22470  J 

[ -0.8020  J 

* ( 0.5544  , 

dmde  el  primer  componente  de  cada  forma  de  modo  $e  supone  como  unitario  por  simpUcidad.  La  aplicacidn 
db  la$  condicione$  iniciales,  ecnaciones  (6,98)  y (6.99),  conduce  a 

A\  cos^!  + À2COZ<h  + = jrio  (E+l) 

1.8019 Ai  + 0.4450A2  cos  <£2  - 1.24d&A3cos$3  = 0 (E.2) 

2^470^!  cos  <j>i  - 0.8020A2  Co$  <h  + 0.5544>13  cos^3  = 0 (E3) 
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“ 0.44504  sen  0i  - i.2471  W“A2  sen  02  - 1-8025  */“ A3  sen03  = 0 (R4) 

ym  V m V m 


- 050192  yj~Ai  sen  0!  - 0-55496  J~A2  sen  <fe  + 2.2474  J~A2  sen  0^  = 0 (EJ) 

- 1-0 W—  -4i  sen  0!  + 1.0./— A2sen  02  ” 1-0.  /—  A3  sen  03  = 0 (E+6) 

V m \ m 

La  solucitìn  <fe  las  ecnaciones  {E.  1)  a (E.tì)  esttì  dada  poi^  Aj  = 0s107tìjrJ0l  A2  = 0.543  Ijciq,  A3  = 0.3493jr10j 
= 0, 0j  = 0 y 03  =0.  Asi  quc  la  solncitìn  de  vibradtìn  librc  dd  sistcma  $c  eipresa  como 


*i (0  = *10 


0.1076  cos^O.44504 


+ 0.5431  cos 


+ 0.3493  cos 


x2(t)  = jfio|  0.1939  cos^O.44504 


+ 0.2417  cos 


£■) 

(i»25^  r)] 

fì') 

(“ 


- 0.4355  cos|  1.8025  j-  t 

' m 


c3(f)  = jrltì  0.2418  cos^O.44504^^ 

- 0.435tì  cosj^ 1.2471  ^ t^j 
+ 0.1937  cos^  1.8025^  J 


(E.7) 


<ES, 


<ES) 


9 Observe  que  las  ecuaciones  (E.l)  a (E  3)  se  pueden  cotìsiderar  como  yn  sistema  de  ecuadones  lineales  en  las  inctìgni- 
tas  A}  cos  0i5  cos  02  y cos  0^, en  tanto  que las  ecuadones  (E+4)  a (E+6)  se  ptieden condderar  como  un  sistcma  de 
ecuadones  lineales  en  las  inctìgnitas 
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6.14  j Vibraciòn  forzada  de  sistemas  no  amortiguados 
mediante  anàlisis  modal 


Cuando  cn  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  actiian  fuerzas  extemas,  d sistema  experimenta 
ribracidn  foizada,  Para  un  sistema  con  n coordenadas  o grados  de  libertad,  las  ecuaciones  que  rigen 
d movimiento  son  un  sistema  de  n ecuaciones  difeiendales  ordinarias  acopladas  de  segundo  orden. 
La  solucion  de  estas  ecuadones  se  complica  cuando  el  grado  de  libertad  (n)  del  sistema  es  grande 
y/o  cuando  las  ftmdones  forzadas  son  no  periodicas. 10  En  tales  casos,  se  puedc  utilizar  un  mdtodo 
mas  conveniente  conoddo  como  anàtms  modat  para  resolver  el  problema.  En  este  mdtodo  se  utiliza 
d teorema  de  expansidn,  y los  desplazamimtos  de  las  masas  se  expresan  como  combinaciones 
Hneales  de  los  modos  normales  dd  sistema.  Esta  transfonnacidn  lineal  desacopla  las  ecuaciones  de 
movimiento  de  modo  que  obtenemos  un  sistema  de  n ecuaciones  difcrenciales  desacopladas 
de  segundo  orden.  Lasolucidn  de  estas  ecuaciones,  la  cual  equivale  alasolucidn  de  las  ecuaciones  de 
n sistemas  de  un  solo  grado  de  libertad,  es  fàcil  de  obtener.  A contìnuacidn  consideraremos  el  pro- 
cedimiento  de  anàlisis  modal. 

Anàlisìs  modal.  Las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  some- 
tido  a fcerzas  extemas  està  dado  por 

[m]x  + [*]x  = F (6.100) 


donde  F es  d vector  de  fiierzas  extemas  arbitrarias.  Para  resolver  la  ecuacion  (6.100)  mediante 
anàlisis  modal  primero  se  tiene  que  resolver  el  problema  de  valor  eigen. 

= [i]X  (6.101) 

y^encontiar  las_frecuencìas  naturales  <y(,  <y„  y los  modos  normales  conespondientes 

x tlJ, x(2\  ..., x(n\  De acuerdo con  el  teorema de expansidn, el  vector de solucion  de la ecuacidn 
(6. 100)  se  expresa  oomo  una  combinarion  lineal  de  los  modos  normales 

x(t)  = + <h(t)xW  + ...  + (6.102) 

donde  qjt), ... , qn(t)  son  coordenadas  generalizadas  dependientes  dd  tiempo,  tambien  co- 
nocidas  como  coordenadas  prìndpales  o coeftcientes  de  panicipadòn  modal.  Si  delinimos  una 
matriz  modal  [X]  en  la  cual  la  columna j'-dsima  es  d vector  es  decir, 

[X]  = [x(,)x(2)  - (6,103) 

La  ecuadon  (6. 102)  se  puede  reescribir  como 


donde 


x(t)  = [JC]?(f) 

f«WÌ 


(6J04) 


(6J05) 


10  En  h refwncia  [6J5]  se  cansidera  la  nespuesta  ditidmica  de  sistcmas  de  varios  grados  de  Hbcrtad  con  pnopicdadcs 
estadisdcas. 


6,14  Vtbraciòn  forzada  de  sistemas  no  amortiguados  mediante  anilisis  modal  555 


Dado  que  [X]  no  es  una  fimdòn  del  tiempo,  de  la  ecuaciòn  (6. 104)  obtenemos 

x(t)  = [*}4(t)  (6.106) 

Utìlizando  las  ecuaciones  (6.104)  y (6.106),  laecuaciòn  (6.100)  se  escribe  como 

+ [*M?  = (6.107) 

Premultiplicando  la  ecuaciòn  (6.107)  por  [X]robtenemos 

[X]T[m][X$  + [X]T[*][X]4  = [X]rF  (6.108) 

Si  los  modos  normales  se  normalìzan  de  aeuerdo  con  las  ecuadones  (6.74)  y (6.75),  tenemos 

[X]T[m][X]  = [/]  (6.109) 

[X]T[k][X]  = [WS.]  (6.110) 

Si  definimos  el  vector  de  fuerzas  generalizadas  fi(r)  asodado  con  las  coordenadas  generalizadas 
'q(t)  como 

e(t)  = [X]T  F(t)  (6,111) 

La  ecuaciòn  (6.108)  se  expresa,  utiiizando  las  ecuadones  (6.109)  y (6.1 10),  como 

^(r)  + [\w*SiJ${r)  = fi(r)  (6.112) 

La  ecuaciòn  (6.112)  denota  un  sistema  de  ecuaciones  difeienciales  desacopladas  de  segundo 
orden11 

’4i(t)  + *f®(0  = Qi(t)>  r = 1,2,  ...,n  (6.113) 


11  Se  puede  neprtsentar  el  vcctor  de  solydtìn  J (f ) eon  sdlo  los  j-pritncrcs  (e  < n)  vcctores  moddes  (en  higar  de  n vectoies 
como  cn  1a  ecyacidn  (6,102)); 


donde 


[X]  = [xMxW  ■■■  xW]  y 


3(0 


UMJ 


Esto  condticc  a sùlo  r ecnadoncs  diferendalcs  dcsacopladas 

0 + ™?®(0  = QA 0*  i = hX  ■ 

en  lygar  de  n ecuadones,  La  solydàn  resyltante  *(f)  scrd  yna  sduddn  aproximada,  Este  pfocedimiento  se  llama  màtodo  de 
despìo&imienta  de  modo „ En  el  pmblcma  6r92  se  inidica  tm  metodo  altemo,  el  mitodo  de  oceieracion  de  modot  para  deter- 
minar  soludones  aproximadas. 
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Se  ve  que  la  forma  delas  ecuadones  (6.113)  es  piecisamente  lade  laecuadon  diferencial  que  des- 
cribe  el  movimiento  de  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad.  La  solucidn  de  las 
ecuaciones  (6.1 13)  se  expresa  (vea  la  ecuaddn  (4.31))  como 


4(0  = 4ì(0)  cos  ù}jt  + 


I 


t 

Q,( t)  sen  (ù,  (r  - T)dT, 


i=  1,2,  ...  ,n 


(6-114) 


Los  desplazamientos  generalizados  inidales  q,{0)  y las  veloddades  generalizadas  iniciales  4i(0) 
se  obtienen  con  los  valores  iniciales  de  los  desplazamientos  fìsicos  x,(Q)  y las  velocidades  fìsicas 
JCr(O)  (vea  el  problema  6.94); 


5(0)  = [Xf[«]jt(0)  (6.115) 

5(0)  = [JTf[m]j(0)  (6.116) 


donde 


/ 


< 


4i(0)ì 
42  (0)  l 


U(0)} 


4.(0)' 

è(0) 

4n(0)  , 


f JCi(O) 

xi(0) 


U«(o) 


'HO)' 

is(0) 

Jf«(0) 


Una  vez  que  se  determinan  los  desplazaraientos  geneializados  q^t),  con  las  ecuaciones  (6.1 14)  a 
(6. 1 16),  se  deteiminan  los  desplazamientos  fisicos  Xj(t)  con  la  ayuda  de  la  ecuacion  (6. 104). 
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Ejemplo  6.16 


Respuesta  de  vlbraclòn  obtenlda  por  medlo  de  un  anaiisls  modal 

UtiJizando  el  anllisis  modal,  encoentre  la  respoesta  de  vibiacidn  libre  de  on  sistema  de  dos  giados  de  libertad 
cuyas  ecuaciones  de  movimiento  son 


iW]  0 f j 

h\  + 

+ k2 

-**  lb 

II 

II 

Q 

_0  m2_  \i 

;4 

_-k2 

+ h]\* 

'2  J [V 

(E.l) 


Suponga  los  datos  siguientes:  toi  = 10,  to^  = 1,  kt  = 30,  k2  = 5,  = 0,  y 


Solucidn:  Las  frecoencias  naturaJes  y modcs  normales  dd  sistema  son  (vea  el  ejemplo  5.3) 

= 1.5811,  = {‘jjfj15 

«2  = 2.4495,  1<2>  = {j_}jfS2> 


(6-2) 


donde  Jf[l)  y Jf[2)  son  constantes  aibitiarias.  Ortogonalizando  los  modos  noimales  con  iespecto  a la  matriz  de 
masa,  podemos  hallai  los  valores  de  x i'*  y Jf[2)  como 


JC{1)T[m]^(1)  = l ^(JfS1*)2  {1 


= 1 


o JCi°  = 0.2673 


B2)T[m]3c(2)  = i=>(jc(2))2{i 


o JfS2)  = 0.1690 

À£i  que  la  matriz  modal  $e  escribe  como 


[jc] 


0.2673 

0.5346 


0.1690 
- 0.8450 _ 


Utilizando 

'x(t)  = [Jf  ]?(<■} 


La  ecuacitìn  (E.  1)  $e  expresa  como  (vea  la  ecuadtìn  (tì.  1 12)): 

q(t)  + [\<o2\]'q(t)  = Q(t)  = 0 

donde  Q(t)  = [Jf]r  F = 6.  La  ecuaciòn  (E.5)  se  escribe  en  fùrma  escalai  como 


<E3) 


(E.4) 

<E5) 

(E.6) 


'è(t)  + toìqiit)  = 0, 


< = 1,2 
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Ejemplo  6.17 


la  solucitìn  de  la  ecnacitìn  (E.6)  e$tà  dada  por  (vea  la  ecnaddn  2.1 8); 

q;(t)  = ^ocqsù^  + — senwjT  (E+7) 

ù); 

dbnde  q;o  y qi o indican  lo$  valores  iniciale$  de  qi(t)  y qj(t)y  re$pectivanieiite.  Utilizando  la$  condicione$ 
iniciale$  de  la  ecoacitìn  (E.2),  podemg$  detentiijiar  [(vea  las  ecuacione$  (6.1 15)  y (6.1 16)]: 


7(0)  = 

f ?io(0}  1 
\<?2o(0)  j 

I = [*f[«3  7(0) 

= 

r 02673 
[ 0.1 690 

0.5346 "|f  10  Olflì  _ f2673l 
- 0.8450 J|_  0 lJ\0j  [I690j 

(E.8) 

?(0>  = 

f ^io(O)  1 
l^2o(0)  j 

| = [X]r[«]7(0)  = |®| 

(E.9) 

Ia$  ecuacione$  (E7)  y (E.9)  conducen  a 

qi(t)  = 2.673  cosl.581U  (E+10) 

q2(t)  = 1.690  cos  2.4495/  (E+ll) 


Utilizando  la$  ecuacione$  (E.4)  obtenemo$  los  de$plazamiento$  de  la$  ma$a$  roj  y como 


7(0 


02673 

0.1690~ 

f 2.673  cos  1.5811/1 

0.5346 

— 0.8450_ 

[ 1690  cos  2.4495/ J 

0 


= fo.7l4.5cus  i.5811/  + 0.2856  cos  2.4495/1 
\x2(0 J 1 1-4280  cos  1.5811/  - 1.4280  cos 2.4495/ J 


(E.12) 


Se  ve que  esta  soluridn  e$  identica  a la  obtenida  en  el  ejemplq  5.3  y trazada  em  el  ejemplo  5.17. 


Respuesta  de  vlbraclòn  forzada  de  un  martlllo  de  forja 

la  foerza  qne  actua  en  la  pieza  de  trabajo  dri  martillo  de  foqa  que  se  muestra  en  la  figum  5.5 1 produrida  por 
d impacto  dri  martìllo  se  puede  representar  como  un  pulso  rectangular,  como  a su  vez  aparece  en  la  figura 
6.15{a).  Encuentre  la  vibmridn  resultante  dri  sistema  por  los  siguientes  datos:  masa  de  la  pieza  de  tiabajo, 
yunque  y mareo  (m|)  = 200 Mg,  masa  del  bloque  de  rimentaritìn  (mj)  - 250  Mg,  rìgidez  de  la  base  eltìstica 
(fcj)  = 150  MN/m  y rigidez  dri  surio  (k?)  = 75  MN/m.  Suponga  que  los  desplazamientos  iniriales  y las  vrio- 
ddades  iniriales  de  las  masas  son  cero. 

Solucìtìn;  E1  majtillo  de  foija  se  puede  modriar  como  un  sistema  de  dos  grados  de  libertad,  aspecto  que  se 
qirecia  en  la  figura  6. 15(b).  Las  ecuariones  de  movimiento  dri  sistema  se  expresan  como 

[m]7  + [k]7  = F(t)  (E.l) 
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Estas  ecuaciones  pueden  escribirse  en  forma  matridal  como 


&Nx 

®Ny 

Dpx» 

Dpy’_ 


Del  mismo  modo,  las  fuerzas  q en  los  extremos  cercano  y lejano  del  ele- 
mento,  figura  14-12d,  tìenen  componentes  Q ak)  laigo  de  los  ejes  globa- 
les  de 


>"onordenadas 
localcs 

V 


coordenadas  glohales 

Cb) 


Qnx  Qn  COS  &x  QNy  Qn  COS  &y 

Qp?  = (Jp  COS  &x’  Qpy'’  = Qf  uos  &y« 


las  cuales  pueden  expresarse  como 


Si  se  realizan  las  operaciones  matridales,re$u]ta 


k = 


AE 

4 

X^Xy 

XXXy 

À2 

Ay 

i i 

À^Ày 

ÀjjÀjj* 

L 

~XyXx» 

& 

Aj'À^ 

i 

l 

t 

XyX-y^ 

XxffXyff 

à^ 

(14-24) 


Esta  matriz  de  rigidez  se  usa  despuds  para  cada  elemento  que  estè  co- 
nectado  a un  soporte  de  rodillos  inclinado,  y el  proceso  para  ensamblar 
las  matrices  y formar  la  matriz  de  rigidez  de  la  estructura  sigue  el  proce- 
dimiento  acostumbrado.  E1  siguiente  problema  de  ejempk)  ilustra  su 
aplicacitìn. 
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dindc  [x]  = [7CI^2>]  indica  la  matriz  tnodal.  La  ecuaddn  (E.3)  resulta  en  a = 1.667  X 1G-3  y b = 1.49G7 
X ÌQ-3,  lo  que  significa  que  la  nueva  matriz  modal  {con  formas de  modo  normalizadas)  $e  escribe  como 


[X]  = [X(1)X(2J] 


\6661 

1.3334 


1.4907 
— 1.4907_ 


X 10-3 


Respuesta  en  JUnciàn  de  coordenadas  generalizadas:  Dado  qoe  la$  do$  tnasas  mt  y m^  estìn  en  reposo  en  el 
instante  < = 0,  las  condiciones  inidales  $on  jti(O)  = Jf2(0)  = *i{0)  = if2(0)  = 0,  por  consigniente  las  ecua- 
dones  (6.1 15)  y (6.1 16)  proporrionan  ^i(O)  = (&(0)  = <)i(0)  = ^(0)  = 0.  Asi'  qne  las  coordenadas  ge- 
neralizadas  esrin  dadas  por  la  soluridn  de  las  ecnariones 


t 

q;(t)  = — f Qi( t)  Sen  a>,(t  - t)  dr,i  = 1, 2 
0 


<E,4) 


(bnde 


0 


Q(t)  = 

<EJ) 

fGiWÌ  . 

1.6667 

13334  llO 

-4F iWl 

\Qi(t)f' 

1.4907 

- 1.4907 ] 

1°  J 

f 1.6667  X 10“Vi(f) 
[1.4907  X lCV^f) 


<E.6) 


conF,(f)  = 25000 N durante el rango 0 ^/^0.1  sy Opara  t >0.1  s. Los desplazamientos delasmasas se 
pueden  hallar  a paitir  de  la  ecuaciòn  (6. 104)  como 


[X]q(t) 


\\666lqi(t)  + l.4907?2(r)l  3 

[ 1.3334^! (f)  - U90793(0  j 


<E.7) 


dbnde 

t 

?1(f)  = 3.4021  J aeu  12.2474  (t  - t)  dr  = 0.2778(1  - co$  12.2474 1) 

0 

t 

qz(t)  = 0.9622 J sen  38.7298  (/  - r)  dr  = 0.02484  (1  - cos 38.7298/)  (E.8) 

0 

Obscrve  que  la  solucitìn  pruporciouada  pnr  la$  ecuaciones  (E.8)  e$  vàlida  duiante  0 ^ 0k  1 $k  Para  t > 0. 1 $,  no 
tay  fuem  alguna  aplicada,  de  ahf  que  la  solucidn  de  vibmcion  libre  de  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo 
^ado  de  libertad  (ecuacion  Z18)da  la  respuesta  paia  qi(r)  y *fe(f)  con  ^i(O.l)  y ^i(O.l),  ^(0.1)  y #2(0.1) 
como  condiciones  iniciales  paia  <?i(f)  y respectivameiite. 
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6. 1 5 Vlbraciòn  forzada  de  slstemas  viscosamente 
amortiguados 


El  anàlisis  modal,  tal  como  se  presentd  en  la  secdòn  6.14,  es  vàlido  sòlo  para  sistemas  no  amor- 
tiguados.  En  muchos  casos,  la  influencia  del  amortiguamiento  en  la  respuesta  de  un  sistema  vi- 
bratorio  es  nunima  y se  puede  oraitir.  Sin  embargo,  debe  consideraise  si  la  respuesta  del  sistema 
se  xequieie  durante  un  lapso  de  tiempo  relativamente  laigo  comparado  con  los  peiiodos  naturales 
del  sistema.  Ademas,  si  la  frecuencia  de  exdtaciòn  {en  el  caso  de  fuerza  periòdica)  es  igual  o se 
acerca  a las  fiecuencias  naturales  del  sìstema,  el  amortiguamiento  es  de  primordial  importancia  y 
debe  ser  tomado  en  cuenta.  En  general,  dado  que  los  efectos  no  se  conocen  con  antidpaciòn,  el 
amortiguamiento  debe  considerarse  cn  d anàlisis  de  vibiaciòn  de  cualquier  sistema.  En  esta  secciòn 
analizaremos  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  amortiguado  de  varios  grados  de  libertad 
y su  soluciòn  utilizando  las  ecuaciones  de  Lagiange.  Si  d sistema  tiene  amortiguamiento  viscoso, 
su  movimiento  seia  resistido  por  una  fuerza  cuya  magnitud  es  proporcional  a la  de  la  velocidad 
pero  en  la  diieccìòn  opuesta.  Es  conveniente  introducir  una  funciòn  R,  conocida  como  funciòn 
de  disìpadòn  de  Rayleigh,  al  derivar  las  ecuaciones  de  movimiento  por  medio  de  las  ecuaciones  de 
Lagrange  [6.7].  Esta  fimciòn  se  defrne  como 

R = \V[c]Z  (6,117) 


donde  la  matriz  [c]  se  llama  matriz  de  amortiguamiento  y se  define  positiva,  como  las  matrices  de 
masa  y rigidez.  Las  ecuaciones  de  Lagiange,  en  este  caso  [6.8],  se  escriben  como 


d_ 

dt 


ar  bR_ 

&Xi  dXi 


W_ 

dXi 


Fh 


i = 1,2, 


(6,118) 


donde  Ft  es  la  fuerza  aplicada  a la  masa  m,.  Sustituyendo  las  ecuaciones  (6.30),  (6.34)  y (6. 117)  en 
la  ecuaciòn  (6.1 18),  obtenemos  las  ecuaciones  de  mqvimiento  deun  sistema  amortiguado  de  varios 
grados  de  liberiad  en  forma  matriciah 


[mjj  + [c]?  + [Apt  = ~F 


(6.119) 


Por  sencillez,  veremos  un  sistema  especial  para  el  cual  la  matriz  de  amortiguamiento  se  expresa 
como  una  combinaciòn  lineal  de  las  matrices  de  masa  y rigidez; 


[c]  = ff[m]  + fi[k] 


(6.120) 


donde  a y p son  constantes.  Esto  se  conoce  como  amortiguamiento  proporcional  poique  [c]  es 
proporcional  a una  combinaciòn  lineal  de  [m]  y [Jt].  Sustituyendo  la ecuaciòn  (6. 120)  en  la ecuaciòn 
(6.119),obtenemos 


[m]7  + [«[m]  + 0[jfc]]j?  + [Jfc]j?  = F (6.121) 

Expresando  d vectorde  soluciòn  x como  una  combinaciòn  lineal  de  los  modos  naturales  dd  siste- 
ma  no  amortiguado,  como  en  el  caso  de  la  ecuaciòn  (6.104), 


m = ixW) 


(6.122) 
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La  ecuaddn  (6. 121)  se  reescribe  como 

[m][X]?Ci)  + [«[/«]  + £[*]][*]  ?(*) 

+ [*][X]$(f)  = F(t)  (6.123) 

La  premultiplicaciòn  de  la  ecuadòn  (6.123)  pqr  [Y]rconduce  a 

[xf[m][X$  + [a[X]T[m][X}  + P[xf[k][X]]j 

+ [X]T[k][X]q  = [xfF  (6.124) 

Si  los  vedores  dgen  JK^se  normalizan  de  acuerdo  con  las  ecuaciones  (6.74)  y (6.75),  la  ecuaciòn 
(6.124)  se  reduce  a 

[/]«(»)  + [«10  + p[v>^]]«{»)  + [n*^]«  (»)  = e(t) 

es  decir, 

’4i{t)  + Ca  + + «fa(0  = fiiCO- 

i—  1,2,  ...,n  (6.125) 

donde  es  la  frecuencia  natural  i-òsima  del  sistema  no  amortiguado  y 

e(f)  = [X]T  F(t)  (6.126) 

licribiendo 

« + «?0  = Uvì  (6.127) 

donde  se  conoce  como  reiaciòn  de  amortiguamiento  modal  para  el  modo  normal  i-èsimo.  Las 
ecuaciones  (6.125)  se  rescriben  como 

4i(t)  + 2 6»À(f)  + = Qi(t),  i = 1,2,  ...,«  (6.128) 

Se  ve  que  cada  una  de  las  n ecuaciones  represOTtadas  por  esta  expresiòn  esta  desacoplada  de  todas 
las  demas.  Por consiguiente,  podemos  detenuinar  la respuesta  dd  modo  Msimo  de  la  misma  mane- 
ja  que  la  de  un  sistema  viscasamente  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad.  La  soluciòn  de  las 
ecuaciones  (6. 128),  cuando  £ t < 1 , se  expresa  como 
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Ejemplo  6.18 


donde 

(ùdi  = ùiiVl  - tf  {6.130) 

Observe  los  siguientes  aspectos  de  estos  sistemas: 

1,  La  identificacion  de  los  ongenes  y magnitud  del  amortiguamiento  es  dificil  en  la  mayoria 
de  los  problemas  practioos.  En  el  sistema  puede  haber  mas  de  un  tipo  de  amortiguamiento,  de 
Coulomb,  visooso  e histerètico.  Ademas,  no  se  conoce  la  naturaleza  exacta  del  amortiguamien- 
to,  como  lineal,  cuadràtica,  ctìbica  u otro  tipo  de  variacidn.  Aun  cuando  d origen  y naturaleza 
del  amortiguamìento  se  conozcan,  obtener  la  magnitud  precisa  es  muy  diffcil.  Para  algunos 
sìstemas  piactìcos,  pueden  haber  disponibles  valores  de  amortiguamiento  experimentalmente 
determinados  para  uso  en  un  analisis  de  vibracitìn.  Hay  algun  tipo  de  amoitìguamiento,  en  for- 
ma  de  amortiguamiento  estructural,  en  estructuras  automotrices,  aeroespaciales  y de  maquinas. 
El  amortiguamiento  se  introduce  ddiberadamente  en  ciertas  aplicaciones  practicas  como  los 
sistemas  de  suspensiòn  de  vehfculos,  d tren  de  aterrìzaje  de  aviones  y en  sistemas  aidantes 
de  maquinas.  Debido  a que  el  anàlisis  de  sistemas  amoitiguados  implica  tediosas  manipulacio- 
nes  matematicas,  en  muchos  estudios  de  vibraciòn  el  amortiguamiento  se  omite  o se  considera 
algo  proporcional. 

2,  Caughey  [6.9]  demostrò  que  la  condicìòn  dada  por  la  ecuaciòn  (6.120)  es  suficiente  mas  no 
necesaria  para  la  existencia  de  modos  normales  en  sistemas  amortiguados.  La  condiciòn  nece- 
saria  es  que  la  transformaciòn  que  diagonaliza  la  matriz  de  amortiguamiento  tambiòn  desacople 
las  ecuaciones  de  movimiento  acopladas.  Esta  condidòn  es  menos  restrictiva  que  la  ecuaciòn 
{6. 120)  y abarca  muchas  posibilidades. 

3,  En  el  caso  general  de  amortìguamiento,  la  matriz  de  amoitiguamiento  no  se  puede  diagonalizar 
al  mismo  tiempo  quelas  matrices  de  masa  y rigidez.  En  este  caso,  los  valores  eigen  del  sistema 
son  reales  y negativos  o complejos  con  partes  reales  negativas.  Los  valores  dgen  complejos 
existen  como  pares  conjugados:  los  vectores  dgen  asodados  tambien  se  componen  de  pares 
conjugados  complejos.  Un  procedimiento  comun  para  determinar  la  soluciòn  del  problema  de 
valor  eigen  dc  un  sisteraa  amortiguado  implica  la  transformadòn  de  las  n ecuaciones  de  movi- 
miento  acopladas  de  segundo  orden  en  2 n ecuadones  desacopladas  de  primer  otden  [6.6]. 

4,  Los  li'mites  de  error  y los  mòtodos  numòricos  en  el  anàlisis  modal  de  sistemas  dinàmicos  se 
abordan  en  las  refeiendas  [6.1 1, 6.12]. 


Ecuaciones  de  movlmlento  de  un  slstema  dindmlco 

Derive  las  ecuacioms  de  movimieuto  del  sistema  que  se  muestra  eu  la  figum  6.16, 

Sohdtfn; 

Mèfodo;  Aplique  las  ecuacioues  de  Lagrange  juuto  cou  la  funcidn  de  di&ipacitìn  de  Rayleigh, 

La  energia  cin^tìca  del  sistema  es 

T = + m2X2  + m&l)  (EJ) 

La  energia  potencial  tìene  la  forma 

v = |[Mi  + - Xi)2  + A:3(X3  - x2)2]  (E:2) 
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.t3(Ò  F$(t)  Figura  6.16  Sistemadinàmico  de  tres  grados  de  libertad. 


y la  fundtìn  de  disipaddn  de  Rayldgh  es 


R = ^ tcl*l  + c2(jf2  “ Ìl)2  + ^(x3  ~ XZf  + C4X2  + c5( Xj  ~ ii)2] 


las  ecuadones  de  Lagrange  $e  escrìben  como 


d_ 

dt 


\dXi)  dX' 


ÒR  flV 


+ — + — = Fh 
dx;  dXì 


i = 1, 2, 3 


<E3) 


<E,4) 


Sustituyendo  las  ecuadones  (E 1)  a <E.3)  en  la  ecuaddn  (E.4)f  obtenemos  las  ecuadones  diferendales  de 
mavimiento 


dbnde 


[«] 


[c]  = 


[m]x  + [c]x  + [*]3  = F 


m-;  0 0 

0 f«2  0 

_ 0 0 mjJ 


Ci  + Cl  + C5  - c2  - Cj 

- C2  Cj  + C$  + C4  “ Q 

-cs  -C3  c3  + c5J 


[*3 


^1+^2  ” ^2 

— /;2  £2  + £3 

0 -k. 


X = 


0 1 

-*3 

*3  J 

'm]  _ ffiW) 

4r2(0  ) y E = < ^.(r)  > 

UaWJ  UaWJ 


(E-S) 


(E.6) 


<E.7) 


<E.8) 


<E.9) 
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Ejemplo  6.19 


Respuesta  de  estado  estable  de  un  slstema  forzado 

Encuentre  la  re$pue$ta  de  e&tado  e$table  del  sistema  qne  se  muestra  eti  la  figma  6.16  cuando  las  masas  se 
someten  a las  fuerzas  armdnicas  simples  F,  = F2  = cos  wt,  donde  w = 1.75  Vfc/m.  Suponga  que 

m,  = = m,  k\  = k^  = = K c4  = = 0,  y la  relacitìn  de  amortiguamiento  en  cada  modo  normal 

esttidadapor^  =0,01,  # = 1,  2,  3. 

Solutidn:  Las  fiecuencias  natmales  (no  amoitiguadas)  del  sistema  (vea  el  ejemplo  6.11)  son 

= 0.44504-./— 

V m 

= 1.2471 

£»5  = 1.8025  <E,1) 


y los  modo$  [m]-Ortonormales  coirespondientes  (vea  el  ejemplo  6.12)  son 


Rar  lo  tanto,  el  vector  modal  $e  expresa  eomo 


. 03280 

[Jf]  = [xMxWxW]  = —1=  05911 
Vm  0.7370 


0.7370  0.5911 

0.3280  -0.7370 

-0.5911  0.3280 


E1  vector  de  fuerza  generalizado 


, 0.3280 

0(0  = [Xf  F(t)  = 0.7370 

0.5911 


0.5911 

0.3280 

-0.7370 


0.7370 

-0.5911 

0.3280 


COS  ù)  t 


se  pnede  obtener  donde 


<E£) 


(E3) 


(E.4) 


0io  _ 


1.6561 


fb 

W 


fib  = 0.4739 


03 o = 0.1821 


(E5) 


Si  las  coordenadas  generalizadas  o los  factores  de  partìdpaciòn  modal  correspondientes  a los  tres  modos  prin- 
dpales  se  indican  como  qft),  qz(f)  y qffh  las  ecuadones  de  movimiento  se  crpresan  como 


'qi(f)  + 2fj + à>ìqi(t)  = Qi(t),  i = 1,  2,  3 


(E.6) 
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14  solucion  de  estado  estahle  de  la  ecuacidn  (E.6)  $e  eSCribe  como 

= qi ocos(mr  - 4>),  i = 1,2,3  (E,7) 

dbnde 


y 


? H) 


Qi  0 


1/2 


(E.B) 


(E.9) 


Sustituyendo  los  valores  dados  en  las  ecnaciones  (E5)  y (E.  1)  en  las  ecuaciones  (E.8)  y (E9)  obtenemos 


q\Q  — 0-57815 
920  = 0.31429 
930  = 0.92493 


jVm 

k ’ 

F0Vm 
k ' 

Fa\/m 


d>!  = tan_1(— 0.00544) 
4*2  = tan -'(-0.02988) 
= tan -'(0.33827) 


(E,10) 


Enalmente,  la  respuesta  de  estado  estable  se  determina  utilizando  la  ecuaciòn  (6. 122), 


6. 1 6 1 Autoexcitaciòn  y anàlisis  de  estabilidad 


Bi  varios  sistemas  amortìguados,  la  friccidn  produce  amortiguamiento  negativo  en  lugar  de  amor- 
liguamiento  positivo.  Esto  oonduoe  a la  ìnestabilidad  (o  vibracion  autoexcitada)  del  sistema.  Por 
to  comun,  para  un  sistema  de  n grados  de  libertad  que  se  muestra  en  La  figura  6. 17,  las  ecuadones 
de  movimiento  seràn  un  sistema  de  n ecuaciones  diferenciales  lineales  de  segundo  orden  (como  las 
cbdas  por  las  ecuaciones  (6.1 19)  0 (6.128)): 

[m]£  + [c]ì  + [J fc]*  = F (6.13!) 

E1  mètodo  presentado  en  la  seccidn  5.8  se  puede  ampliar  para  estudiar  la  estabilidad  del  sistema 
tegido  por  la  ecuacidn  (6.131).  Por  consiguiente,  suponemos  una  solucidn  de  la  forma 

= Cje**,  j = 1,2,  ...,n 


0 


x(f)  = Ctst 


(6.132) 
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I — *-  Hb 
I-*- jft 


^ — WH 


m. 


I — ^(0 

J— 


P-  F 
*3 


m 


y.xwvvwQ' 


MnM 


m. 


wswx'wnwwWxxwx\xW\xwxwxxxwxWxvwxwWxx\\wx\wxx\Wxwx\xW\x\xv\w 

Flgura  6.1 7 Sistema  de  varios  grados  de  Hbertad. 


donde  j es  un  ntìmero  oomplejo  que  se  tiene  que  determinar,  C,  es  la  amplitud  de  Xj  y 


La  parte  real  de  s determina  d amortiguamiento  y su  parte  imaginaria  proporciona  la  frecuencia 
natural  del  sistema.  La  sustitucidn  de  la  ecuacion  (6.(32)  en  las  ecuaciones  de  vibracidn  libre  (ob- 

“4  “-*■ 

tenidas  con  F = 0 en  la  ecuacidn  <6.131))  conduce  a 

([m]$2  + [c]j  + [i])Cc^  = 0 (6.133) 

Para  una  solucidn  no  trivial  de  d determinante  de  los  coeficientes  de  C^-se  establece  igual  a cero, 

lo  que  conduce  a la  “ecuadon  caracterfstica”,  semejante  a la  ecuacion  (6.63); 

D(j)  = |[m]j2  + [c]j  + [t]|  =0  (6.134) 

La  expansidn  de  la  ecuacion  (6.134)  conduce  a un  polinomio  en  s del  orden  m = 2n,d  cual  se 
puede  expresar  en  la  forma 

D(s)  = aasm  + ai.r'”"1  + a^f1'7  + ■■■  + + am  = 0 (6.135) 

La  estabilidad  o inestabifidad  del  sistema  depende  de  las  rafces  de  la  ecuacidn  pofinomial.  D{s)  = 0. 
Indfquense  las  rafces  de  la  ecuadon  (6.(35)  como 

sj  = bj  + iù)j,  j = 1,2,  . . . , m (6,136) 

Si  las  partes  reales  de  las  rafces  bj  son  numeros  negafivos,  habra  funciones  de  tiempo  decadentes, 
ebi‘, en  la ecuacidn  (6. 132), por consiguiente  la  soludon  (sistema)  serà  estable.  Por  otra parte,  si  una 
o màs  rafces  .^tienen  unaparte  real  posifiva,  entonces  la  solucion  de  la  ecuaddn  (6.132)  contendrà 
una  o màs  fiinciones  de  tiempo  expcmencialmente  crecientes  ebJ‘,  de  ahf  que  la  soludon  (sistema) 
serà  inestable.  Si  hay  una  rafz  puramente  imaginaria  de  la  forma  Sj  = ì(Oj,  conducirà  a una  solucidn 
osdlatoria  la  cual  representa  un  caso  lfmite  entre  estabilidad  e inestabilidad.  Si  .f;-es  una  rafz 
multiple,  la  conclusidn  anterior  prevalece  a menos  que  sea  un  numero  puro  imaginario,  como  Sj  = 
iù>j.  En  este  caso,  la  solucidn  contiene  fundones  del  tipo  te^'1,  fe'W, . . . , las  cuales  se  incre- 
mentan  con  el  tiempo.  Asf  que  las  rai'ces  multiples  con  valores  puramente  imaginarios  indican  la 
inestabilidad  del  sistema.  Por  lo  tanto,  para  que  un  sistema  Hneal  regido  por  la  ecuacidn  (6.(31) 
sea  estable,  es  necesario  y suficiente  que  las  rafces  de  la  ecuacion  (6.135)  tengan  partes  reales  no 
posifivas,  y que,  si  hay  alguna  rafz  puramente  imaginaria,  no  debe  aparecer  como  una  rafz  mtìlfiple. 
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Ifedo  que  la  busqueda  de  las  rafces  de  la  ecuaddn  polinqmlal  (6.135)  es  un  procedimiento 
largo  y tedioso,  se  puede  utilizar  uno  siraplificado,  conoddo  como  criterio  de  estabilidad  de  Routh- 
Hirwitz  [6.13, 6.14]  para  investigar  la  estabilidad  del  sistema.  Para  aplicar  este  piocedimiento,  se 


defme  d siguiente  determinante  de  orden  m-esimo  Tm 

en  funcidn  de  los 

polinomial  (6,135)  como 

ai 

03 

05 

07 

Ù2m-1 

a0 

02 

04 

06 

ò'lm-l 

0 

0i 

03 

05 

a?m-l 

Tm  = 

0 

0o 

02 

tu 

&2m-4 

0 

0 

01 

03 

a2m-5 

■ 

■ 

■ 

■ 

am 

(6.137) 


Bitonces  los  siguicntes  subdeterminantes,  indicados  por  las  li'neas  de  rayas  en  la  ecuacìdn  (6.137), 
se  defmen: 


T\  = a\ 


t2  = 

<to 

3 

«2 

«5 

Tl  = 

ao 

a2 

a 4 

0 

a\ 

«5 

(6.138) 

(6.139) 


(6.140) 


A1  construir  estos  subdeterminantes,  todos  los  codicientes  a,  con  i > m o ì < 0 tienen  que  ser 
leemplazados  por  ceros.  De  acuerdo  con  el  criterio  de  Routh-Hurwitz,  una  condicidn  necesaria  y 
suficientepara la estabilidad de un sistema es que los  coeficientes  Oo,a^,.. . ,am deben  ser positivos 
ytambidn  todos  los  determinantes  TlfT2,...,  Tm  deben  ser  positivos. 


6.17  | Ejemplos  resueltos  utilizando  matlab 


Ejemplo  6.20  soluclòn  de  un  problema  de  valor  eigen 

Bicuentre  los  valores  cigcn  y !□$  vectores  cigcn  de  Ja  matriz  {vea  el  ejemplo  6,1 1); 


[A] 


1 1 1 
1 2 2 
1 2 3 
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EJemplo  6.21 


Soluci6n; 


% Ex  £.20 


D - 


A = [1  1 

1;  12  2;  122] 

1 

1 1 

1 

2 2 

1 

2 2 

IVF  DJ  * 

*igW 

0.5510 

0.7270 

0.2260 

-0.7270 

0.2280 

0.5510 

0.2280 

-0.551Q 

0.7270 

0.2080 

0 

0 

0 

0.6421 

0 

0 

0 

5.04B5 

Respuesta  de  vlbraclòn  llbre  de  un  sistema  de  varlos  grados  de  llbertad 


Trace  la  respuesta  de  vibmcidu  libre,  *i(*)5  x^it)  y x3{t)  del  sistema  considerado  eu  el  ejemplo  6h  15  para  los 
siguientes  datOS:  = 1.0,  k =4000  y m = 10. 

Solueiòn;  Las ecuaciones (E.7) a (E.9) del ejemplo  6.15  dan  la respuesta de vibmcitìn libre de las masas,  x^ (t), 

^)y^). 


% Ex6  21.ll 
xlO  & 1.0: 
k = 4000: 

ll  B 10; 

for  i > 1:  1001 

t(ì)  = S*  (1-1)  / 1000; 

x.1  (i)  * xlO  * ( 0.1076  * coa  (0.44504  * eqrt  (k/11)  * t(i))  + 
0.5421  * coe  (1.2471*eqrt (k/u)  *t(i))  + 0.2452  * 
cofl  (l.B025*sqrt  (k/n)  «t(i))  ) ; 
x2  (1)  * xlO  * ( 0.1525  * cofl  (0.44504  * flqrt  (k/a)  * t(i))  + 
0.2417  * com  (1.2471+fl^rt  (k/n)  *t(i) ) - 0.4255  * 
cob  (1.6025*sqrt  (k/a)  *t(i)J  ) ; 
x2  (i)  = xio  * ( 0.2415  * fiOfl  (0.44504  * aqrt  (k/ii)  * t (1) ) - 
0.4256  * coe  (1.247l*sqrt  (k/n)  *t(i)J  + 0.1527  * 
cos  (l.B025*sqrt  (k/n)  *t(ì))  ); 

*nd 

■ubplot  (211)  ; 

plot  (t,  Xl) ; 

ylibal  (-xl  (t)  ■) ; 

■ubplot  (212)  ; 
plot  (t,  x2)  ; 
ylabel  (nx2  (t)  ■); 

flubplot  (212)  ; 
plùt  (tr  x2)  ; 
ylsbal  (nx2  (t)  n); 

xlabfll  ("  tB ) ; 
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donde  y\  = Xu  yi  = = *2,  V4  = m\  = 2X  105,  m2  = 2.5  X lO^Li  = 150  X 1Q6  y k2=  225  X 106 

Utilizafldo  los  valores  ifliciales  dc  todas  las  yt  = 0,  se  obtieùefl  los  sigoientes  iesultados: 

% Kx6  aa.ii 

% Eeta  progriai  ntiliatari  1«  funeìòn  df ‘unc6_21.ffl1  dabarln 
% aetar  *u  1*  nieiu  carpeta 
tflpm  = [0:  0.001:  10]  f 

yO  s [0f  0;  0?  0]  F 

[t,  y\  = cda23  [ ' dfunc 6_21 1 r tepanr  yO)  j 

eubplot  (ail)  f 

plot  [tr  y(:,  1))f 
xlibal  ( 1 t1 ) f 
ylibal  (<xl  (t)  ■ ) j 
enbplat  (212)  f 
plot  (t,  y(i,  3))t 
xlabsl  (ata); 
ylibel  (ax2  (t)  a)? 

% dfunc6_2l.ii 

functicn  f = dftmc6_21  (t,  y) 

f — naraa  (4  r 1)  ; 

inl  3 2*1sSf 

o2  - 2.S*laSf 

kl  3 1S0  * 1*6 f 

k2  3 aas  • 1*6 f 

Fl  - asooo  • (atapfun  (tr  0)  - et&pfun  (tr  0.1))  f 
f (1)  ■=  y (2)  f 

f (2)  3 Fl/nl  + kl  • y(3)  /nl  - kl  • y(l)  /nlf 

f(J)  = yl*)t 

f(4)  = -k2  • y (3)  /u2  * kl  • y (1)  /a2; 


X 10-4 


X 10-4 
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Ejemplo  6.23 


Ejemplo  6.24 


Ralces  de  una  ecuaclòn  pollnomial 


Utilizando  MATLAB,  encuentre  las  raioes  del  pol  inomio 

f{x)  = JT3  - tì*2  + 1U  - tì  = 0 

Soludòn: 


» roota  ((1  -6  11  -ej } 


3.Q00G 

2.0000 

1.0000 


Respuesta  de  vlbraclòn  forzada  de  un  sistema  amortiguado 


Bacueutre  la  respuesta  de  vibracitìn  forzada  de  un  sistema  amortiguado  de  varios  grados  de  libertad  con  ecua- 
riones  de  movimiento 


[m]Ì  + [c]J  + [k]x  = f 


<ai> 


con 


[m]  = 

"100  0 0" 
0 10  0 

, [c]  = 100 

4 -2 

-2  4 

0" 

-2 

, [£]  = 1000 

8 -4  0" 

-4  8 -4 

0 0 10 

0 -2 

2 

0-4  4 

Fq  CQS  ÙJt 


con  F0  = 50  y ùj  = 50.  Suponga  condiciones  iniciales  cero. 


Stìlutkin:  Las  ecuaciones  (E.1)  se  pueden  volver  a escribir  como  un  sistema  de  seis  ecuaciones  diferenciales 
de  primer  orden 


h = 
h = 
h = 
h = 
h = 
h = 


yi 


400  ^ 200  8000  ^ 4000 

+ -^y,  - -ij-n  + 


y* 


F0  200  400  200  4000  8000  , 4000 


200  200  4000  4000 


•tonde  = *\*yi  = ii.ya  = = X2tys  = 2..  v y,  = x, 


6,17  Ejempfos  resue  ftos  uti  Eizan  do  MATLAB  573 


X 10-3 


X 10“3 


X 10“3 


.4  I L _L L L _X_ J_ _l 

0123456769  10 


t 

Utilizando  los  valores  iniciales  oero  dc  todas  las  la  soluddn  $c  puede  hallar  como  sigue. 

% Ex624 .tt 

% Eete  progxuu  utilie,ari  la  funcitìn  dfuncG_23.nr  dnberin 
% tìe  tar  èh  la  nlaiu  carp&t* 
tfipan  E [0:  0.01:  10]  ; 
yO  p [0?  0;  0j  0;  0 ; 0]  ; 

[tr  y)  * oda23  (’dfimc6_2  3r  r tepanr  yO ) ; 

subplot  (311)  ; 

plot  (tr  y ixt  1) ) r 

xlabnl  ( ■ t1)  ; 

ylabel  ( 'xl  (t)  ■)  r 

aubplot  (312)  r 

plot  itt  y (:r  3 )); 

xlabel  ('t')f 

ylabal  ( ax2  (t)  ■)  ; 

■ubplot  (313)  r 
plot  (t,  y (:,  E) ) r 
xlabal  ( " t')  r 
ylabal  Cxl  (t)')j 

% df  tin.cfi_23 . hl 

function  f - dfunc£_2  3 (t  r y) 
f r*  earoa  (fi  r 1)  r 
FQ  p EO.Of 
tf  = 50.0; 
f(l)  - y(2)f 

f (2)  s F0*co«(ir*t)/10  0 - 400*y(2)/100  + 200*y(4)/100  - B000*y  (1) /100 
+ 400  0*y  (3 ) /10  0 ; 
fO)  = y(4); 

f (4)  p F0*coa(w*t)/1Q  + 200*y(2)/10  - 400*y(4)/10  + 200*y(fi)  /10 
+ 4000*y (1) /10  - B000*y  (3) /10  + 4000*y (5) /10; 
f (5)  p y (6)  ; 

f (fi)  c f0*coh  (w*t)  /10  + 2 00*y  (4)  /10  - 200*y(fi)/10  + 4000*y(3)/10 
- 400 0*y (5) /10 ; 
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Ejemplo  6.25 


Ejemplo  6.26 


Programa  para  generar  el  pollnomlo  caracterlstico 


Desarrolle  un  programa  de  oomputadoia  geneml  Ilamado  Program7 . m paia  genemr  el  polinomio  caiacte- 
ristico  correspondiente  a nna  matriz  cuadiada  dada.  Use  el  piogiama  paia  generar  el  polinomio  caiacteristico 
conespondiente  a la  matriz 


[A]  = 


-1 

2 

-1 


0 

-1 

2 


Sùlueion;  E1  progxama  Program?  -mse  desanolla  paia qne  acepte  los  signientes  datos  de  entrnda: 
n = oiden  de  lfl  matriz  [A] 

[a]  = matriz  dada  [ A] 

H programa  geneia  los  signientes  resnltados: 

pcf  = vector  de  coeficientes  del  polinomio  comenzando  a partii  del  tìimino  constante 


» p<rogru7 

«3<pufli£ii  palinoii*!  dm  xmm  *cti4ci6n  fcnu  da  dfitdruinuitA 
datoe : dAtaminant*  A: 

2.0000006+000  -1.0000006+000  0.0000006+000 

-1.0000006+000  2.0000006+000  -1.0000006+000 

0.0000006+000  -1.0000006+000  2.0000006+000 

rABultadc:  cc6f ici6nt6fl  polinouialAfl  6n 

pef  (np)  * (x*n)  +pcf  (n)  * (x*  (n-1) ) + +pef  (2 ) +pef  (1)  ^O 

-4.0000006+000  1.0000006+001  -4.0000006+000  1.0000006+000 


Programa  para  anàlisls  modal  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad 

DesanoUe  un  pmgiama  MATLAB,  Uamado  FrogramS . m para  determinar  la  respuesta  de  un  sistema  de  va- 
rio$  gmdos  de  libertad  mediante  nn  anàlisis  modal.  Use  el  progmma  pam  encontmr  la  solucitìn  de  nn  sistema 
con  los  siguientes  datos: 

Matriz  de  masa: 


E«3 


i o 

o 1 
o o 


o 

o 

ì 


Matriz  modal  (con  los  modos  como  columnas;  Jos  modos  no  se  baccn  m-ortogonales); 


[ev]  = 


1.0000 

1.8019 

2.2470 


1.0000 

0.4450 

-0.8020 


1.0000 

-1.2468 

0.5544 
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Frecueocias  naturales  = ùjj  = 0,89008,  ^ = 1.4942,  m3  — 3,6050 
ReJaciones  de  amortìgnamiento  modai  = £ = 0,01,  # = 1, 2,  3 
Vector  de  fueizas  aplicadas  a las  diferentes  masas: 


Fq 

*a} 


> cos  òjf; 


F0  — 2.0t  ù>  — 3.5 


Condiriones  iniriales:  x(0)  = 0,  J(0)  = 0 

Soluciòii:  Se  desanolla  el  programa  Programfl  -mpara  qne  acepte  Jos  siguientes  cbtos  de  entmda: 
n = grados  de  libertad  del  sistema 

nvec  = cantìdad  de  modos  que  $e  utilizaitìn  en  el  anfilisis  modal 
xm  = matriz  de  masa  de  tamafio  n X n 
ev  = matriz  modal  de  tamafio  n X nvec 

z = vector  de  tamafio  nvec  = vector  de  relariones  de  amortìguamiento  modal 

om  = vector  de  tamafio  nvec  = veetor  de  fiecuenrias  natuiales 

/=  vectordefueizasaplicadasamasas,  de  tamafio  n 

jc0  = desplazamientos  iniriales  de  masas,  vector  de  tamafio  n 

xd0  = veloridades  iniriales  de  masas,  vector  de  tamafio  n 

nstep  = cantìdad  de  estaciones  de  tiempo  o puntos  de  integraridn  #t,  fe-  — Wp 

delt  = intervaJo  entre  estariones  de  tiempo  consecutivas 

t = matriz  de  tamaiSo  nstep  que  contiene  tiempos  tmtcp 
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0 progmma  arroja  los  siguientes  resultados: 

x = matriz  de  tamaiio  n X nstep  = despJazflmietitos  de  las  masas  , m^en  varias  estacioaes  de 

tiempo  fj}  (j}  . . . , /jìstcp 


» pxogr  ukfi 

Saspu«iit:m  da  un  slstuu  obtanida  n&dìanta  anftlisis  nodnl 


Ooordsnsda  1 
1.2142G&-GG2 
2.47032&-0G1 
fi . 9 1412  O-0G2 
-3.4  0fi30a-001 


coordanada  3 
1.991Sfi«-G02 
4 . 17SE2&-DG 1 
2.1GG99&-001 
-4.9  64744-001 


4.624310-002 

2.6fi02fia-001 

-6.79439O-003 

-3.70023*-001 


1. £72734-002 
4.609764-001 
6.613614-002 
-S.6S9S74-001 


9. £76294-002 
2.632144-001 
-1.G7S624-001 
-3.6  974S4-00 1 


1.336114-001 
4.132124-001 
-5.994754-002 
-5.  fi  5566  4-001 


1.574654-001 

4.644164-001 

-9.290914-002 

-5.664904-001 


1.521S 14-001 
2.303394-001 
-2.029264-001 
-3 . 4172  £4-0  01 


2.1474  24-0  01 
3.643264-001 
-2.062424-001 
-£. 663614-001 


2. £17944-001 
4.233564-001 
-2.509234-001 
-5.6717 34-001 


2.057324-001 

1.707274-001 

-2.632374-001 

-2.912314-001 


2.949964-001 

3.166434-001 

-3.461094-001 

-5.476714-001 


3.434914-001 
3.367094-001 
-3.903554-001 
-5.0  63464-001 


coordanada  2 
1.679654-002 
3.61644a-001 
2.145654-001 
-4.610714-001 


6.401354-002 

4.040954-001 

6.530514-002 

5.430614-001 


Resumen  del  capftulo 

El  aaàlisis  de  sistemas  de  varios  giados  de  libertad  requiere  mauipuladones  algebmicas  tediosas.  Para  sim- 
plificar  las  manipuladoues  se  puede  utilizar  la  iepreseutaddu  matridaJ.  Derivamos  las  ecuadoues  de  movi- 
ntiento  por  medio  db  tres  mbtodos  diferentes:  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton,  los  coefidentes  de 
infiuenda  y las  ecnaciones  de  Lagiange.  Presentamos  el  ctifculo  de  las  ftecnencias  naturales  con  la  soludtìn 
del  problema  de  valor  dgen.  Utilizamos  el  procedimiento  de  anàlisis  modal  para  la  vibracitìn  libre  y forzada  de 
sistemas  no  amortiguados  y sistemas  propoidonalmente  amortiguados.  Por  ultimo,  preseatamos  la  soludtìu 
de  vibiadtìn  tibie  y foizada  de  pioblemas  de  varios  grados  de  tibertad  utitizando  MATLAB. 

Aboia  que  ya  tenuiiiò  este  capftulo,  usted  deberà  ser  capaz  de  iespouder  las  preguntas  de  iepaso  y resolver  los 
pobJemas  que  $e  piesentan  a contmuadtìn. 
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preguntas  de  repaso 

6*1  Responda  brevemente  lo  siguiente: 

1*  Defina  los  coeficientes  de  influencia  de  flexibilidad  y rigidez,  ^Cuàl  es  la  ielacidn  entie  ellos? 

2*  Escriba  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  en  forma  matri- 
dal  utilizando 

a-  la  matriz  de  flexibilidad  y 
b.  la  matriz  de  rigidez 

3*  Espiese  las  eneigias  potencial  y cindtìca  de  un  sistema  de  n grados  de  libertad,  mediante  notacidn 
matricial. 

4*  iQug  es  una  matriz  de  masa  generalizada? 

5*  ^Por  qud  la  matriz  de  masa  [m]  es  siempre  definida  positiva? 

6 ^La  matriz  de  rigidez  [&]  es  siempie  positìva  definida?  ^Por  qud? 

7*  ;,Cuàl  es  la  diferencia  entre  coordenadas  generalizadas  y coordenadas  cartesianas? 

8-  Establezca  las  ecuaciones  de  Lagmnge. 

9*  iQuè  es  un  problema  de  valor  eigen? 

10*  iQuè  es  una  forma  de  modo?  iComo  se  calcula? 

11*  ^CuSntas  frecuendas  naturales  distintas  pueden  existir  pam  un  sistema  de  n gmdos  de  libertad? 
12*  iQuè  es  una  matriz  dinSmica?  ^CuàJ  es  su  uso? 

13-  iCdmo  se  deriva  la  ecuacitìn  de  ftecuencia  pcua  un  sistema  de  varios  giados  de  libertad? 

14*  iQuè  siguifica  ortogonalidad  de  modos  normales?  iQuè  son  los  vectores  modales  ortonormales? 
15*  iQuè  es  una  base  en  un  espacio  de  n dimensiones? 

1&  iQuè  es  el  teorema  de  expansiòn?  ^Cuàl  es  su  importancia? 

17*  ExpJique  eJ  piocedimiento  de  anSlisis  modal. 

18,  iQuè  es  un modo  de  cuerpo  rigido?  ^Ctìmo  se  determina? 

19,  iQuè  esunsistemadegeneiado? 

20*  iCtìmo  podemos  hallar  la  respuesta  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  utilizando  solamen- 
fe  los  primeros  modos? 
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21*  Defina  la  ftindtìn  de  disipadtìn  de  Rayleigh. 

22,  Defina  eSto$ tènninos:  amortiguamiento pìtyporcional,  relacidn  de amortiguamiento  modaUfactor 
de  pankipacidn  modaL 

23.  ^Cutìndo  obtenemos  valores  eigen  eomplejos? 

24-  ^Ctìmo  se  u$a  el  criterio  de  Routh-Hurwitz? 

62  Iudique  si  cada  uno  de  los  siguientes  enunciados  es  verdadero  o falso: 

1.  Rna  un  sistema  de  varios  grados  de  libertadi  se  puede  escribir  una  ecuadtìn  de  movimieuto  por 
cada  grado  de  libertad. 

2»  I a ecuacitìn  de  Lagrange  no  se  puede  utilizar  pam  derivar  las  ecuadones  de  movimiento  de  un 
ristema  de  varios  giados  de  libertad. 

3*  Las  matrices  de  masa,  rigidez  y amortiguamiento  de  un  sistema  de  varios  giados  de  libertad  siem- 
pre  son  simetricas. 

4-  El  producto  de  las  matrices  de  rigidez  y fiexibilidad  de  un  sistema  siempre  es  una  matriz  de  iden- 
tidad. 

5*  El antìlisis modal de un  sistema de n grados de libertad se puede iealizar por medio  de rmodos con 

r<n. 

6-  Rua  un  sistetna  amortiguado  de  varios  giados  de  libertad,  todos  los  valores  eigen  pueden  ser  com- 
plejos. 

7*  la  relacitìn  de  amortiguamiento  modal  indica  amortiguamiento  en  un  modo  normal  particular. 

8-  Un  sistema  de  varios  giados  de  Ubertad  puede  tener  seis  de  las  ftecuencias  naturales  iguales  a cero. 

9*  Las  coordenadas  genemiizadas  siempie  tendrfn  la  longitud  unitaria. 

10.  Eas  coordenadas  genemUzadas  son  independientes  de  las  condiciones  de  iestriccitìn  del  sistema. 

II*  ta  matriz  de  masa  generaUzada  de  un  sistema  de  varios  gmdos  de  Ubertad  siempre  es  diagonal. 

12*  Las  energias  potencial  y cinetica  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  siempre  son  cantìdades 
cuaditìtìcas. 

13.  La matriz de masa de un sistema siempie es simtìtricay definida positìva. 

14.  La  matriz  de  rigidez  de  un  sistema  siempie  es  simtìtrica  y definida  positiva. 

13.  E1  modo  de  cuerpo  rigido  tambitìn  se  Uama  modo  cero. 

16.  Un  sistema  no  iestringido  tambien  se  conoce  como  sistema  semidefinido. 

17*  La  segunda  ley  del  mo vimiento  de  Newton  siempre  se  puede  utiUzar  para  derivar  las  ecuaciones  de 
movimiento  de  un  sistema  vibratorio. 

63  Escriba  en  cada  uno  de  los  siguientes  espados  en  blanco  la  palabm  conecta. 

1.  La  constante  de  iesorie  indica  la necesaria  para  producir  un  aJargamiento  unitario. 

2.  E1  coeficiente  de  influencia  de  flexibilidad  indica  la  deflexitìn  en  el  punto debido  a 

una  carga  unitaria  aplicada  en  el  punto . 

3.  La  fuerza  en  el  punto  i producida  por  un  desplazamiento  unitario  en  el  punto  cuando  todos  los 

puntos  ademàs  del  punto  j estàn  fijos,  se  conoce  como  coefìciente  de  influencia  de . 

4*  las  formas  de  modo  de  un  sistema  de  varios  giados  de  Ubertad  son . 

5.  las  ecnaciones  de  movimiento  de  un  sistema  de  varios  grados  de  Ubeitad  se  pueden  expresar  en 
funcitìn  de  los  coeficientes  de . 

6*  las  ecuaciones  de  Lagrange  se  espresan  en  ftmcitìn  de  cooidenadas . 

7*  E1  valor  de  la  deltade  Kronecter  (5^)e$  1 para  todas  las  i =jy paia  todas  las  i 

8*  La  matriz  de  rigidez  de  nn  sistema  semidefinido  es . 

9*  Un  sistema  de  varios  grados  de  Uberiad  puede  tener  a lo  sumo de  cuerpo  rigido. 


Preguntas  de  repaso  579 


10,  Qiando  el  vecfor  de  so ludon  se  indica  como  um  combimddn  li neal  de  los  modos  normales  como 

n 

3(0  = 2 las  coordenadas  geneializada&  q£t)  t&fnbièn  $e  cotiooen  como  coeficientes 

*=i 

de  participacitìD  de . 

11*  Gjalquier  coDjuDto  de  n vectores  liDealmeDte  iDdeperidieDtes  eD  dd  espado  de  n dimeDsiODes  $e 
Hama , 

La  iepieseDtaddD  de  dd  vector  de  n dimensiones  arbitrario  como  Dna  combmacitìD  lineaJ  de  n 

\ectores  liDealmeDte  iDdepeDdieDtes  $e  codocc  como  teorema  de . 

13«  E1  aniilbis està  basado  en  el  teorema  de  expflDSidD. 

14  E1  anblisis  modaL  bàsicameute las  eCDadones  de  movimieuto. 

15«  Los  valoies  eigeu  de  uu  sistema  de  varios  giados  de  libertad  formau  uu eu  el  espado 

de  n dimensiones. 

16-  la  aplicaddn  de  las  ecuadones  de  Lagrange  requiere  la  disponibilidad  de expiesiones. 

17*  La  ecuaddn  en  fqrma  de  determiuaDte  | [k]  - u?[m]  | = 0,  $e  conoce  como  ecuaddn . 

18*  La  simetria  de  las  matrices  de  rigidez  y flexibilidad  se  debe  al  teoiema  de  redpaoddad . 

19*  El  teoiema  de  iedproddad  de  MaxweU  establece  que  los  coeficientes  de  influenda  $ou . 

20*  la  matriz  de  rigidez  e$  positiva  definida  sdlo  si  el  sistema  es . 

21*  Dmtmte  la  vibraddn  libre  de  un  sistetna  no  amortiguado,  todas  las  cooidenadas  tenddn  movi- 
miento . 

22*  En  amortiguamiento  propordonal,  se  supone  que  la  matriz  de  amortiguamiento  es  una  combina- 
dtìn  lineal  de  las  matricesde y . 


6 A Selecdone  la  respuesta  mds  apropiada  de  entre  las  opdones  dadas: 

1*  La  cantìdad  de  fiecuencias  natumles  distìntas  para  un  sistema  de  n gmdos  de  libertad  puede  ser 

a.  1 b.oo  c *n 

2*  La matriz  dinàmica  [D]  estfldadapor 

*>[k]-'[m]  b-  [m]-'[*]  c*[k][m] 

3*  La  ortogonalidad  de  Los  modos  implica 

(j)  = 0 unicameDte 

b.  [ijjfO')  — 0 unicamente 

c.  X(i)7[/»]X(jL)  = 0 y X(i)T[£]3t(j)  = 0 


4,  La  matriz  modal,  [X\,  està  dada  por 


a,  [ x ] = 


b.  [x] 


x^T 

C,  [X]  = [*]->[«] 


x(1)  x(2) 


x(1)T 

x(2)T 


y(«) 


S*  la  funddn  de  disipaddn  de  Ray  Idgh  se  utiliza  para  geneiar  una 
a*  matriz  de  rigidez 
b-  matriz  de  amortìguamiento 

c.  matriz  de  masa 
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6*  La  ecuacitìn  caracteristìca  de  un  sistema  de  n gradcs  de  libcrtad  es 

a>  nna  ecnacidn  trascendcntal 

b,  uu  polinomio  dc  giado  n 

c*  uua  ecuacidn  difercucial  de  orden  n 

7*  la  frecuencia  natuial  fundamental  de  un  sistema  e$ 

fl.  el  vaior  maximo  b,  el  valòr  mm i mo  c*  cualquier  valor 

& E1  amortìguamiento  negatìvo  conduce  a 

a-inestabilidad 
b*  convergencia  ràpida 
c*  oscilaciones 

9,  El  criterio  de  Routh-Hurwitz  $e  puede  utìJizai  para  investigar 

a.  la  con  vergencia  de  un  $i$tema 
b*  la$  oscilaciones  de  un  $i$tema 
c*  la  estabilidad  de  un  sistema 

10,  La$  matrices  de  rigidez  y flexib  ilidad  e$tàn  rdacionadas  como 

a,  [jt]  = [a]  b*  [k]  = [a]-'  c*  [k]  = [a]T 

11*  Un  $i$tema  para  el  cual  [k]  e$  positìva  y [m]  e$  positìva  definida  se  llama 

a*  sistema  semidefmido 

b,  sistema  positì  vo  definido 

c, $istemaindefinido 

12»  [m]-oitogonalidad  de  vectoies  modales  implica 

a.  5MrÈ»]F>  = 0 

b,  = o 
C.  [X]T[m][X]  = [«fj 

13.  Se  puede  utilizai  el  analisis  modai  de  manera  conveniente  para  detenninar  la  respuesta  de  un  sis* 
fema  de  varios  giados  de  libertad 

a.  sometido  a condiciones  forzadas  aibitrarias 

b.  sometido  a condicion  de  vibracidn  libre 

c.  implicando  varios  modos 

6J  Coneladone  los  elementos  de  las  dos  colnmnas  siguientes: 


t \xT{m]X 

fl*  igual  a ccro  producc  Jos  vaJores  caracteristìcos 

L X~XT[m]X 

b-  igual  a [iJf]  cuando  los  modos  $ou  normalizados 

3,  5MT[»,]x0‘) 

c;  encrgia  cinètìca  del  sistcma 

4 X<f5T[m]^(0 

<L  igual  a cero  cuando  los  modos  $on  ortogonalcs 

5.  [X]T[k][X] 

e,  igual  a la  matriz  dinàmica  [D] 

tì.  [m]ir  + [£]* 

t energia  de  defoimacidn  dd  sistema 

7,  |[i]  - a?[m]  | 

g.  iguaJ  al  voctor  cfe  fuciza  aplicada  F 

& [ k]-l[m ] 

b+  sigual  a uno  cuando  los  modos  son  ortogonalcs 

Probtemas  5S1 


Problemas  

seccion  6.3  usode  ta  segunda  ley  de  Newton  para  dertvar  ecuaciones  de  movimlento 

&1-6J  Derive  las  ecnaciones  de  mo vimicnto  por  modio  de  1a  segvmda  ley  del  mo vimiento  de  Newton,  para 
tada  uno  de  los  sistemas  que  se  muestran  en  las  figuras  6. 1 8 a 6.22. 


Figui-a  6.20 


Figura  6.2 1 
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Omtidad  de  dientes  en  el  engrane  Gj  = nL  (i=  l a 6) 

Momento  de  inerda  de  masa  del  engrane  Gf  = ì-f  (ì  = i a 6)  Flgura  6.22 


6.6  Un  automovil  se  modela  como  muestra  en  la  fignra  6t23.  Derive  las  ecnaciones  de  movimiento  por 
medio  de  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton. 


Figura  6.23 


6*7  Las  ecuaciones  de  movimiento  derivadas  utilizando  lo$  desplazamientos  de  la$  ma$a$  xuxiy  *3  como 
grados  de  libertad  en  la  figura  6.12  (ejemplo  6.10)  conducen  a matrices  de  ma$a  y rigidez  simdtricas 
Oì  la  ecnacidn  (E.3)  del  ejemplo  6. 10.  Exprese  la$  ecuadones  de  movimiento,  (E.3)  del  ejemplo  6,10, 
utilizando  *],  *2-*i  y x3 -x^  como  grados  de  libeitad  en  la  fortna; 

[m]y  + [t]jj  = 0 

donde 

- /"ì 

y = {yi  > 

Demuestre  que  la$  matrices  de  ma$a  y rigidez  resultantes  [m]  y [£]  son  no  $imdtrica$. 

6.8  Un  anàlisis  de  vibraciòn  simplificado  de  un  aviòn  considera  lo$  movimientos  de  iebote  y cabeceo  (figu- 

ia  6.24(a)).  Paia  e$to  $e  utìliza  un  modelo  compuesto  de  una  bana  rigida  (correspondiente  al  fuselaje  del 
aviòn)  soportada  poi  do$  resortes  (conespondientes  a Ja$  rigidices  de  lo$  trenes  de  atemzaje  principal  y 
delantero)  como  $e  rnuestm  en  la  figura  6h24(b).  E1  anòlisis  sc  puede  iealizai  ntilizando  tres  sistemas  de 
cooidenadas  diferentes  como  $e  muestra  en  la  figura  6.24<cHe)f  Derive  la$  ecuaciones  de  movimiento 
en  lo$  tres  sistemas  de  coordenadas  e identifique  el  tìpo  de  acoplamiento  asociado  con  cada  sistema  de 
cooidenadas. 
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63  Ccmsidere  el  sisteitia  de  do$  giados  de  libeiiad  que  $e  maestia  en  la  figrna  6.25  con  m\  = w2  = 1 y 
fci  = kq  = 4,  Las  masas  y ro2  se  mueven  sobie  una  superficie  inegular  pam  la  cual  las  constaotes  de 
amo rtigu amiento  viscoso  se  puedtfi  supotier  como  C\  = = 2. 

sl  Eferive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema. 

Encuentre  las  ftecueiicias  y las  formas  de  modo  del  sistema oo  amortìguado. 
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Figura  6*25 


6*10  P&ra  un  analisis  simplificado  de  Ja  vibracion  de  un  aviòn  en  la  direccitìn  vertical,  $e  puede  utiJizar  un 
modeJo  de  tres  giados  de  libeitad,  como  $e  mue$tra  en  la  figuratì.26.  La$  tre$  ma$a$ rndican  la$ ma$a$ 

de  la$  dos  ala$  (m\  = = m)  y el  fu$elaje  (m7  = 5m).  La$  rigidece$  k\  = k2  = k cone$ponden  a la$ 

3 EI 

dos  ala$5  la$  cnale$  $e  pueden  modelar  como  viga$  en  voladizo  de  modo  que  k\  = = k = 

a»  Derive  la$  ecuacione$  de  movimiento  del  avitìn  uti  lizando  el  modelo  de  tre$  giados  de  libertad. 
b,  Utilizando  la$  ecnacione$  de  movimiento  derivadas  en  el  inci$o  (a%  encuentie  la$  fìecuencia$  y 
modos  naturales  del  avitìn.  Inteiprete  lo$  re$ultado$. 


Flgura  6*26 


tìj.1  En  la  figum  627  $e  mue$tra  un  modelo  $implifìeado  del  tren  de  aterrizaje  principal  de  un  pequeilo 
avitìn,  con  m\  = 100  tg,  nu  = 5000  tg,  k\  = 104  N/m  y k^ = 10*  N/m. 

a*  Encuentre  la$  ecuacione$  de  movimiento  del  sistema. 
ìu  Encuentre  la$  fiecuencias  y forrnas  de  modo  del  sistema. 
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Figura&27 

secciòn  6.4  coeflcientes  de  influencia 


&12-6*17  Dfcrive  la  matriz de  rigidez de  cada  uno  de  los  sistemas  que se  muestmii en  las  figuras  6. 18  a 6.23 
utilizando  las  coordenadas  mdicadas. 

&18  Eferive  la  matriz  d e fleiibilidad  del  sistema qne  se  mnestm en  la  figum  5.39. 

6.19  Iferive  la  matriz  de  rigidez  del  sistema  que  se muestm  en  la  figum 5.39. 
tìu20  Deri ve  la  matriz  de  flexibilidad  del  sistema que  se  muestm en  la  figum  5.42. 
tìu21  Derive  la  matriz  de  rigidez  del  sistmm  que  se muestm  en  la  figum 5.42. 

632  Derive  la  matriz  de  masa  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  5.42 

6J3  Encuentre  los  coeficientes  de  influencia  de  fleiibilidad  y rigidez  del  sistetna  tomional  que  se 
muestm  en  la  figum  628.  Tambtài  escriba  las  ecuaciones  de movimiento  del  sistema. 


624  Bicuentre  los  coeficientes  de  influencia  de  flexibilidad  y rigidez  del  sistema  que  se  muestm  en  La 
figum 6.29.  Tambien  derive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema. 
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6.25  El  ala  de  un  aviyn,  figura  630(a),  se  modda  como  un  sistema  de  masa  ooncentrada  de  tres  gmdos  de 
libertad  como  se  muestra  en  la  tigura  6.30Cb).  Derive  la  matriz  de  flexibilidad  y las  ecuadones  de  mo- 
vimiento  del  ala  suponiendo  que  todas  las  A;  = A,  (£/);  = El,  /;  = / y que  la  raiz  està  fija. 


Figurafi.30 


6u26  Determine  1 a matriz  de  flexibilidad  de  la barra  un iforme  que se muestra en  la  figura 6.3 1 , Iguore  la masa 
de  la  viga  compamda  con  las  masas  concentradas  colocadas  sobre  la  viga  y suponga  que  todas  las  /;  = /. 


Flgura  6,31  Figura  6.32 

6~27  Derive  las matrices  de  flexibilidad  y rigidez  del  sistema  de  resorte*masa que se  mnestra  en  la fìgura  6,32 
suponiendo  que  todas  las  superficies  que  estan  en  contacto  estdn  libres  de  friccidn. 

6.26  Derive  las  ecuaciones  de  movimiento  de  la  cuerda  estirada  que  lleva  tres  masas,  como  se  muestra  en  la 
Sgura6,33,  Supongaque  los  extremos  de  la  cuerda  estdn  fijos. 

tìv29  Cfcrive  las  ecuaciones  de  movimiento  del  sistema que  se  muestra en  la  figura 6.34. 


15.4  Aplicaciòn  del  mètooo  de  LA  RIGIDE2  al  anAlisis  de  vigas 


4Ei  _ 
L 

2EI  _ 
L 

4(29)(10s)(510) 

■' 802) '-^250 

2(29)(10>)(510) 

8(12)  - j0S  123 

5 

2 

6 

1 

200.602 

9628.91 

-200.602 

9628.91 

9628.91 

616  250 

-9628.91 

308  125 

-200.602 

-9628.91 

200.602 

-9628.91 

9628.91 

308  125 

-9628.91 

616  250 

Desplazamiantos  y cargas.  Se  requiere 

Q = KD 


1 


" 144" 

616250 

1008 

308  125 

0 

Q 4 

0 

e5 

9628.91 

_e«  _ 

-9628,91 

2 

3 

308 125 

0 

821667 

102  708 

102  708 

205  417 

1069.9 

1069.9 

8559.01 

-1069.9 

-9628,91 

0 

4 5 

0 9628,91 

1069.9  8559.01 

1069.9  -1069.9 

7.430  -7.430 

-7.430  208.03 

0 -200.602 


6 


-962831" 

2>i 

-962831 

i>2 

0 

ò 

0 

0 

-200.602 

0 

200,602 

0 

Resolviendo  de  la  manera  usual, 

144  = 616  250i>i  + 308  I25i>2 
1008  = 308  125i>i  + 821  667i>2 
i>i  = -0.4673(l(r3)pulg 
Dz  = 1.40203{10"3)  pulg 

R>r  lo  tanto, 

Q3  = 0 + 102  708(  1.40203)  (10"3)  = 144k-pulg  = 12k-pie 

El  momento  real  en  A debe  induir  la  rzacciòn  fijamente  apoyada  de 
+96  k ■ pie  que  se  muestra  en  la  figura  15-llc,  junto  con  el  resultado 
calculado  para  g3.Por  tanto, 

Mjm  = 12  k ■ pie  + 96  k ■ pie  = 108  k ■ pie^  Resp. 

Este  resultado  se  compara  con  el  determinado  en  el  ejemplo  11-2. 

Aunque  no  es  necesario  aqul,  puede  determinarse  el  momento  in- 
temo  y la  fuerza  corte  intema  en  B al  considerar,  por  ejemplo,  el 
miembro  1 y el  nodo  2,figura  15-llè.El  resultado  requiere  expandir 

qi  = ktd  + (qo)i 


4 3 5 2 


9* 

93 

" 7,430  1069,9  -7,430  1069.9  " 

1069,9  205  417  -1069.9  102  706 

0 

0 

(io-3)  + 

24" 

1152 

95 

-7,430  — 1069,9  7.430  -1069,9 

0 

24 

-9  2- 

_ 10695  102  706  -1069.9  205  417. 

_1,40203_ 

_-l!52_ 
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6*42  D&rive  las  ecuaciones  de  movindento  del  pèndulo  triple  que  se  mnestia  en  la  figma  6.10  utilizan- 
do  las  ecuaciones  de  Lagmnge, 

6*43  Qiando  un  avitìn  (vea  la  fignrn  6.37{a))  experimenta  vibiaciones  simtìtrieas,  el  fuselaje  se  puede 
idealizar  como  una  masa  central  concentmda  M0  y las  alas  se  pueden  modelar  como  barras  rfgidas 
con  masas  M en  $u$  extiemos,  como  se  muestm  en  la  figura  6.37{b).  La  flexibilidad  entre  las  alas 
y el  fuselaje se  puede  iepaesentar  por  medio  de dos  iesortes  toisionales  de  rigidez  kt cada  uno.  (a) 
tferive las ecuaciones de movimiento  del avitìn,  utilizando  las ecuaciones de Lagmnge con xyO 
como  coordenadas  generalizadas.  (b)  Encuentre  las  ftecuencias  y modos  naturales  del  avitìn.  (c) 
Bicuentie  la  constante  de  iesorte  tor$ional  paia  que  tenga  la  fiecuencia  natural  de  vibracitìn,  en 
mpdo  toisional,  mayor  que  2 Hz  cuando  M0  = 1 000  kg,  M = 500  kg  y / = 6 m. 


(A> 


&44-6.41  Use  las  ecuaciones  de  Lagrange  paia  deiivar  las  ecuaciones  de  movimiento  de  cada  vmo  de  los 
sistemas que  se  muestnm  en  las  figuras  6. 1 8 a 6.22. 
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secciòn  6.9  Probiema  de  vaior  eigen 

649  Rjrmule  el problema de  valor eigen  del ejemplo  6k  1 1 en  funcidn  de la$ coordenada$ q^  = X\tq2  = x2- Jfj 
yqi  =jt3- y solucione  el  problema  resnltante.  Compare  lo$  resultados  obtenidos  con  los  del  ejemplo 
6 1 1 y saqne  conclusiones. 

6*50  Derive  la  ecuacitìn  de  iiecuencia  del  $i$tema  que  se  mue$tm  en  la  figura  6.29. 

secciòn  6.10  sofuciòn  dei  pnobiema  de  vafor  eigen 

651  Encuentre  la$  ftecuencias  y formas  de  modo  del  $i$tema  que  se  muestra  en  la  figura  6.6(a)  cuando 
k\  = k,  k^  = 2k,  k%  = 3£,  wtj  = m,  m^  = 2 m,  y m3  = 3m.  Trace  las  formas  demodo. 

652  Fbrmule  la  ecuacitìn  matricial  y determine  los  tres  modos  prìncipales  de  vibracitìn  pam  el  sistema  que 

se  muestm  en  la  figura  6.6(a)  con  k\  = 3A,  fcj  = £3  = fc  wh  = 3m  y = m.  Verifique  la  ortogo- 

nalidad  de  los  modos  determinados. 

653  Encuentre  las  frecuencias  natuiales  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figma  6.10  con  t\  = 20  cm3  /2  = 
30  cm5  /j  = 40  cm5  mj  = 1 kg5  = 2 kg  y m3  = 3 kg. 


654*  (a)  Encuentre  las  frecuencias  natuiales  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figuia  6.3 1 con  m 1 = m2  = m3 
= m y /]  = /2  = /3  = /4  = £4.  (b)  Encuentre  las  frecuencias  naturalesde  la  viga  cuando  m = 10  kg5  / = 
05  m5  la  seccitìn  tmsveisal  e$  una  seccitìn  circular  stìlidacon  ditìmetro  de2.5  cmy  el  material  es  acero. 
(c)  Considere  utilizar  una  seccitìn  tmnsvemal  iectangular  hueca,  rectangular  stìlida,  0 chcular  hueca 
pam  la  viga,  pam  lograr  las  mismas  frecuencias  natuiales  que  en  (b).  Identifìque  la  seccitìn  tiansversal 
coirespoudiente  al  peso  mihimo  de  la  viga. 


655  la  ecuacitìn  de  frecuencia  de  un  sistema  de  tres  gmdos  de  libertad  estì  dada  por 


A - 5 


- 3 

- 1 


- 3 
A - 6 

- 2 


= 0 


A -6 


Encuentre  la$  mfces  de  e$ta  ecuacitìn. 


656  Deteimine  lo$  valoies  eigen  y vectores  eigen  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  6,29,  con  k\  = k2 
= k^  = k4  = k y m\  = m2  = m3  = m. 

657  Ehcuentre  las  frecuencias  y foimas  de  modo  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  6.29  pam  k\  = k7 
= k3  = A4  = K mj  = 2m,  m2  = 3m  y m3  = 2m. 

658  Ehcuentre  las  frecuendas  natumles  y modos  principales  del  ptìndulo  triple  que  se  mue$tm  en  La  figum 
610,  suponiendo  que  t\  = /2  = /3  = / y m | = m2  = m3  =m. 

659  Eacuentre  las  ftecuencias  y modos  natumles  del  sistema considemdo  en  el  problema  6.27  con  mj  = m, 
m2  = 2 m,  m^  = m,  k\  = k^  = ky  £3  = 2fc. 

660  Demuestre  que  las  frecuendas  natumles  del  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  6.6(a)  con  kv  = 3 fc5 
k^  = k%  = k,  mj  = 4m,  m2  = 2m  y m3  = m,  son  a>\  = 0.46  y/kfm , oj2  = X/kfmf  y = 1.34VX7m, 
Encuentre  los  vectoies  eigen  del  sistema. 


* E1  astcrisco  indica  im  problema  sin  respucsm  tìnica. 
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&61  Eneuentre  las  fiecuencias  naturales  del  sistema  considerado  en  eJ  problema  6k28  con  mx  = 2 m,  = mf 

= 3m  y /]  = /2  = /3  = = /. 


6,62  Encuentre  las  ftecnencias  naturales  y modos  principales  del  sistema  torsionaJ  que  se  muestrn  en  la  figu- 
m 6,28  paia  {OI)^  = GJ,  r = 1»  2,  3,  4j  Jj j = = J^  = J0y  /j  = = /3  “ /4  = /. 

&63  La  matriz  de  masa  [w]  y la  matriz  de  rigidez  [A;]  de  una  barra  uniforme  son 


"l 

0 

o' 

, 2AE 

ì 

-1 

o" 

0 

2 

0 

y [*]  = t 

-ì 

2 

-1 

_0 

0 

1_ 

o 

-1 

1_ 

donde  p es  la  densidad,  À es  el  àtea  de  seccidn  tmnsveisal,  E es  el  mddulo  de  Young  y /es  1a  longitud 
de  Ja  bana.  Encuentie  las  fiecuencias  natuiales  del  sistema  al  buscar  las  iafces  de  la  ecuacitìn  caiacte- 
ristica.  Incluso  encuentre  los  modos  principales. 


664  La  matriz  de  masa  de  un  sistema  vibrador 


E*3 


1 o 0 
020 
0 0 1 


y los  vectores  eigen  por 


Encuentre  la  matriz  modal  [jn]-ortonomial  del  sistema, 


6.65  Pam  d sistema  qoe  se  muestra  en  la  figura  6.38,  (a)  determme  el  polmomio  caracter£$tico  A (w2 ) = 
det  | [A]  - 6p[m]|;  (b)  trace  A (a?)  desde  nP  = 0 hasta  m2  = 4.0  (aplicando  incrementos  AùP  = 0.2),  y 
(c)  encuentre  tu?,  y W3. 


xi(t) 


Mt) 


Figura  638 
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6*66  (a)  Se  sabe  que  dos  de  lo$  vectores  eigen  de  un  $i$tema  vibmtorio  deben  $er 


'0.2754946' 

' 06916979] 

0.3994672 
0.4490562  J 

■ y < 

0.2974301 
[- 0.3389320  J 

Cbmpruebe  que  d$to$  son  oitogonales  con  re$pecto  a la  matriz  de  masa 


e«3 


0 o 
2 0 
0 3 


Encwentre  el  vector  eigen  [m]-ortogonal  restante.  (b)  Si  la  matriz  de  rigidez  del  sistema  eSt£  dada  por 


6-4  0 

-4  10  0 

0 0 6. 

determine  todas  las  frecuendas  naturales  del  sistema,  utilizando  lqs  vectores  eigen  del  inciso  (a). 


6.67  Encueatre  la$  freCuendas  naturales  dd  sistema  que  Se  muestra  en  la  fignra  16. 1 8 para  m-,  = m,  i = 1 , 2, 3. 

668  Encuentre  lasfrecuencias  naturalesdel  sistemaqnese  muestraen  lafiguratì,19  conm  = 1 tg,  / = 1 m, 
jfc  = 1 000  N/m  y c = 100  N-s/m. 


6.69  Cbnsidere  el  problema  de  valor  eigen 

;[Jt]  - = 0 

donde 


[t]  = k 


2 

-1 

o" 

"l 

0 

0" 

-1 

2 

-1 

y [m]  = m 

0 

1 

0 

_ 0 

-1 

1_ 

_0 

0 

1_ 

6.70 


Encuentre  las  frecuencias  naturales  buscando  las  rafces  de  la  ecuacidn  caracteristica 

|[m]-1[Jfc]  - m2[/]|  = 0 
Cbmpare  sus  resultados  cou  los  obtenidos  en  el  ejemplo  6.11. 

Eacncntrc  lo$  vaJorc$  eigen  y lo$  vectores  eigen  de  la  siguiente  matriz; 


[A]  = 


-1 

4 


Stgerencia:  El  problema  de  valor  eigen  asodado  con  la  matriz  [A]  se  define  como 

[[A]  - A [/]]*  = 0 

donde  A es  el  valor  eigen  y x es  el  vector  eigen. 
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6.71  Cbnsidere  el  problema  de  valar  eigen 

[ [jfe]  — w2[/n]]  X = 0 

donde 


[*3  = 


2 0" 
_°  l_ 


[*3 


Encuentre  Ja$  freeuencias  y las  formas  de  modo  del  sistema; 
a iesolviendo  la  ecuaeidn 

[[m]-'[k]  - <J[I]]X  = 0 
bu  ie$ùlvietìdo  laecuacitìn 

+ [/]]3c  = 0 

Compare  tos  do$  conjimtos  do  resultados  y explique  $u$  obsomciooes. 


tìk72  Considero  el  probloma  de  valor  eigen 


CU) 


a. 


b* 


Eocuentre  las  frecuencias  natumles  y la$  formas  de  modo  del  sistema. 

Cambie  la$  coordoiadas  en  la  ecuacitìn  (E.  1)  como  Xx  = K,  y X2  = 3F2  y exprese  el  problema  de 


valur  eigen  en  fu  nciòn  del  vector  eigen  Y = 
fcs  y las  formas  de  modo. 


, iesuèlvalo,  y encuentre  las  ftecnencias  natuia- 


c*  Cbmpaie  los  iesultados  encontiados  en  los  incisos  (a)  y (b)  y proponga  $us  obsemciones. 
6.73  Cbnsidere  el  problema  de  valor  eigen 


A [m]X  = [*]* 


(E+l) 


donde 


[m] 


1 0 
0 4 


. M 


8 -2 

-2  2 


\ = ar 


La  ecuacion  (E.  1)  Se  puede  expresar  como 


[i?]Jf  = XX 


donde 


[d] = {[^yw^y 
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$e  llama  ma&ìz  de  rigidez  normaSzada,  Determine  la  matriz  de  rigidez  normalizada  de  masa  y tìsela 
para  ^alla T los  vectores  eigen  ortonormales  del pioblema  formulado  en  la  ecuacidn  (E.  1). 

Sugerencia:  La  raiz  cmdrada  de  una  matriz  diagonal  [m]  de  orden  n,  està  dada  por 


0 


6,74  Una  matriz  definida  positìva  simdtrica,  como  la  matriz  de  masa  de  un  sistema  de  varios  giados  de 
libeitad  [m],  se  puede  expresai  como  el  producto  de  una  matriz  triangulai  inferior,  [L],  y una  matriz 
triangulai  superioi  [L]7,  como 


[m]  = [£][£]r  <E.l) 

utilizando  un  piocedimiento  conocido  como  mètodo  de  Ckoteski  [6.18].  Parn  una  matriz  de  oiden 
3 X 3,  la  ecuacidn  (E.  1)  se  escribe  como 


mn 

mll 

mi3 

Ln 

0 

0 " 

Ln 

Lli 

L31 

m12 

mr? 

= 

L^i 

0 

0 

L22 

L32 

-m13 

m33. 

-hi 

L32 

hì. 

_ 0 

0 

L33  _ 

Multiplicando  las  matrices  del  lado  derecho  de  la  ecmcidn  (E.2)  e igualando  cada  uno  de  los  elementos 
de  la  matriz  3X3  iesu1  tante  a I elemento  conespondiente  de  la  matiiz  del  lado  izquieido  de  la  ecuacidn 
(E.2),  se  puede  identìficai  la  matriz  [L].  Utiiizando  este  procedimiento,  descomponga  la  matriz 


m la  foima  [L][L]r, 


[m] 


4 2 1 
2 6 2 
1 2 8 


Secciòn  6.12  sistemas  no  restringidos 

675  Bncuentre  las  frecuencias  natuiales  y las  foimas  de  modo  del  sistema  que  se  muestra  en  la  figura  6.14 

con  mj  = m,  m^  = 2m,  m^  = 3ro  y fci  = = k . 

676  Ehcuentre  la  matriz  modal  para  el  sistema  semidefinido  que  $e  muestra  en  la  figuia  6.39  paiai|  = /2  = 

Lj  = = ^ yka  = 2 kr 


Flgura  fi-39 
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Secciòn  6.13  Vibraciòn  libre  de  sistemas  no  amortiguados 

6.77  Bncxientre  Ja  respnesta  de  vibraciòn  libre  del  sistema  de  resorte-masa  que  se  mnestra  en  la  fignra  6.29 
para/q  = k (i  = 1, 2, 3, 4),  m,  — 2 m,  m?  = 3my  m3  - 2mpara  las  condiciories  inicialeS  jrt(0)  = jfJ0y 
jr2(0}  = jra(O)  = jri(0)  = i2(0)  = x3(0)  = 0. 

6.78  Encuentre  la  respnesta  de  vibracidn  libre  del  pdndnlo  triple  qne  se  muestra  en  la  figura  6.10 
pma  /;=/(/  = 1,  2,  3)  y m;  = m (i  = 1,  2,  3)  para  las  condiciones  iniciales  di(0)  = 0j(O)  = 0, 
%(0)  = 9»M0)  = 0(/  = 1,2,3). 

6.79  Bncnentre  la  respuesta  de  vibraciòn  libre  de  la  cuerda  tensada  que  se  muestra  en  la  figuia  6.33  para 
mi  = 2m,  m2  = m,  m3  = 3m  y = / (i  = 1, 2, 3,  4).  Suponga  las  condiciones  iniciales  como  jrt(0)  = 
xm  - 0.  jfc(0)  = Xtyt  i;(0)  = 0 (/  = 1, 2,  3). 

6.80  Encuentre  la  respuesta  de vibiacidn  libre  del  sistema  de  resorte-masa  que  se  muestra en  la  figma  6.6(a) 
parai)  = k, = 2k,  A3  = 3fe,  mi  = m,  m^  = 2my  1W3  = 3m correspondiente a las  condiciones  iniciales 
xm  = iio,  *;(0)  = 0(i  = 1, 2, 3),  y jr2(0)  = jr3(0)  = 0. 

681  Encucntre  la  respuesta  de  vibracidn  libre  del  sistema  de  resorte-masa  que  se  muestia  en  la  figuia  6.32 
para mi  = m,  mj  = 2m y m^  = 3m,  kt  = k%  = ky  k^  = 2k  oorrespondiente a las condiciones iniciales 
jf3(0)  = jr30f  y JfjtO)  = jt2(0)  = jr3(0)  = jr^O)  = jr2{0)  = 0. 

6$I  En  el  sistema de cairos dc carga qnc $e muestia cd  la figura tì.  14,  el  primer cmo  adquicre una velocidad 
xq  debido  a nn  impacto.  Encnentre  la  vibiaddn  libre  resnltante  del  sistema.  Snponga  m;  = m (i  = 1 , 2 , 3) 
y*i  =*i  = *. 

dS3  Eacuentre  la  respuesta  de  vibraddn  libie  de  nn  sistema  de  ties  giados  de  libertad  legido  poi  la  ecnadtìn 

"l  0 0"j  [2-10" 

10  0 1 0 2(f)  + 100-1  2 -1  = 0 

_0  0 lj  L o -i  1. 

Suponga  las  condidones  iaidale^  comg  j^(0)  = 0.1  y ir;(0)  = 0;i  = 1,2,  3. 

A hta:  Ba  lo$  ejempLos  6.1 1 y tìb  12  se  dan  las  fiecuencias  natmales  y ftntnas  de  modo  del  sistema. 

tìJS4  Utilizando  el  anàlisis  modal,  deteimine  la  iespnesta  de  vibiadtìn  libie  de  m sistema  de  dos  giados  de 
libeitad  con  las  siguientes  ecnadones  de  movimiento 

(j  ?]jw+(-j 

con  las  condidones  inidales 


(L85  Cbnsidere  las  ecuadones  de  vibraddn  libre  de  un  sistema  no  amortiguado  de  dos  gmdos  de  Jibeitad: 

[m]7  + [*]■?  = 0 
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con 


[*] 


l 

0 


y [*3  = 


8 

-2 


a*  Encnentre  los  vectores  eigen  ortotioitimles  por  medio  de  la  matiiz  de  rigidez  de  masa  normalizadaH 
b,  Determine  las  coordenadas  principales  del  sistetna  y obtenga  las  ecnaciones  modales. 

686  ftua  el  sistema  de  dos  grados  de  liberiad  consideiado  en  el  problema  6.85,  encnentre  la  iespuesta  de 
vibracidn  libre X\(i)  y *20).  po*  niedio  de  la  ecuacitìn  modal  derivada  en  el  problema  6.85  paia  las  $i- 
gpientes  condicioues  iniciales:  jti(O)  = 2,*2(0)  = 3,ii(0)  = ir2(0)  = 0. 


687  Encuentre  la  iespuesta  de  vibiaciòn  libre  del  modelo  de  avidn  de  tres  grados  de  libeitad  consideiado  en 
el  problema  6.10  paia  los  siguientes  datos:  m = 5000  kg,  / = 5 m,  E = 7 Gpaf  / = 8 X 10-tì  m4.  Su- 
ponga  que  las  condiciones  inidales  conesponden  a las  de  una  rdfaga  de  viento,  lo  que  da  por  iesultado 
x\(0)  =0,  *2(0)  = 0.1  m,  jt3(0)  = 0,  ii(0)  = i2(0)  = i3  = 0. 

688  la  solucidn  de  vibraciòn  libre  de  un  sistema  de  dos  grados  de  libeitad  se  determina  resolviendo  la 
ecuaciòn 

[m]  x + [k]x  = 0 (Ed) 


con  x = 


utilizando  las  condiciones  iniciales 


x(,  = 0}  = = M y *(f  = 0)  = *o=  I*10}- 

L*M>j  L*20j 

Si  oj,  y ù>2  son  las fiecuencias naturales y hi  y h2  $on  las formas de modo  del  sistema obtenidas  a pardi 
db  la  ecuaciòn  caracteristica 


[[m]j2  + [k]]u  = 0 (E2 ) 

con  s = +W| , ±6*)  (iafces  caracteristicas),  la  soludòn  de  la  ecuadòn  (E.l),  jr(/),  $e  puede  haJJar  como 
ma  combinadòn  lineal  de  diferentes  soludones  como: 

x(t ):  + C2hi<?+^  + C^2e~^J  + C^e+^  (E  3) 

donde  Ct , i = 1 , 2t  3,  4,  con  constantes.  Demuestie  que  la  soludòn  se  puede  eipresar,  en  forma  equiva- 
lente,  como 


x(t)  = Ai  sen(ùJif  + <£i)hi  + A2sen(ù>2f  + ^)h2 
donde  A |,  À2,  <f>i  y 4*2  $on  constantes. 


(E+4) 


Seccion  6.14  vibracion  forzada  de  $l$tema$  no  amortiguados  mediante  anàli$l$  modal 

689  Determine las amplitudes de movimiento  de  las ties masas de  la figura 6.40 cuando  $e aplica una  fuerza 
armònica  F(t)  = F0  sen  a>t  a Ja  masa  inferior  izquierda  con  m = 1 kg,  k = 1 000  N/m,  F0  = 5 N y w = 
10  md/s  utìlizando  el  mòtodo  de  supeiposidòn  de  modo. 
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i 

m 

Fìgura  6.40 


6.90  (a)  Determine  las  frecuencias  naturales  y las  fonnas  de  modo  del  sistema  toisional  que  se  mucstran  en  Ja 
fìgum6all  pam^  = ka  = ka  = k^y  J}  = J2  = /3  = i0l(b)Siunpaidctoisitìn  M^f)  =■  M^cos^con 
= 500  N-m  y m = 100  rad/s,  actua  en  el  gencrador  (J3\  encuentre  la  amplitud  de  cada  compouente. 
Suponga  Mfj  = Ma  = 0,  kf  = 100  N-m/rad  y J0  = 1 kg-m2a 


6.91  Cbn  los  iesultados  de  los  problemas  6t24  y 6a565  determine  la  matriz  modaJ  [X]  del  sistema  que  se 
muestra  en  la  figura  6.29  y derive  las  ecuaciones  de  movimiento  desacopladas. 

632  Se  puede  obtener  una  solucitìn  aproximada  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  siguiendo  el  mè* 
todo  de  aceleracidn  de  modo.  De  acuerdo  con  este  metodo,  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema 
no  amortiguado,  por  ejemplo,  seexpresan  como 

x = [k]-\F  - [m]ì)  {E.l) 

y x se  iepresenta  con  los  primeros  rmodos  (r<  n ) como 

* = W q (E^) 

nX  1 nXr  rX  1 


Pdestoque  ([A]  - = 0.  laecuacidn  (E.l)  se  escribe  como 


(EJ) 

f=l  0>i 

Bacuentie  la  iespuesta  aproximada  del  sistema  descrito  en  el  ejemplo  6.19  (sin  amoitiguamiento),  uti- 
Hzaudo  el  mtìtodo  deacderacitìn  de  modo  con  r = 1. 


6*93  Determine  la  iespuesta  del  sistema  en  el  problema  6.5 1 a las  condiciones  inicialesx^O)  = 1 , xi(0)  = 0, 
*2(0)  = 2,  jc2(0)  = 1,  jc3(0)  = l,y  ij(0)  = -1.  Suponga kjm  = 1. 
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6.94  Demuestre  que  las  COndidoneS  inieiales  de  las  coordenadas  generaiizadas  qs{i)  Se  pueden  expresar  en 
funciòn  de  làs  correspondientes  de  las  coordenadas  ffeicas  xff)  en  el  analisis  modal  como 

«(0)  = [X]r[m]3f(0),  5(0)  = [Xf[m]j(0) 

6.95  Eo  la  figura tìk41  $e  muestm  un  modelo  simplificado  de  una  bicicleta  con  $u  ciclista.  Encucntre  el  mo- 
vimiento  vertical  del  ciclista  cuaodo  la  bicicleta  pasa  por  uu  desnivel  en  la  canetera,  como  $e  muestra 
oì  la  figum. 


t_ 


X2 

L 


mi  =60  kg 

(cicHsta) 


ki  = lOOtN/m 
(asiento) 


= 40  tgi 
(bicicleta) 


Jt2=50tN/m 

Olautas:) 


77777777777777777777777777, 


^77777777777  j0  05 


m 


Figura  6.41 


&96  Bicuentre  la  respuesta  del  pdidulo  triple  que  Se  muestm  en  la  figum  6.10  pam  l,  = 0.5  m (i  =1,2,3) 
y mt  = 1 kg  0 = 1, 2,  3)  cuaudo  se  aplica  un  momento  en  la  forma  deun  pulse  rectangular  de  0.1  N-m 
db  magnitudy  0.1  sde  dumcidn  a lo  largo  de  la  direccidn  de  fl3.  Suponga  que  el  pèudulo  està  en  reposo 
en  el  instante  r = 0. 

6.97  Encuentre  la respuesta  del  sistema  de  resorte-masa  que  se  muestm  eai  la  figum  tì.tì(a)  pam  k\  = k,  k2  = 
2k,k\  = 3jfe,  m | = m,  = 2m  y m3  = 3m  con  k = 104  N/m  y m = 2 kg  cuando  se  aplica  una  fuerza 
cn  la  forma  de  un  pulso  iectangular  de  1000  N de  magnitud  y 0.25  $ de  dumcidn  a la  masa  m\  en  la 
direccidn  de  X\ . 


Ì98  Cbnsideie  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad  con  la  ecuacidn  de  movimiento  [m]  x + [ k]x  = f(t) 

COn 


[m] 


1 

0 


sl  Deaive  las  ecuaciones  modales  pam  la  iespuesta  de  vibmddn  forzada  del  sistema. 

h.  Determine  las  condidones  que  deben  satistacer/,(0  y ^(Opam  que  puedau  influir  en  ambos  modos. 


secciòn  6.15  vibractòn  forzada  de  slstemas  viscosamente  amortiguados 

6,99  Bicuentre  la respuesta de estado  estable del  sistema que se muestm en  la fignm tì.  17  con  kt  = k2  = k3  = 
k4  = 100  N/m,  C]  = c2  = c3  = c4  = 1 N-$/m,  mx  = m7  = m3  = 1 kg,  F\{t)  = F0  co$  ùif , F0  = 10  N y 
(o  = 1 md/s.  Supongaqueelresorte^^yelamortiguadorc^estìnconectadosaun  murorigidoporelextiemo 
ddedio.  Use  el  metodo  de  impedancia  mecdnica  descrito  en  la  seccitìn  5jS  pam  obtener  la  solncidn. 
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6.100  El  ala  de  un  avion,  figwa  6.42(a),  $e  modela  oomo  un  $i$tema  de  masa  concentrada  de  doce  grados  de 
libeitad  como  $e  muestra  en  la  figura  642{b).Lo$  primeros  tre$  modo$  naturales,  obtenidos  experimen- 
talmente,  se  dan  a continoaciòn. 


Grados  de  libertad 

Forma  de 
modo 

0 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

X^ 

0.0 

0.126 

0.249 

0369 

0.483 

0-589 

0j686 

0.772 

0346 

0.907 

0.953 

0.984 

1.000 

X.W 

0.0 

-0.375 

-0.697 

-0.922 

-1.017 

-0.969 

-0.785 

-0.491 

- 0.127 

0354  0.599 

0.860 

1.000 

x w 

0.0 

0.618 

1.000 

1.000 

0.618 

0.000 

-0.618 

-1.000 

-1.000 

-0.618 

0.000  0.618 

1X100 

{$) 


*o 

(b) 


ì 


iiTnTiim 

Xj  *4  X5  Xt  X7  X9X^XnXn 


Figufafi.42 


Las irec uencLas natural  escorrespo  ndientes a los tres modos $0 n w , =225rad/s,fn2  ^fitìOrad/syù^  = 
1 100  rad/s.  Si  el  fuselaje  de  un  avitìn  $e  somete  a nn  movimiento  vertical  conocido  deiive  las 
ecnaciones  desacopladas  para  determinar  la  iespnesta  dindmica  del  ala  representìndola  como  nna  com- 
bìnacitìn  lineal  de  los  primeros  tres  modos  nonnales.  Sugerencia;  La  ecnacitìn  de  movimiento  del  ala 
del  avitìn  $e  escribe  de  modo  pareddo  a la  ecnacitìn  (3.64)  como 


[m]x  + [c]{x  - ÌtqWi)  + [k](x  - jroffi)  = 0 


0 


[m]x  + [c]x  + [k]x  = -jfo[«t]3i 


donde  «i  = { l,  0,  0,  . . . , 0}r  es  nn  vector  unitario. 


16.4  Aplicaciòn  del  mètodo  de  la  rigidez  para  el  anAlisis  de  marcos 


601 


Desplazamientos  y cargas 

• Haga  tma  particiòn  de  la  matriz  de  rigidez,  como  lo  indica  la  ecua- 
dtìn  14-18.  Una  expansìon  posterior  conduce  a 

Qjt  = ^11®«  + 

Qu  = KtjDjj  + KziD* 

Los  desplazamientos  desconocidos  D„  se  determinan  a partir  de  la 
primera  de  estas  ecuaciones.  Con  base  en  estos  valores,  las  teaccio- 
nes  en  los  soportes  Q„  se  calculan  a partir  de  ìa  segunda  ecuactòn. 
Por  ùltimo,  las  cargas  intemas  q en  los  extremos  de  los  elementos 
pueden  calctilarse  a partir  de  la  ecuadòn  16-7,  es  decir, 

q = k'TD 

Si  los  resultados  de  cualesquier  incògnitas  se  cakulan  como  canti- 
dades  negativas,  esto  indica  que  actuan  en  las  dìrecciones  coorde- 
nadas  negativas. 


EJEMPLO  16.1 


Determine  las  cargas  en  las  juntas  de  la  estructura  de  dos  elementos 
que  se  muestra  en  la  figura  16-4«.  Considere  que  /=500  pulg4fJd  = 10 
pulg2,y  E = 29(10?)  ksi  para  ambos  elementos. 

SOLUCIÒN 

Notaciòn.  Por  inspecciòn,  el  marco  tiene  dos  elementos  y tres 
nodos,  que  se  identifican  como  se  muestra  en  la  figura  16-46.  El  origen 
del  sistema  global  de  coordenadas  se  encuentra  en  ®.  Los  numeros  de 
cddigo  en  los  nodos  se  especitìcan  numerando  en  prìmer  /«g«rlos  gra- 
dos  de  libertad  no  restringidos.A  partir  de  las  restricdones  en  ® y @,y 
de  la  carga  aplicada,  se  tiene 


~s~ 

"0" 

0 

0 

6 

8 «*  = 

0 

0 

_0_ 

9 

0 

_0_ 

1 

2 

3 

4 

5 


Matriz  de  rigidez  de  la  estructura.  Los  siguientes  tèrminos  son 
comunes  a ambas  matrices  de  rigidez  de  los  elementos: 


AE 

L 


12 EI 
L? 


10(29(10?)] 

20(12) 


1208.3  k/pulg 


tzpgfio^xsoo)] 

|20{12)]3 


12.6  k/pulg 


(a> 


y 


Kgum  16—4 
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&109  Encuentre  y tmce  la  re$puesta  x^(f)  y x&) , de  uu  $i$tema  con  la$  $iguiente$  ecuacioue$  de  movi 
miento: 


5 

0 


sen  2 1 (E-l) 


utilizaudo  la$  condicioue$  iuiciale$: 


*(*  = 0)  = j^1  J m y x(t  = 0)  = J^Jm/s 

Resuelva  numericatHieiite  la$  ecuaciones  diferendales  (E.l),  utilizando  una  funciàn  MATLAB  ade- 
cuada. 


6.110  Escriba  un  progiama  de  computadom  paia  determinai  los  vectoies  eigen  mediante  lo$  valoies  eigen 
conocidos  en  la  ecuacidn  (6.61).  Encuentie  la$  fbmm  de  modo  del  pioblema  6.57  aplicando  este  pio- 
grama. 


dlll  Escriba  nn  progmma  de  computadoia  para  generai  la  matriz  [mj-modal  ortogonal  [X|.  El  piograma 
deberà  aceptai  la  cantidad  de  giados  de  libertad,  lo$  modos  normales  y la  matriz  de  masa  como  datos  de 
entrada.  Resuelva  el  jaoblema  6.64  aplicando  este  piograma. 

6.112  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  sistema  no  amortìguado  en  unidades  SI  estin  dadas  por 


"2 

0 

o' 

" 16 

-8 

0' 

T 10  $en  toi  1 

0 

2 

0 

J?  + 

-8 

16 

-8 

II 

o 

_0 

0 

2_ 

0 

-8 

16_ 

1°  ì 

Aplicando  la  subrutina  MODAL,  encuentre  la  iespuesta  de  estado  estable  del  sistema  cuando  at  = 
5 rad/s. 

6.113  Encnentre  la  respuesta  del  sistema  en  el  problema  6. 1 12  al  variai  tn  entie  1 y lOiadfc  en  inciementos  de 
1 iad/s.  Tiace  las  gràficas  que  muestren  las  variacianes  de  las  magnimdes  de  los  primeros  picos  de  x,{t), 
i = 1, 2, 3 con  respecto  a n>* 


6114  Eacuentre  las  frecuencias  natumles  de  vibiacitìn  y los  modos  de  foima  coirespondientes  de  la  viga  que 
se  muestra  en  la  figuia  6.9  utilizando  la  matriz  de  masa 


ml 

0 

0 " 

"i 

0 

o' 

[m]  = 

0 

mz 

0 

■ m 

0 

1 

0 

_ 0 

0 

m3_ 

_o 

0 

1_ 

y la  matriz  de  flexibilidad  dada  por  la  ecuadòn  (E.4)  del  ejemplo  6.6. 
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proyecto  de  diseno 

&115  ttaa  pesada  tnàquim  henaitiìouta  iustalada  en  ol  primor  piso  de  un  odifìcio,  figum  tì.43(a)a  so  ha  mo- 
delado  como  un  sistema  de  tres  grados  de  libertad  comq  se  indica  en  la  figura  tì.43(b).  (a)  Para  = 
5000  lb/pulg,  k2  = 500  lb/pulg,  k3  = 2 000  Ib/pulg,  c}  = c2  = c3  = 10  lb-seg/pulg,  = 50  lb-$eg2/pulg5 

mb  = 10  lb-$eg2/pulg5  mh=  2 lb-seg2/pulga  y F(t)  = 1 000  cos  tìOr,  lb.  encuentre  la  vibracidn  de  estado 
estable  del  sistema  utilizando  el  metodo  de  impedancia  mecànica  descrito  en  la  seccitìn  5/5.  (b)  Si  la 
iespuesta  màxima  del  cabezaJ  de  la  màquina  henamienta  (x3)  se  tìene  que  ieducir  25%,  ^ctìmo  deberà 
cambiar  la  rigidez  del  montaje  (k2yì  (c)  ;,Hay  alguna  forma  mejor  de  lograr  el  objetìvo  mencionado  en 
(b)?  Proporcione  los  detalles. 


(b) 


Figura  &43 
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se  considera  una  referencia  obligada  aun  en  la  actualidad.  A1  nfetodo  de  comparar 
frecuencias  naturales  de  vibiacidn  aproximadas  de  cuerpos  vibratorios  aplicando  un 
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Mechanìcs  Review). 


Esquema  del  capftuto 

Objetrvos  de  aprendizaje  603 
7,1  Introducciòn  603 
72  Formula  de  Dunkerley  604 

7.3  Mètodo  de  Rayleigh  606 

7.4  Mètodo  de  Hoizer  6 1 3 

7S  Mètodo  de  iteracion  matricial  6 1 7 

7.6  Mètodo  de  Jacobi  624 


7,7  Problema  de  vabr  eigen  estandar  626 
7j8  Ejempbs  resueitos  utilizando  MATLAB  629 
Resumen  del  capituk)  632 
Referencias  632 
Preguntas  de  repaso  633 
Problemas  636 
Proyectos  de  diseèo  643 


Introducciòn  603 


En  este  capi'tulo  se  describen  varios  mòtodos  de  determinarlas  frecuencias  naturales  y modos  natu- 
rales  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad.  Especìficamente,  se  presentan  la  fòrmulade  Dunker- 
ley,  el  mdodo  de  Rayleigh,  el  mdtodo  de  Holzer,  ei  metodo  de  iteraciòn  matricial  y el  metodo  de 
Jacobi.  La  derivaciòn  de  la  fòrmula  de  Dunkeriey  se  basa  en  que  las  altas  ftecuencias  naturales  de  la 
mayoria  de  los  sislemas  son  giandes  comparadas  con  sus  ftecuencias  fimdamentales.  Propoiciona 
un  valor,  siempre  menor  queel  valor  exacto,  de  la  fiecuencia  fundamental.  E1  mòtodo  de  Rayldgh, 
cuyo  origen  es  d principio  de  Rayldgh,  tambìòn  da  un  valor  aproximado  de  la  frecuenda  natural 
frindamental,  d cual  siempre  es  mayor  que  d valor  exacto.  Se  hace  una  comprobaciòn  dd  cociente 
de  Rayleigh  y su  permanencia  en  la  proximidad  de  un  valor  dgen.  Tambiòn  se  demuestra  que  el 
codente  de  Rayleigh  nunca  es  menor  que  el  primer  valor  dgen  y nunca  mayor  que  d valor  eigen 
mas  alto.  Se  presenta  el  uso  de  la  curva  de  deflexiòn  estatica  paia  estimar  las  fìecuencias  naturales 
fundamentales  de  vigas  y flechas  siguiendo  el  mòtodo  de  Rayleigh.  E1  mòtodo  de  Holzer,  basado 
en  un  esquema  de  prueba  y eiror,  se  piesenta  para  encontrar  las  frecuencias  natuiales  de  sistemas 
no  amortiguados,  amoitiguados,  semidefinidos  o sistemas  torsionales  y traslacionales  ramificados. 
Se  estudia  el  metodo  de  iteraciòn  matricial  y sus  extensiones  para  hallar  las  frccuendas  naturales 
mihimas,  maximas  eintermedias.  Seproporciona  unacompiobaciòn  de  la  convergencia  del  metodo 
ala  frecuencia  nunima.  Se  describe  el  mòtodo  de  Jacobi,  d cual  cncuentia  todos  los  vàlorcs  eigen 
y vectores  eigen  de  matrices  simòtricas  reàles.  Se  define  el  problema  de  valor  eigen  estandar  y se 
presenta  el  metodo  de  derivario  a pariir  del  problema  de  valor  eìgen  general,  basado  en  d mòtodo 
de  descomposidòn  de  Choleski.  Por  tìltimo,  se  ilustra  el  uso  de  MATLAB  para  hallar  los  valores 
dgen  y vectores  eigen  de  sistemas  de  varios  grados  de  libertad  con  varios  ejemplos  numericos. 


objetivos  de  aprendizaje 

A1  terminar  este  capftulo,  usted  debeià  ser  capaz  de  realizar  lo  siguiente: 

• Encontrar  la  frecuencia  fundamental  aproximada  de  un  sistema  compuesto  en  flindòn  de  las 
frecuencias  natuiales  de  las  paites  componentes  aplicando  la  fòrmula  de  Dunkerley. 

• Entender  d principio  de  Rayleigh  y las  propiedades  del  cociente  de  Rayldgh,  asi  como 
calcular  la  frccuencia  natural  fundamental  de  un  sistema  aplicando  el  metodo  de  Rayleigh. 

• Encontrar  las  frccuencias  naturales  aproximadas  de  vìbraciòn  y los  vedores  modales  segun 
d metodo  de  Holzer. 

• Determinar  las  ftecuencias  mfnima,  intermedia  y maxima  de  un  sistema  por  medio  del 
metodo  de  iteraciòn  matridal  y sus  extensiones  (utilìzando  d procediraiento  de  deflaciòn 
matricial). 

• Encontrar  todos  los  valores  eigen  y los  vectorcs  eigen  de  un  sistema  de  varios  grados  de 
Ubertad  utilizando  el  metodo  de  Jacobi. 

• Convertir  un  problema  de  valor  dgen  geneial  en  un  problema  de  vàlor  dgen  estandar  basado 
en  el  metodo  de  descomposic  iòn  de  Choleski. 

• Resolver  problemas  de  valor  eigen  utilizando  MATLÀB, 


7.1  | Introducciòn 


Enel  capitulo  anterior,  las  frecuencias  naturales  (valores  eigen)  y los  modos  naturales  (vectores  ei- 
gen)  de  un  sistema  de  varios  grados  de  libeitad  se  hallaron  al  establecer  el  determinante  caracteris- 
tioo  igual  a cero.  Aunque  este  es  un  metodo  exacto,  la  expansiòn  del  determinante  caracterfstico  y 
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la  soluciòn  de  la  ecuacidn  polinoniial  de  grado  en^sìmo  resultante  para  obtener  las  frecuencias 
naturales  pueden  volverse  bastante  tediosas  para  grandes  valores  de  n.  Se  han  desarrollado  varios 
metodos  anali'ticos  y numericos  para  calcular  las  frecuOTCÌas  y modos  naturàies  de  sistemas  de  va- 
rios  grados  de  libertad.  En  este  capftulo  analizaremos  la  fòrmula  de  Dunkerley,  el  raòtodo  de  Ray- 
leigh,  el  mòtodo  de  Holzer,  el  mòtodo  de  iteiaciòn  matridal  y el  mòtodo  de  Jacobi.  La  fòrmula  de 
Dunkerley  y el  mòtodo  de  Rayleigh  son  ritiles  sòlo  paia  estimar  la  frecuencia  naturàl  fundamental. 
E1  mòtodo  de  Holzer  es  en  esencia  un  mòtodo  tàbular  que  se  puede  utilizar  paia  hàllar  soluciones 
pardales  o totales  de  problemas  de  valor  dgen.  E1  metodo  matricial  encuentra  una  frecuOTCÌa  na- 
tural  a la  vez,  por  lo  general  comenzando  desde  el  valor  mas  bajo.  Por  tanto,  el  metodo  se  puede 
terminar  despuris  de  hallar  el  ntìmero  requerido  de  fiecuencias  naturales  y modos  naturales.  Cuando 
se  requieran  todas  las  frecuencias  y modos  naturales,  se  puede  utilizar  el  metodo  de  Jacobi,  el  cual 
encuentra  todos  los  valores  dgen  y vectoies  eigen  de  manera  simultanea. 


7.2  | Fòrmula  de  Dunkerley 


La  fòrmula  de  Dunkerley  provee  el  valor  aproximado  dc  la  frecuencia  fiindamental  de  un  sistema 
oompuesto  en  funciòn  de  las  frecuencias  naturales  de  sus  partes  oomponentes.  Se  deriva  aprove- 
(hando  que  las  altas  frecuencias  naturales  de  la  mayoria  de  los  sistemas  vibratorios  son  grandes 
oomparadas  con  sus  frecuenciàs  fundamentales  [7. 1-7.3].  Paia  derivar  la  fòrmulade  Dunkerley,  con- 
àdere  un  sistema  general  de  n grados  de  libertad  cuyos  valoies  eigen  se  pueden  determinar  icsol- 
viendo  la  ecuaciòn  de  frecuencia  (6.63); 

| - [jfc]  + = 0 


o 


- -,  [/]  + [a][m] 


= 0 


(7.1) 


Riia  un  sistema  de  masa  concentrada  con  una  matiiz  de  masa  diagonal,  la  ecuaciòn  (7. 1)  se  escribe 
como 
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es  decir, 
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La  expansiqn  de  la  ecuaddn  (7.2)  conduce  a 


+ <*22™2  + ■ ■ ■ + ammn)  ^) 

+ {d]l<J22*M]*«2  + tflltf33'«l*«3  + ■”  + 

{ 1 \"-2 

- fid2<J2i mm  ~ ■■  - a„-ì^a„j,-ima-ìm„) 

- ■■  =0 


(i)' 


(7.3) 


Èsta  cs  una  ecuacion  polinomial  de  grado  enèsimo  en  ( t /ìo2).  Si  las  raices  de  la  ecuacidn  (7.3)  se 
indican  como  1 /ùif , 1 fafi, . . . , 1 jafa.  Por  lo  tanto 


Igualando  el  coefidente  de  ( I/ùj2)"-1  en  las  ecuaciones  (7.4)  y (7.3)  se  obtiene 


1 

+ ^ = anmx  + <322m2  + •■•  + a„„fn„ 


(7,4) 


(7.5) 


En  la  mayoria  de  los  casos,  las  frecuencias  altas  <u2,  <u^ <u„son  considerablemente  mas  grandes 

que  la  frecuenda  fundamental  <u,,  y por  lo  tanto 


1 1 


n 


Por  lo  tanto,  la  ecuacìon  (7.5)  se  puede  escribir  aproximadamente  como 


1 

-?  “ <*nmi  + <*22««2  + ■ + a„„m„ 


(7.6) 


Esta  ecuacidn  se  conoce  como  fòrmuia  de  Dmkerley.  La  frecuenda  fundamental  pioporcionada 
por  la  ecuacidn  (1.6)  siempre  sera  menor  que  el  valor  exacto.  En  algunos  casos  convendrà  màs 
volver  a escribir  la  ecuadon  (7.6)  como 


111  1 
a:  + + ■ ■ - + 

ù>ì  ù)\„  (Ù2ji 


(7.7) 


donde  <u,w  = ( 1 / ajnjfi1  = ( knf  mj) l/2  indica  la  frecuenda  natural  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de 
libertad  compuesto  de  la  masa  m^  y el  resorte  de  rigidez  k„,  i = t,  2, ...,  n.  E1  uso  de  la  formula 
de  Dunkeiìey  para  determinar  la  frecuencia  mmima  de  dstemas  elàsticos  se  presenta  en  las  refe- 
rencias  [7.4, 7.5]. 
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Ejemplo  7.1  Frecuencia  fundamental  de  una  vlga 


Gtlcule  la  frecuoicia  natural  fondamental  de  nna  viga  simplemente  apoyada  qne  carga  tre$  masa$  identicas 
equidistantes,  como  $e  muestra  en  la  figura  7.1. 


Sbladdn:  Lo$  coeficiaites  de  influencia  de  flexibilidad  (vea  el  ejemplo  6.6)  requeridos  pam  la  aplicacidn  de 
la  farmula  de  Dunkerley  estìn  dado$  por 


^ii  - a 33  - — — 


5_P_ 

256  E1 ’ 


1 I3 

an~TsTi 


(E.l) 


Utilizando  mj  = m^  = m,  Ja  ecuacidti  (7.6)  reauLta 


±»f_L  + ± + J_W  = 004427^ 

^256  + 4S  + 256 ) El  7 EJ 


= 4,75375  J — 


Eate  valor  compaia con  el  valoi  e^tacto  de  la  ftecuencia  fundamental  49326  (vea  el pioblema  6.54) 


mi 


m2 


m. 


l*i(0  l-MÒ  l*3<Ò 


*_ 1 .1 
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T 

7 

4 'I 

1'  4 

Figura  7,1  Viga  que  carga  masas. 


7.3  1 Mètodo  de  Rayleigh 


E1  mòtodo  de  Rayleigh  se  presentò  en  la  seociòn  2.5  para  hallar  las  frecuencias  naturales  de  siste- 
mas  de  un  solo  gmdo  de  libertad.  El  metodo  se  puede  ampliar  para  encontrar  el  valor  aproximado 
de  la  frecuencia  natural  fundamental  de  un  sistema  discreto. 1 E1  metodo  esta  basado  en  el  principìo 
àe  Rayteigkre\  cual  se  puede  enunciar  oomo  sigue  [7.6]: 

laftecuentia  de  vibratidn  de  un  sisterm  conservadar  vìbratorìo 
respecto  a una  positiòn  de  equilibrio  tiene  en  vabr  estationario  de 
m rnodo  natural  Eslevabrestadonario,  de  hecko,  es  un  valor  mfnimo 
en  la  proximidad  dei  modo  naturat fitndamental, 

Ahoia  derivaremos  una  expresiòn  paia  el  valor  apropiado  de  la  primera  frecuencia  natuial  de 
un  sistema  de  varios  grados  de  libertad  de  acuerdo  con  el  mdtodo  de  Rayleigh. 


'0  mctodo  de  Rayleigli  para  sistcnias  contimios  sc  prescnta  cn  la  sccridn  9.7  dd  sitio  wcb  dc  cstc  libro. 
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Las  energias  cindtica  y potencial  de  un  sistema  discreto  de  n grados  de  libertad  se  expiesan  como 

(7.8) 

(7.9) 


T-\?[mpÌ 


1 ^ tr*r  _ ■ — * 

V=-xT[k]x 


Para  encontrar  las  frecuencias  naturales,  suponga  que  el  movimiento  armdnico  es 

X = X COS  ùlt 


(7.10) 


donde  X indica  el  vector  de  amplitudes  (modo  de  forma)  y representa  la  frecuencia  natural  de 
vibracion.  Si  el  sistema  es  conservador,  la  energfa  cinetica  maxima  es  igual  a la  energfa  potencial 
maxima; 


Tmijt  Hnijt 


Sustituyendo  la  ecuacidn  (7.10)  en  las  ecuaciones  (7.8)  y (7.9),  encontramos 

Tmix  = ^XT[m]X«? 

W = \xT[k]x 


Igualando  T^x  — V^,,  obtencmos2 


<u2  = 


XT[m]X 


(7.11) 

(7.12) 

(7.13) 


(7.14) 


H lado  derecho  de  la  ecuacion  se  conoce  como  oociente  de  Rayleigh  y se  indica  como  r(x)  . 


Propiedades 
del  cociente 
de  Rayleigh 


Como  yaantes  se  expresd,  R(X)  tiene  un  valor estacionario  cuando  el  vector arbitrario  X se  acerca 
a cualquier  vector  eigen  Para  comprobarlo,  expresamos  el  vector  arbitrario  X en  fundon  de 
los  modos  normales  del  sistema,  x^t como 


X = cix(l)  + c2xW  + C3X + ■ ■ ■ 


(7.15) 


Entonces 


~XT[k]X  = cf  x^WxOì  + c2Xi2)T  [k]Xi2) 

+ cjx^T  [jfc]jt(3}  + ■ ■ ■ (7.16) 


2la  (7,14)  tambiài  $e  puedc  obtencr  a patfir  de  la  reladdn  [Jt]x  = <u2[i?t]3?t  Piremultiplicando  es ta  ccuaddn  por 

X T y rcscdviendo  la  ecuacidn  rcsu  liaiìte  se  obtiene  la  ecuaci tìn  (7*1 4)+ 
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y 

3xT[w]3t  = + clx^[m]X^ 

+ dx^  [m]3f(3)  + ■ ■ ■ (7.17) 

como  los  tdrminos  cruzados  de  la  forma  CjCj-JfWr[A]Jf ^ y k'),  i * j;>son  cero  de  acuer- 

do  con  la  propiedad  de  ortogonalidad.  Utilizando  las  ecuadones  (7.16)  y (7.Ì7)  y larelacitìn 

JtC*)7,  [JtjJtCO  = ùifxitf  (7.18) 


d codente  de  Rayleigh  de  la  ecuaddn  (7.14)  se  expresa  como 


tif  = r(x)  = 


c?  «fjf(1J|,[«]jpt1J  + C2<i£xPf  [m]X(2)  + ■■■ 
ci3t(,)T[/«]X(1)  + c|  Xi2f[m]X^  + ■■■ 


Si  los  modos  normales  se  normalizan,  esta  ecuaddn  se  escribe  como 


ùf  = R(  X)  = 


+ cjaij  + ■ ■ - 

Ci  + ci  + ■ ■ ■ 


(7-19) 


(7.20) 


Si  X difiere  poco  dd  vedor  eigen  X^r\  el  coeficiente  c,  serà  mucho  mayor  que  los  coeficientes 
restantes  ct  (Ì  ^ r)  y la  ecuaddn  (7.20)  se  escribe  como 


C2yù$  + C2y  2 

(=1,2, ... 

R(X) 

CÌ  + C2  2 

(=1,2,... 

i#r 


(7.2!) 


Efado  que  \cdcr\  = ej  <K  1 , donde  e*  es  un  nfimero  pequerio  para  todas  las  / r,  la  ecuaddn  (7.2 1 ) 
proporciona 


R(X)  = a>2{\  + 0(e2)}  (7.22) 

donde  0{e2)  representa  una  exprcsidn  en  e del  segundo  orden  o mayor.  La  ecuacion  (7.22)  indica 
quesi  el  vector arbitrario  X difiere del  vedor  eigen  X^ en  una pequena cantidad dd  primer orden, 
J?(JC)difiere  del  valor  eigen  ùf  en  una  pequena  cantidad  dd  segundo  orden.  Esto  significa  que  el 
codente  de  Rayleigh  tiene  un  valor  estacionario  en  la  proximidad  de  un  vector  eigen.  — 

H valor  estacionario  es  en  realidad  un  valor  nunimo  cerca  del  modo  fundamental  Para 
ver  esto,  sea  r = I en  la  ecuacion  (7.2 1)  y escribimos 
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-6i ? + 2 “ <«?  2 ^ 

i=2,J,...  1=2,3,... 

“ *>i  + 2 (*»?  _ *>?)«?  (723) 

i=2,3, ... 


Puesto  que,  por  lo  general,  > <u?  con  i = 2, 3 laecuacion  (7.23)  conduce  a 

R(X)  s (7-24) 

la  cual  raueslra  que  el  cocientede  Rayleigh  nunca  es  menor  que  el  primer  valor  eigen.  Procediendo 
de  la  raisraa  manera,  podemos  mostrar  que 

R{X ) £ ofi  (725) 

lo  que  significa  quc  el  cocìente  de  Rayleigh  nuncaes  rais  alto  que  el  valor  eigen  mas  alto.  Asi'  que 
el  cociente  de  Rayleigh  constituye  un  li'raite  superior  para  ù>?  y un  li'raite  inferior  para  ùxj,. 


calculo 
de  la 

frecuencia 

natural 

fundamental 


Se  puede  utilizar  la  ecuacion  (7.14)  para  deterrainar  un  valor  aproxiraado  de  la  primera  frecuencia 
natural  (<u,) delsistema.  Paraesto, seleccionamos un  vector de  prueba  X pararepresentar d primer 
raodo  natural  y lo  sustituimos  en  el  lado  derecho  de  la  ecuacidn  (7.14).  Esto  da  d valor  aproxi- 
raado  de  <uf.  Debìdo  a que  el  codente  de  Rayleigh  es  estacionarìo,  se  pueden  obtener  estimadones 
notablemente  buenas  de  *>?  ìncluso  si  el  vector  de  prueba  x se  desvi'a  raucho  del  verdadero  modo 
natural  X^r>.  Obviamente,  d valor  estimado  de  la  fiecuencia  fundamental  *>,  es  raas  predso  si  el 
vector  de  prueba  (X)  seleccionado  se  parece  mucho  al  modo  natural  verdadero  E1  metodo  de 
Rayldgh  se  compara  con  el  mètodo  de  Dunkerley  u otros  m&odos  en  las  rcferencias  [7.7-7 .9]. 


Ejemplo  7.2  Frecuencla  fundamental  de  un  slstema  de  tres  grados  de  libertad 


Estìme  la  ftecuencia  fundamental  de  vibraddn  del  sistema que  se  muestra  en  la  figuia 7.2,  Suponga  que m,  = 
= m3  = m,k\  = = k3  = k,  y la  forma  de  modo  e$ 


Solucion:  La$  matrice$  de  ma$a  y rigidez  del  si&tema  $on 


[Jfe]  = k 


2 

-1 

0 


-1 

2 

-1 


1 0 0 
0 1 o 
0 0 1 


<EA) 


<E2) 


[m]  = m 
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Flgura  7.2  Sistemade  resorte-masa  de  tres  grados  de  libertad. 


Sustituyendo  la  fonna  de  modo  Supuesta  eo  la  expresiòii  para  el  cociente  de  Rayleigh,  obtenemos 


R(X } = a?  = 


XT[k]X 

XT[m]X 


2 

-1 

1 

}■ 

[ 

r 

(1  2 3)k 

■1 

2 

- 

1 

1 

2 ► 

0 

-1 

1 

l 

3, 

"l 

0 

0" 

r 

(1  2 3 )m 

0 

1 

0 

i 

2 

> 

_0 

0 

1_ 

.3, 

= 0.2143  —* 

m 


<E3) 


= 0.4629 


(E-4) 


Este  valor  eS  4,0225  por  ciento  mayor  que  el  valor  exattO  de  0,4450  's/kjm.  La  fonna  de  modo  fundamental 
wacto  (vea  el  ejemplo  6. 10)  en  este  caso  es 


{ 1.0000 ' 
1.8019  1 
2.2470 ; 


(E.5) 


7.3.3 


Frecuencia 
fundamental 
de  vigas 
y flechas 


Aunque  el  pnjcedimiento  antes  descrito  es  aplicable  a todos  los  sistemas  discietos,  se  puede  deri- 
var  una  ecuaciòn  mas  simple  paia  la  frecuencia  fundamental  de  la  vibraciòn  lateral  de  una  flecha 
o una  viga  que  cargue  varias  masas  como  poleas,  engranes  o volantes.  En  estos  casos,  la  curva  de 
deflexiòn  estatìca  se  utiliza  como  unaapioximaciòn  de  la  curva  de  deflexiòn  dinamica. 

Considereunaflecha  que  carga  varias  masas,  como  se  muestraen  lafigura  7.3.  Se  supone  que 
la  flecha  tiene  una  masa  insignificante.  La  energia  potencial  del  sistema  es  la  energfa  de  deforma- 
dòn  de  la  flecha  deformada,  la  cual  es  igual  al  trabajo  realizado  por  las  caigas  estaticas.  Asi'  pues 

Vmàx  = \ + m2gW2  + ■ ■ ) 


<7.26) 
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EJemplo  7.3 


Figura  7J3  Flecha  con  masas. 


donde  la  caiga  estalica  producida  por  la  masa  m,  y w,  es  la  deflexidn  estàtica  total  de  la  masa 
mydebido  a todas  las  masas.  Paraoscilacidn  armonica  (vibracidn  libre),  la  eneigfa  dndtica  maxima 
producida  por  las  masas  es 


T = 


{mjtvf  + m2w\  + ■) 


donde  (o  es  la  frecuencia  de  oscilacion.  Igualando  V^,  y Tmàx,  obtenemos 


{g(miwi  + m2w2  + •■■)!  V2 
{mjwf  + m2w\  + ■■■)/ 


(7.27) 


(7.28) 


Frecuencla  fundamental  de  una  flecha  con  rotores 


Estime  la  frecuencia  fundamental  de  la  vibraciòn  lateraJ  de  una  fledta  que  Cuenta  con  tres  rotores  (masas) 
como  se  muestra  en  la  figura  7.3,  con  m^  = 20  tg,  m2  = 50  kg,  m3  = 40  kg,  /,  = 1 m,  /j  = 3 m,  /3  = 4 m y 
/4  = 2 m.  La  flecha  es  de  acero  con  unasecciòn  transversal  sòlida  de  10  em  de  diimetro. 

Soluciòn:  Segun la  resisteftcia de  materiales,  la  deflexiòn  de  la  viga que se  muestra en  la  figum 7.4 produdda 
por  una  carga  estàtìca  P[7. 10]  estì  dada  por 


w(jt)  = « 


0 £ jr  £ a 


po(t  ~ x)  r 3 


6EU 


[a  + x - 2/jr];  a £ jr  £ / 


<E.l) 

(E.2) 


Ùeffexiòn  producida  por  el  peso  de  my  En  la  nbicaciòn  de  la  masa  wt|  (con  x = lm,  b = 9my/  = 10  m en 
laecuacion  (E.l)): 


(20  X 981}(9)(1) 
tì£/(10) 


(100  -81-1) 


529.74 

EI 


(E.3) 


En  laubicadòn  de  m^  (con  a = l,jr  = 4my/=10men  laecuadòn  (E.2)): 


(20  X 9.81)(l)(tì) I23tì.0tì 

»2  T^TTTf^ E1  + t6-  2(10)(4)]  = 


6£/(l0) 


EI 


<E-4) 
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Figura  7.4  Viga  sometida  a una  carga  estàtica. 


Bi  la  pbicacitìn  de  m3  (con  a^lm^^amy/^lOmenla  ecuacitìn  (R2»: 


, (20  X 931)(1)(2)  621.3 

* = — 6i7(^r“[1 + 64  - 2(10)(8}]  = ~èt 


(E  .5) 


DeflexiSn producida porelpeso  de m^  En  làubicacion  de mj  (conjc  = 1 m,  fp  = 6 my  / = lOmen  laecnaciòn 

(E.l)): 


ff  (50  X 9.81)(6)(1) 3090.15 

»f  TT77TP7 1100  “ 36  - 1)  = 


6E/(10) 


E1 


(E.6) 


Eh  la  ubicacion  de  m,  (con  x =4m,i  =6my/  = lOm  en  la  ecnadòn  (E.l)). 


. (5°  X 9S1)(6)(4) 9417.6 

»*  = 77777777 (WO  - 36  - 16) 


6E/(10)  EI 

Ea  la ubicaciòn de m^ (con a = 4m,jf  = 8my/  = 10menla ecuaciòn (E.2)): 


(B.7) 


»3  = 


(50  X 9.81)(4)(2) 


S = [16  + 64  - 2(10)(8)]  = 


6£/(10) 


5232.0 

EI 


(E.8) 


Deflexion producida porelpeso de m3;  En  laubicaciòn de m,  (conjr  = 1 m, 6 = 2 my  / = lOmen laecuadòn 

(E.l)): 

(40  X 9JS1)(2)(1) 


wf  = 


■(100  - 4 - 1)  = 


1242.6 


6£/(10)  ' EI 

Ea la  ubicaciòn  de rn^ (conx  = 4 m,  b = 2 m y / = 10 m en  la ecuaciòn (E.1)): 


* (40  X 9.81)(2)(4) 4185.6 

w2  = 77777777 (10°  " 4 - 16)  = 


6£/(10)  EI 

Ba la ubicaciòn de rn^ (con jr  = 8 m, b = 2my/  = 10 m en la ecuaciòn (E.1)): 


w (40  X 9.81)(2)(8) 3348.48 

»J  = 1777777 (100  - 4 - 64) 


6£/(l0) 

las  deflexiones  totales  de  las  masas  mj,  m^  y m3  son 


E1 


wl  = wì  + wf  + wl"  = 

w2  = w2  + w2  + w2  = 

hjj  = + H’f  + h’3'>  = 


4862.49 

E1 

14839.26 

EI 

9201.78 

EI 


(E.9) 


(E.10) 


(E.ll) 
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Sustituyendo  en  la  ecuadòn  (7.28),  detenninanioa  la  ftecuenda  natuial  fundamental: 

\ 9.81(20  X 4862.49  + 50  X 14839.26  + 40  X 9201.78)EJ  \ 'Z3 
“ _ [20  X (4862 .49 )2  + 50  X (14839.26)2  + 40  X (9201.78)2/ 

= 0.028222 Ve7  (E,12) 

Paia  la  flecha,  E — 2.07  X 10* 1 N/m2  e 1 = «■(0. 1)^64  - 4,90875  X 10-6  m4 y por  consiguiente  la  ecuacidn 
(E.  12)  resulta 


ù)  = 28.4482  rad/s 


7.4  | Mètodo  de  Holzer 


E1  mètodo  de  Holajr  es  en  esencia  un  esquema  de  prueba  y eiror  para  detemùnar  las  frecuencias 
naturaies  de  sistemas  subamortiguados,  amorliguados,  semidefuiidos,  fijos,  o sistemas  vibratoiios 
lamificados  que  implican  desplazamientos  lineales  y angulares  [7.1 1, 7.12].  E1  metodo  tambien  se 
puede  programar  paia  aplicaciones  de  computadora.  Primero  se  supone  una  frecuencia  de  prueba 
del  sistema,  y se  determina  una  soluciOn  donde  la  frecuenda  supuesta  satisface  las  rcstricciones  del 
sistema.  Esto  por  lo  comfin  lequieie  varias  pruebas.  Dependiendo  de  la  frecuencia  de  pruèba  utili- 
zada,  se  puede  deterrainar  la  frecuencia  fundamental  y tambìèn  las  altas  frecuendas  del  sistema.  E1 
mètodo  tambièn  pioparciona  los  modos. 

Considere  el  sistema  semidefinido  torsional  no  amortiguado  que  se  muestra  en  la  figura  7.5.  Las 
ecuadones  de  movimiento  de  los  discos  se  derivan  como  sigue; 

~ 8i)  = 0 (7.29) 

h&2  + kti{62  - 6,)  + kt 2{62  - 63)  = 0 (7.30) 

J363  + kafà  - 62)  = 0 (7.3!) 

Como  d movimiento  es  aimdnico  en  un  modo  natural  devibradon,  suponemos  que  &t  = Bt  cos(<ut  + <f>) 
en  las  ecuadones  (7.29)  a(7.3 1)  y obtenemos 

ù?Jì®ì  = - ®2)  (7-32) 

ù)2J2®2  = kti{®2  - 0])  + kl2{®2  - 03)  (7-33) 

*?J3® 3 - C®3  - ®2)  <7.34) 


sistemas 

torsionales 


Sumando  estas  ecuaciones  obtenemos 

3 

2 ùx2Jj®j  = 0 (735) 

i=  1 

La  ecuacidn  (7.35)  expresa  quc  lasuma  de  los  momentos  de  toisidn  de  inerda  del  sistema  seraide- 
finido  debe  ser  cero.  Esta  ecuacion  se  puede  tratar  como  otra  forma  de  la  ecuacidn  de  ftecuencia  y 
la  frecuenda  de  prueba  debe  satisfacer  este  requerimiento. 
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Ftgura  7.5  Sistema  torsional  semidefinido. 


Bi  el  mdtodo  de  Holzer  se  supone  una  frecuencia  de  prueba  a>,  y 0 1 se  escoge  arbilrariamente 
como  unitaria.  Luego  se  calcula  02  a partir  de  la  ecuacion  {7.32)  y en  seguida  se  encuentra  83  a 
partir  de  la  ecuacidn  <7.33).  Asf  que  obtenemos 

0]  = 1 (736) 


02  = ®i 


a>2J\  0 j 

kti 


(737) 


Ù)2 

T~  {^f®l 
*(2 


+ 7202) 


(738) 


Estos  valores  se  sustituyen  en  la  ecuacidn  {735)  para  verificar  si  la  restricddn  se  satisfaoe.  Si  no 
se  satisfece  la  ecuaddn  {7 .35),  se  supone  un  nuevo  valor  de  prueba  de  <uy  d proceso  serepite.  Las 
ecuaciones  (7.35),  (7.37)  y (7.38)  se  pueden  generalizar  para  un  sistema  de  n dlscos  como  siguei 


^ i = 0 

i=] 


(739) 

(7.40) 


De  esta  fonua,  el  mdtodo  utiliza  las  ecuaciones  (7.39)  y (7.40)  repetidamente  para  diferentes  fre- 
cuencias  de  prueba.  Si  la  frecuencia  de  praeba  supuesta  no  es  una  frecuenda  natural  del  sistema, 
la  ecuacidn  (739)  no  se  satisfece.  E1  momento  de  toision  resultante  en  la  ecuacion  (7.39)  repre- 
senta  un  par  de  torsidn  aplicado  al  tiltimo  disco.  Este  par  de  torsidn  Mt  se  traza  entonces  para  la  a> 
escogida.  Cuando  el  cdleulo  se  repite  con  otros  valores  de  u>,  la  grafica  resultante  apareoe  como 
se  muestra  en  la  figura  7.6.  Desde  esta  grafica,  las  frecuendas  naturales  del  sistema  se  identifican 


M,  = Ma 


Plguia  7.6  Pàr  de  torsion  resultante  contra  frecuencia. 
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como  los  valores  de  <ucon  los  cuales  Mt  = 0.  Las  amplitudes  8,  (i  = 1,2, ...,«)  correspondientes  a 
las  frecuencias  naturaies  son  los  modos  del  sistema. 

E1  metodo  de  Holzer  tambidn  se  puede  aplicar  a sistemas  con  extremos  frjos.  En  un  extremo 
fijo,  la  amplitud  de  vibiacidn  debe  ser  cero.  En  este  caso,  las  frecuendas  naturales  se  determinan 
trazando  la  amplitud  resultante  {en  lugar  del  par  de  torsidn  resultante)  contra  las  frecuencias  su- 
puestas.  Para  un  sistema  con  un  extremo  libre  y el  otro  fijo,  se  puede  utilizar  la  ecuacion  <7.40)  para 
verificar  la  amplitud  en  d extremo  fijo.  En  las  referaidas  [7.13, 7.14]  se  presenta  una  mejora  del 
mdtodo  de  Holzer. 


Ejemplo  7.4  Frecuenclas  naturales  de  un  slstema  torsional 


E n la  figuia  7.7  $e  tmiestm  la  diaposicitìn  del  compresor,  turbina  y geaemdor  en  una  planta  teimoeldctrica. 
Encuentre  Jas  ftecnencias  y modos  natmaies  del  sistema. 


RigidezN  Rigidezt 

kft  = 4 MN-m/rad  kt2  = 2MN’in/rad 


Co  mpiesor  Tu  rh  i na  Genemdor 

(Ji  = S kg-m5)  (J2  = 6 kg-m2)  (J3  = 4 kg-m3) 


PJgura  7.7  Sistema  torsionaJ  con  ambos  extremos  libres. 


Tabla  7.1 

Parimetrtìs 

IVueba 

Gantidad 

1 

2 

3 

«**  71 

72 

del  sfetema 

0 

10 

20 

700 

710 

(o1 

0 

100 

400 

490000 

504100 

Estacion  1: 

Ji  = 8 

@i 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

kt,  = 4 X 10® 

Mn  = wfyOj 

0 

800 

3200 

0.392£7 

0.403£7 

Estacidn  2: 

II 

M 

© 

J2  = 6 

1.0 

0.9998 

0.9992 

0.0200 

-0,0082 

ka  =2  X 1G* 

Mt%  ~ ^il  + m2 ^©2 

0 

1400 

5598 

0.398E7 

0,401  £7 

Estacidn  3: 

73  = 4 

Mt2 

03  = 02  T~ 

*j2 

1.0 

0.9991 

0.9964 

-1.9690 

-2,0120 

rT 

n 

o 

M,3  = M,  2 + 

0 

1800 

7192 

0.119£6 

-0.494£5 
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Ftgura  7.8  Prìmeros  dos  modos  flexihles. 


Solutidn:  Este  sistema  representa  un  sistema  torsional  no  restrìngido  o con  ambos  extremoS  libres.  La  tabla 
7. 1 muestra  sus  patimetros  y la  secuenda  de  los  cdlculos.  Los  càlculos  para  las  ftecuencias  de  pmeba  to  = 0, 
10, 30, 700  y 710  se  muestran  en  esta  labla.  La  cantidad  Mtì  indica  el  par  de  torsion  a la  derecha  de  la  estacitìn 
3 (generador),  la  cual  debe  ser  cero  a las  frecuencias  naturales.  La  figum  7.6  muestra  la  gtifica  de  Ms  com* 
parada  cou  a>.  Se  utilizan  valores  de  prueba  muy  ceroanos  en  la  proximidad  de  Ms  = 0 paro  obtener  valores 
precisos  de  los  prìmeros  dos  modos  flexibles,  que  $e  muestran  en  la  figura  7.8.  Observe  que  el  valor  a>  = 0 
oùrresponde  a la  rotacidn  de  cuerpo  rìgido. 


sistemas  de 
resorte-masa 


Aunque  el  mdtodo  de  Hqlzer  se  ha  aplicado  en  gran  medida  a sistemas  tomionales,  d piocedimien- 
to  es  igualmente  aplicable  al  anàlisis  de  vibratidn  de  sistemas  de  resorte-masa.  Las  ecuaciones  de 
movimiento  de  un  sistema  de  resorte-masa  {vea  la  figura  7.9)  se  expresan  como 


+ t](X|  — at2)  = 0 
(«2*2  + *](*2  - *])  + k2(x 2 -Xy)  =0 


(7.41) 

(7.42) 


Fbra  movimiento  armdnico,  x,(t)  = Xt  cos  mt,  donde  es  la  amplitud  de  la  masa  las  ecuationes 

(7 .41)  y (7.42)  se  escriben  como 

ùTmiXi  = Jfc,  (X]  - X2)  (7.43) 

^2*2  = *l{*2  - *l)  + - *3) 

= -ù>2/«,X,  + k2(X2  - JCj) 

(7.44) 


|— ij — *~x3  \-*~x3 


Flguva  7*9  Sistema  de  resorte  masa  con  amhos  extremos  lihres. 
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H procedimiento  para  el  metodo  de  Holzer  se  inida  con  una  frecuencia  de  prueba  a>y  la  amplìtud 
de  la  masa  como  = I . Las  ecuaciones  (7.43)  y <7.44)  sepueden  utilizarentonces  paia  obtener 
las  amplitudes  de  las  masas 


X2  = X , 

X}=  x2 


w/tti  X j 


jfc. 


*2 


- 


/ = 2,  3, . . . , it 


(7-45) 

(7.46) 

(7-47) 


Como  en  d caso  de  sistemas  torsionales,  la  frieiza  resultante  aplicada  a la  ùltima  masa  (enèsima) 
se  calcula  como  sigue: 

n 

F = 2 ofmft  (7.48) 

i=] 

Los  calculos  se  repiten  con  otras  frecuencias  mas  de  prueba  a>.  Las  frecuencias  naturales  se  iden- 
tifican  como  aquellos  valores  de  o>  que  proporcionan  F = 0 para  un  sistema  con  ambos  extremos 
libres.  Para  ello,  es  conveniente  trazar  una  gràfica  entre  F y ù>,  utilizando  ei  mismo  procedimiento 
para  sistemas  de  resorte-masa  que  para  sistemas  torsionales. 


7.5  Mètodo  de  iteraciòn  matricial 


E1  mdtodo  de  iteracion  matricial  asume  que  las  frecuencias  naturales  son  distintas  y tambièn  sepa- 
radas  de  modo  que  ra,  < < ■■■  < <uB.  La iteraddn  se  inicia seleccionando  un  vector  de  prueba 

X 1,  el  que  luego  se  premultiplica  por  la  matriz  dinàmica  [£>].  E1  vector  columna  resultante  luego 
se  normaliza,  por  lo  comun  haciendo  que  uno  de  sus  componentes  sea  igual  a la  unidad.  E1  vector 
columna  normalizado  se  premultiplica  por  [Dj  para  obtener  un  tercer  vector  columna  el  cual  se 
normaliza  del  mismo  raodo  que  antes  y se  convierte  en  otro  vector  columna  de  prueba.  E1  proceso 
se  repite  hasta  que  los  vectores  colurana  normalizados  sucesivos  convergen  a un  vector  comun:  el 
vector  eigen  fundamental.  E1  factor  de  normalizacion  presenta  d valor  màximo  de  À = l/ru2,  es 
decir,  el  valor  mmirno  de  la  frecuencia  natural  fundamental  [7.15].  Laconvergenciadel  proceso  se 
explica  como  sigue: 

De  acuerdo  con  el  teorema  de  expansion,  cualquier  vector  arbitrario  de  n dimensiones  J[  se 
puede  expresar  como  una  combinacidn  lineal  de  nvectores  eigen  ortogonales  del  sistema  Jf (i?,  1 = I , 
2 n: 

Xi  = C]X(,)  + c2X(2)  + ■ ■ ■ + c„XM  (7.49) 

donde  ct,c2 c„ son  constantes.  En  el  mètodo  de  ìteracidn,  el  vector  de  pmeba  Xx  se  sdecciona 

arbitrariamente  y es  por  consiguiente  un  vector  conoddo.  Los  vectores  modales  aunque  des- 
conoddos,  son  vectores  constantes  porque  dependen  de  las  propiedades  dd  sistema.  Las  constantes 
CySon  ndmeros  desconocidos  quese  tienen  que  determinar.  De  acuerdo  con  el  mètodo  de  iteraddn, 
premultiplicamos  jftO  por  la  matriz  [D].  Considerando  la  ecuacidn  (7.49),  esto  proporciona 

[Dp?,  = clD]^1)  + c2[D]X<2)  + ■■■  + c„[D]x(a) 


(7.50) 
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Ahcwa,  de  acuerdo  oon  la  ecuacion  (6,66)  tenemos 

[D]X^  = À*[/]X(0  = ^X(0;  i = 1,2,  . . . ,« 

La  sustitucidn  de  la  ecuacidn  (7.51)  en  la  ecuacion  (7.50)  produce 

[D]3f,  = x. 


P^3P')  + S3fP)  + ...  + ii5W 

4 4 4 


c 2 


Cn 


(7-51) 


(7.52) 


donde  es  el  segundo  vector  de  prueba.  Ahorarepetimos  el  proceso  y premultiplicamos  X2  por 
[DJ  para  obtener  las  ecuaciones  (7.49)  y (6.66), 


[D]X2  = X3 


= -%jt(])  + -%jt(2)  + ■■■  + -%X(“) 


<4 


<4 


a>Z 


(7.53) 


Repitiendo  el  proceso  obtenemos,  despuds  de  la  enèsima  iteradon, 
[D]Xr  = Xr+l 


c 1 

ùif 


jr(')  + ^hx^  + ■■■  + ^zx^ 


Cn 


4' 


ùJ\ 


2r 


(7.54) 


Como  se  supone  que  las  frecuencias  naturales  son  m{  < m2  < ...  <mn,  un  valor  sufìcientemente 
grande  de  rda 


4r>>  4r 


(7.55) 


Asi,  el  primer  termino  del  lado  derecho  de  la  ecuacidn  (7.54)  llega  a ser  d unico  significativo.  Por 
oonsiguiente  tenemos 


Xr+i  = 

mf 


(7.56) 


to  cual  significa  que  d vector  de  prueba  (r  + 1)  f-dsimo  llega  a ser  iddntico  al  vector  modal  funda- 
mental  dentro  de  una  constante  multiplicativa.  Como 


Xr  = 


C] 


z(1) 


(7.57) 


la  fiecuencia  naUiral  fundamental  ù>i  se  encuentra  considerando  la  rdadon  de  dos  componentes 
cualesquiera  que  corresponden  en  los  vectores  xr  y Xr+l; 


4 


*i,r+ 1 


paratodo  i = 1,2,  ...  ,n 


(7.58) 


donde  X^  y X^+ 1 son  los  elementos  i-dsimos  de  los  vectores  Xr  y Xr+ 1;  respectivamente. 
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Debate 

1,  En  la  oomprpbadòn  anterior  no  se  dijo  nada  sobre  la  normalizaciòn  de  los  vectores  de  prueba 
sucesivos  Xf . En  realidad,  no  es  necesario  comprobar  ia  convergenda  del  metodo.  La  norma- 
lizaciòn  equivale a reajustar las  constantes,  C\, c^,  ...,cn en  cada iteradòn. 

2,  Aunque  es  teòricamente  necesario  que  r—*oo  para  la  conveigencia  dd  metodo,  en  la  practica 
sòlo  basta  un  numero  fmito  de  iteiaciones  para  obtener  una  estimaciòn  razonablemcnte  buena 
de  a>i. 

3,  La  cantidad  real  de  iteradones  que  se  requieie  para  encontrar  el  vaior  de  dentro  de  un 
grado  de  predsiòn  deseado  depende  de  cuanto  se  parezca  el  vector  de  prueba  arbitiario  % al 
modo  fundamental  X1 'V  y de  quò  tan  bien  estòn  separadas  <uj  y tuj.  La  cantidad  requerida  de 
ìteraciones  es  menor  si  a^es  muy  grande  comparada  con  <u(. 

4,  E1  mòtodo  tiene  una  ventaja  distinta  en  que  cualesquiera  errores  de  càlculo  cometidos  no  dan 
rcsultados  incorrectos.  Cualquier  error  cometido  al  premultiplicar  X;  por  [f)]  da  por  resultado 
un  vector  distinto  al  deseado,  X1+1 . Pero  este  vector  incorrecto  se  puede  consìderar  como  un  nue- 
vo  vector  de  prueba.  Esto  puede  retardar  la  convergencia  pero  no  produce  resultados  incorrectos. 

5,  Podemos  considerar  cualquier  conjunto  de  n ntìmeros  para el  primer  vector  de  prueba  Xi  y aun 
lograr  laconvergencia  àl  vector  modal  fundamental.  Sòlo  en  el  caso  inusual  deque  d vector  de 
prueba  % sea  exactamenteproporcional  a uno  de  los  modos  J?(i)  (i  * l)  el  metodo  no  conver- 
geal  primer  modo.  En  ese  caso,  la  premultiplicaciòn  de  por  [Dj  da  un  vector  proporcional 
a x®. 


7.5.1 


convergencia 
a la  frecuencia 
natural  màs 
alta 


Para  obtener  la  frecuencia  natuial  mas  alta  <u„  y el  modo  conespondiente  o vector  eigen  X^  por 
raedio  del  mòtodo  de iteraciòn  matricial,  primero  reescribimos  la  ecuaciòn  (6.66)  como 


[Dj-1  X = ^[/pf  = <t?X 


(7  -59) 


donde  [D]-t  es  la  inversa  de  la  matriz  dinamica  [D]  dada  por 


[or'  = w'w 


(7.60) 


Ahora  seleccionamos  cualquier  vector  de  prueba  arbitrario  X^  y lo  premultiplìcamos^  por  [D]-1 
paia  obtener  un  vector  de  prueba  mejorado  X2  . La  secuencia  de  vectores  de  prueba  Xì+1  (j  = 1, 
2,...)  obtenida  premultiplicando  por  [D]- 1 conveige  al  modo  normal  mas  alto  Se  ve  que  el 
procedimiento  es  parecido  al  que  yase  describiò.  La  constantede  proporcionalidad  en  este  caso  es 
*>2enlugarde  l/ùfi. 


7.5.2 


Càlculo  de 
frecuencias 
naturales 
intermedias 


Una  vez  que  se  determinan  la  primerafrecuencia  natural  (o  el  vàlor  eigen  màs  grande  A j = 1 /fù\ ) 
y el  vector  eigen  x(1)  correspondiente,  podemos  prooeder  a enoontrar  las  frecuendas  naturales  mas 
altas  y los  modos  oorrespondientes  mediante  el  metodo  de  ìteraciòn  matritial.  Antes  de  prooeder, 
debemos  recordar  que  cualquier  vector  de  prueba  arbitrario  premultiplicado  por  [D]  eondutiria  de 
nuevo  al  valor  eigen  màs  grande.  Asi  que  es  necesario  eliminar  d valor  eigen  mas  grande  de  la  matriz 
[D].  Los  valores  tigen  y vectores  tigen  subsiguientes  se  obtìenen  tiiminando  la  raiz  Ai  de  la  ecuaciòn 
caracterfstica  o de  frecuencia 


|[D]-A[/]|  =0 


(7.6!) 
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Apèndice  A Àlgebra  matricial  para  el  anAlisis  estructural 


A 


La  matiiz  de  cofactores  de  A es 


1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

2 

-2 

1 

-2 

1 

2 

-1 

1 

1 

1 

1 

-1 

2 

-2 

1 

-2 

1 

2 

-1 

1 

1 

1 

1 

-1 

1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

Si  se  evaltìan  los  determiiiaiites  y se  toma  la  traaspiiesta,  la  matiiz  adjunta  es 


CT  = 


0 -2 
-3  -2 

-3  0 


Puesto  que 


A = 


1 

-1 

1 


-1 

1 

2 


1 

1 

-2 


-6 


Por  lo  tanto,  la  inversa  de  A es 


Al  resolver  las  ecuaciones  A-16  se  obtieue 


x\ 

_*3_ 


« = -JK-4K-1)  + 0(-l)  + (-2)(5)]  = 1 
= -sK-iK-1)  + (-3)(-l)  + (-2)(S)]  = 1 
= -t!(-3)(-l)  + (— 3)(— 1)  + (0)(5)]  = -1 


For  supuesto,  los  càlculos  uumèricos  se  extienden  mucho  mSs  para 
grandes  conjuntos  de  ecuackmes.  Por  csta  raztìn,  en  el  anàlisis  estructural 
se  usan  computadoras  para  detemrinar  la  inversa  de  las  matrices. 
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Primera  frecuencia  nafurat:  Suponiendo  que  el  primer  vector  eigen  0 modo  deprueba  e$ 


$e  puede  obtener  el  seguudo  veetor  eigen  de  prueba 


'3' 


X2  = [D]*!  = { 


5 

UJ 


Haciendo  d primei  elemento  ignal  a la  nnidad,  obtenemos 


X2  = 3.(K 


1.0000 

1.6667 

2.0000 


1 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


y el  valor  eigen  correspondiente  e$tà  dado  por 


- 3.0  o 


“ì 


=*  05773 


T 

m 


E1  $nbsigniente  vector  eigen  de  pmeba  $e  pnede  obtener  a partir  de  la  relacidn 


X'+l  = [D]?i 

y lo$  valores  eigen  correspondientes  lo$  proporciona 


(E.9) 


(E.10) 


Ai“*M+i  (E-ll) 

donde  Jf |f  e$  el  primer  componente  del  vector  X i+J  ante$  de  noimalizarlo.  Los  diversos  vectores  eigen 
y valores  eigen  de  pnieba  obtenidos  con  la$  ecuaciones  (E.  10)  y (E.  1 1)  $e  mnestran  en  la  tabla  de  la  pàgina 
siguiente. 

Se  ve  que  la  forma  de  modo  y la  frecuencia  natuml  convergieron  (a  la  cnarta  cifta  decimal)  en  ocbo  iteracio- 
nes.  Por  tanto,  el  primer  valor  eigen  y la  frecnenda  natuial  asfcomo  laforma  demodo  conespondientes  estàn 
dado$  por 


Aj  = 5.04892, 


Wj  = 


0.44504 


A 

tn 


{1.00000  \ 
1.80194  > 
2.24698  J 


<E.12) 


Segunda  frecuencìa  namral : Para  calcular  d scgundo  valor  eigen  y el  segundo  vector  dgen,  primero  dcbemos 
pioducir  una  matriz  deflacionada: 


[Di]  = [Di]  - A^X^fm] 


(E13) 
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i Xi  tfifl  Xij  - 1 Xl+i  - Ài  — À'iti+i  «»i 


I!) 


lil 


( 1.0000’ 

( 5.00000' 

3 

< 1.7857 

!>  < 9.00000 

(2.2143J 

1 ( 11.2143  , 

3.0 


4.66667 


5.00000 


0.5773 

V m 

0.4629  . /— 

V m 


0.4472 


7 


S 


1.00000  ‘ 

1.80193  ‘ 
224697 . 

1.00000 ' 

1.80194  • 
2.24698, 


5.04891 1 
9.09781  > 
11.34478/ 

504892' 
9.09783  ► 
11.34481 , 


5.04891 


5.04892 


0.44504 


0.44504 


Esta  ecuaddn,  sin  embargo,  iequiere  uu  veCtor  uoraializado  Jf^  que  satisfaga  = 1.  Sea  el 

lector  nomiaJizado  indicado  como 

{ 1.00000  ì 

1.80194  > 

2.24698  J 

cbnde  a es  una  constante  cuyo  valor  debe  ser  tal  que 


( 1.00000] 

T 

"1  0 0" 

( 1.00000  ì 

^^[m]**1)  = o^m  < 1.80194 

> 

0 1 0 

< 1.80194 

( 234698 J 

O 

O 

(2.24698, 

= OV9-29591)  = 1 (E.14) 


db  la  cual  obtenemos  a — 0.3279 'm~  m.  Pbr  consiguiente,  el  primer  vector  eigen  nonualizado  es 


{032799  \ 
0.59102  > 
0.73699  J 


(E.15) 
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LuegO  utilizamm  la  ecuacion  (E.  13)  y formamos  la  primera  matriz  defbcionada; 


1 1 1 1 0.32799  ì 0.32799  T 1 0 0 

[£>2]  =12  2—  504892'  0.59102  ><  0.59102  >010 

1 2 3 0.73699  J 0.73699  . 0 0 1 


0.45684  0.02127  - 0.22048 

= 0.02127  0.23641  -0.19921 

-0.22048  - 0.19921  0.25768. 

Como  el  vector  de  prueba  Se  puede  Selecdonar  arhitrariamente,  de  nueva  cuenta  consideramos 


Utilizando  el  esquema  iterativo 


Jf,  = < 1 


(E.16) 


(E.17) 


Jfi+1  = [D2]X; 


(E.18) 


obtenemos  X2 


0.25763 


-0.16201 


1.00000 


X2  = < 0.05847  > = 025763  < 022695 


-0.62885 


(E.19) 


De  ahf  que  A2se  pueda  encontrar  a partir  de  la  relacitìn  general 


h - xUÌ 


(E.20) 


como  0.25763.  La  continuacitìn  de  este  piocedimiento  pioporciona  los  resultados  que  se  muestran  en  la  tabla 
siguiente. 


X;  Ctìn  ,Yli(  = I 


*1+1  = 


^2  ~ ^1,(+1 


025763 

0.05847 

-0.16201 


0.25763 


197016  Vm 


1.00000 

0.22695 

-0.62885 


0.60032 

0.20020 

-0.42773 


0.60032 


1.29065./  — 

V m 


1.00000 

0.44443 

-0.80149 


0.64300 

0.28600 

-0.51554, 


0.64300 


1.24708  J- 

V m 


1.00000 

0.44479 

-0.80177 


0.64307 
0.28614 
-0.51569  , 


0.64307 


124701  Vm 
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Asf,  el  segundo  valor  eigen  y el  $egnndo  vector  eigen  con  vergido$  $on 


A2  = 0.64307, 


ù>2  = 1.24701 


X(2) 


1.00000 ' 
0.44496 
- 080192  j 


(E.21) 


Tercera  frecuenda  namral;  Para  el  tercer  valor  eigen  y el  tercer  vector  eigen  utilizamos  un  procedimiento 
prerìdo.  Lo$  cilcnlos  detallados  se  dejan  como  ejerrirìo  al  lector.  Observe  que  antes  de  calcular  la  matriz 
deflacionada  [DJ,  ueCe$itamo$  normaLizar  ntilizando  la  ecuarìdn  (7.62),  la  CuaL  proporrìona 


{ 0.73700 
032794  * 
-0.59102  À 


(E.22) 


7.6  ; Mètodo  de  Jacobi 


H mdtodo  de  iteracion  matricial  descrito  en  la  seccidn  anterior  produce  los  valores  y vectores  cigen 
de  la  matriz  [D]  a la  vez.  E1  mètodo  de  Jacobi  tambidn  es  un  mdtodo  iterativo  pero  produce  todos 
bs  valores  y vectores  eigen  de  [D]  al  mismo  tiempo.  donde  [D]  = [dg-]es  una  matriz  simetrica  real 
de  orden  n X n.  EI  mdtodo  esta  basado  en  un  teorema  de  àlgebra  lincal  que  establece  que  una  matriz 
àm^trica  real  [D]  tiene  sdlo  valores  eigen  leales  y que  en  dla  existe  una  matriz  ortogonal  real  [Jf] 
de  modo  que  [J?] UD] [/?]  es  diagonal  [7.17].  Los  elementos  diagonales  son  los  valores  eigen.  y las 
columnas  dela  matriz  [/?]  son  los  vectores  eigen.  De  acuerdo  con  el  mdtodo  de  Jacobi,  la  matriz  [fi] 
sc  genera  como  un  producto  devarias  matrices  de  rotacidn  [7.18]  de  la  forma 


columna  Msima  columna  ;-esima 

1 0 
0 1 


[*i]  = 

n Xii 


cos  B 

-sen  6 

sen£> 

cos<? 

fila  Ì-dsima 
fila /-dsima 


(7.65) 


donde  todos  los  elementos  aparte  de  los  que  aparecen  en  las  columnas  y filas  t y j son  identicos  a los 
de  la  matriz  identidad  [/].  Si  las  entradas  seno  y coseno  aparecen  en  las  posiciones  (Ì,  i),  (*,  j),  (/,  0 
y (j,j),  entonces  los  dementos  conespondientes  de  [SJTP]^]  se  calculan  como  sigue; 

àa  = àa  cos2  & + 2djj  sen  B oos  B + djj  sen2  B 

àij  ~ dji  = {djj  - du  )sen  tìcos  B + dtj{  oos2  B - ser^  B) 

djj  = da  sen2  B - Idjj  sen  B cos  6 + djj  cos2  B 


(7.66) 

(7.67) 

(7.68) 
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Si  0se  elige  como 


(7-69) 


entonces  hace  que  dij  = dji  = 0.  De  este  modo,  cada  paso  del  metodo  de  Jaoobi  reduce  un  par  de 
elementos  fiiera  de  la  diagonal  a oero.  Por  desgrada,  en  el  siguiente  paso,  al  mìsmo  tiempo  que  el 
mdodo  reduce  un  nuevo  par  de  cero,  introduce  contribudones  no  ceio  en  posidones  que  antes  eran 
cero.  Sìn  embargo,  las  matrices  sucesivas  de  la  forma 


[*,f[#1f[0][S,](82],  [«3]7lfi2f[*.nD][»l][«2][S}].  .. 

convergen  a la  fonua  diagonal  requerida;  la  matriz  final  [/!],  cuyas  columnas  da  los  vectores  eigen 
se  escriben  entonces  como 


[*]  = [*i][M*d- 


(7.70) 


Ejemplo  7.6 


Soluciòn  de  valoreigen  aplicando  el  mètodo  de  Jacobi 


Encueritre  los  valores  y vectores  oigen  de  la  matriz 


[D] 


1 1 1 
1 2 2 
1 2 3 


utilizando  el  mètodo  dc  Jacobi. 

Solucion:  Inidamos  con  el  tèrmino  fueia  de  Ja  diagonal  màs  grande,  d^  = 2,  en  la  matriz  [D]  y tratamos  de 
reducirla  a cero.  Desdc  la  ecuaddn  (7.69), 


<?i  = J m 1 


= -37.981878* 


E*i3 


1.0 


0.0 

0.0 


o.o  0.0 

0.78820M  0.6154122 

-06154122  0.7882054 


[D']  = [*!]>][*,]  = 


1.0 

0.1727932 

14036176 


0.1727932 

0.4384472 

0.0 


1.4036176 

0.0 

4.5615525 


Luego  tmtamos  de  ieducir  a cero  el  tèrmino  màs  gmnde  fueia  de  la  diagonal  de  [D'],  es  dedr  = 1 4036176, 
Laecuadèn  (7.69)  resulta 


1 _J  2.8072352  \ 

2^"  ^1.0  - 45615525/ 


- 19.122686* 


[*a]  = 


0.9448193 

0.0 

-03275920 


0.0 

03275920 

IjO 

0.0 

0.0 

0.9448193 
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[D-]  = [/?2]T[D'][i?2] 


0.5133313  0.16325S4-  0.0 

0.1632584  0.4384472  0.0566057 

0.0  0.0566057  5.0482211 


E1  elemento  mds  grande  fueia  de  la  diagonal  en  [D“]  es  d'n  — 0.1632584,  Ù3  se  puede  obtener  desde  la  ecua- 
ddn  (7.69)  como 


„ 1 \ 1 _,(  0.3265167 

fl-i  = — tan  1 I = — tan  

2 yd’Ì!  - d'hj  2 ^0.5133313  - 0.4384472 


= 38.541515® 


[J?3]  = 


0.7821569 

0623Q815 

0.0 


-0.6230815 

0.7821569 

0.0 


0.0 

0.0 

1.0 


06433861  0.0  0.0352699 

[Dw]  = [tf3F[D’][tf3]  = 0.0  0.3083924  0.0442745 

0.0352699  0.0442745  5.0482211 


Suponiendo  que  todos  los  tdrminos  fuora  de  la  diagonaJ  en  [D^  so  acercan  a cero,  podemos  detcner  d proceso 
cn  este  pnnto.  Los  elementos  diagonales  de  [Dw]  dan  los  valoies  eigen  (valoies  de  1/cn3)  coitio  0,6433861, 
03083924 y 5,04822 1 1 , Las  colnmnas  de  la  matriz  [R]  dan  los  valoies  eigm  conespondientes,  donde 


[*]  = [*lM[J?33  = 


0.7389969 

03334301 

-0.5854125 


-0.5886994 

0.7421160 

-03204631 


0.3275920 

0.5814533 

0.7447116 


H proceso  iterativo  $e  puede  oombmar  para  obtener  solucion  mds  precisa.  Los  valores  eigea  presentes  Se 

pueden  comparar  con  lo$  valoies  exactos:  — 0,6431041, 0.3079786  y 5.0489173. 


7.7  Problema  de  valor  elgen  estàndar 


En  el  capitulo  anterior,  el  problema  de  valor  eigen  se  formulò  como 

[*]jr  = ù?[m\x 


<7.7 1) 


d cual  se  puede  reescribir  en  la  fonua  de  un  problema  de  valor  eigen  estandar  [7.19]  como 

[D]X  = XX  (7.72) 

donde 

[D]  = [k]-l[m]  (7.73) 


(7.74) 
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Por  lo  general,  la  matriz  [D]  es  no  simdtrica, aunque las  matrices  \k\  y [m]  sf  lo  son.  Como  el  mdto- 
do  de  Jacobi  (descrito  en  la  seccidn  7.6)  se  aplica  sdlo  a maUices  simdtricas  [D],  podemos  adoptar 
d siguiente  procedimiento  [7.18]  paia  derivar  un  problema  de  valor  eigen  estandar  con  una  matriz 
simdtrica  [D]. 

Suponiendo  que  la  matriz  [fl  es  simdtrica  y posiliva  definida,  podemos  utilizar  la  descomposi- 
cidn  de  Choleski  (vea  la  seccidn  7.7.1)  y expresar  [A]  como 

[*]  = [U]T[U]  (7.75) 

donde  [D]  es  unamatriz  triangular  superior.  Utilizando  esta  telacidn,  el  probleraa  de  valor  eìgen  de 
la  ecuacidn  (7.71)  se  puede  expresar  como 

A[D]T[f/]]f  = [m]jf  (7.76) 

Premultiplicando  esta  ecuacion  por  ([I/JO^obtenemos 

k[U]X  = {[t/fr'W*  = ^7-77) 

Definiendo  un  nuevo  vector  Y como 

Y = [U]X  (7.78) 

La  ecuacidn  (7.77)  se  puede  escribir  corao  un  problema  de  valor  dgen 

[D]?  = A?  (7.79) 

donde 

[D]  - {[tffr'MM-  (7.80) 

Por  lo  lanto,  para  formular  [D]  de  acuerdo  con  la  ecuacidn  (7.80),  primero  descomponemos  la 
matrizsimdtrica  [A] como se muestxa en la ecuacion  (7.75),hallamos  [I/]-ty  ([I/]7)-1  = ([I/]-,)r 
como  se  describe  en  La  siguiente  secdon,  y luego  obtenemos  la  multiplicacidn  matricial  como  se 
indica  en  la  ecuacion^.SO).  La  sdlucidn  del  problcma  de  valor  eigen  expresada  en  la  ecuacidn 
(7.79)  produce  \ y yW.  Luego  aplicamos  la  transformaddn  inveisa  y encontiamos  los  vectores 
dgen  deseados: 

X^  = [f/]  -1y(0  (7.81) 


7.7.1 


Descomposi- 
ciòn  de 
Choleski 


Cualquier  matriz  simdtrica  y posiriva  definida  [A\ de  orden  jjXnse  puede  descomponer  de  forma 
unica  [7.20]: 

[A]  = [U]T[U]  (7.82) 

donde  [U ] es  una  matriz  triangular  superior  pioporcionada  por 


Wì 


«11 

«12 

«13  ■ 

■ Uln 

0 

«22 

«23 

■ tt2tì 

— 

0 

0 

«33  " 

■ tt$n 

_ 0 

0 

o ■ 

■ Unn 

(7.83) 
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con 

«11  = («u)1/2 


a\j 

«i j r J “ 2,3,..-,w 

«u 


Uij  = 0,  f > j (7.84) 


hversa  de  la  matrìz  [UJ.  Si  laìnversade  la  matriz  triangular  superior  [t/]  se  indica  como  [ct^\,  los 
dementos  cty  se  determinan  a partir  de  la  siguiente  rdaciòn 

[f/Jlt/]-1  = [/]  (7.85) 


la  cual  proporciona 


(7.86) 


ftir  lo  tanto,  la  inversa  de  [17]  tambien  es  una  matriz  triangular  superior. 


Ejemplo  7.7 


Descomposlciòn  de  una  matrlz  slmòtrlca 


Descomponga  la  tnatrìz 


[A]  = 


5 1 
1 3 
0 2 


0 

2 

8 


ei  la  forma  de  la  ecuaddn  (7.82). 

Soludòn:  Laecnadòn  (7.84)  proporciona 

«11  = = Vs  = 22360680 

«12  = Ott/wu  = 1/2.236068  = 0.4472136 

«13  = Ois/Wll  = 0 

«22  = [fl22  - «i2]1/S  = (3  - 0.4472 1362}1/2  = 1.6733201 

«33  = [°33  ” «13  “ f^3]1/2 
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ttonde 


«23  = («23  - «i2«i3)/»22  = (2  - 0.4472136  X 0} /16733201  = 1.1952286 
»33  = (8  - 02  - L19522862)i/2  = 25634799 


Ptiesto  que  = 0 pam  # >;,  tenemos 


[U] 


22360680 

00 

00 


0.4472136  0.0 
1.6733201  1.1952286 

0.0  2.5634799 


7,7.2 Se  han  desarrollado  otros  mdtodos  diversos  para  encontrar  la  soluciòn  numdrica  de un  problema 

de  valor  eigen  [7. 18,7.2 1].  Bathe  y Wilson  [7.22]  realizaron  un  estudio  oompaiativo  de  algunos  de 

Otros  mètodos  65103  ra&odos.  Redentemente  se  ha  puesto  ènfasls  en  la  solucidn  econòmica  de  grandes  proble- 
desolu  cion  11,35  de  valor  dgen  [7.23, 7.24].  E1  calculo  de  frecuencias  naturales  por  el  uso  de  las  secuencìas  de 

Sturm  se  presenta  en  las  referencias  [7.25]  y [7.26].  En  la  referencia  [7.27]  se  presenta  una  forma 
àltemativa  de  resolvCT  una  clase  de  problemas  de  vibmciòn  mecanica  concentiada  por  medio  de 
mètodos  topològicos. 


7.8  Ejemplos  resuettos  utillzando  matlab 


Ejemplo  7.8  soluciòn  de  un  problema  de  valor  eigen 


Utilizando  MATLAB  encuetìtre  Io$  valores  y vectorea  eigen  de  la  matriz 


[A]  = 


-1 

4 

-1 


Solueìèn; 


« A=[3  -1  0;  -a  4 -a,  o -1  1] 
A - 


2 

-2 

0 


-1 

4 

-1 


0 

-3 

1 


» [V,  D]  e *ig  (A) 
V n 


D B 


-0.820E 

0.2262 

o.soeo 

-0 .4584 

0.6616 

-0.2020 

Q.316E 

0.7149 

E .4  774 

0 

0 

0 

2 . 4461 

0 

0 

0 

0.074  6 
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Ejemplo  7.9 


Ejemplo  7.io 


uso  de  un  programa  para  resolver  con  el  metodo  de  Jacobl 
un  problema  de  valor  eigen 


CtesaiiQlfe  un  programa  geneial  denominado  ProgramS  .m  para  implomontar  el  mètodo  do  Jacobi  y asi  hallai 
bs  valores  y vectores  eigen  do  una  matriz  simètrica.  Use  el  programa  para  deteiminai  los  valoies  y vectores 
eigen  de  la  matriz 


[A] 


1 1 1 
t 2 2 

1 2 3 


Sùliicion:  0 programa  PrograniS  ,mse  desanolla  para que  acepte  los  signientes  datos: 


n = oiden  de  la  matriz 
d = matrizdadadeoiden  uXn 

eps  = especificacitìn  de  conveigencia,  nna  pequdia  cantidad  en  el  orden  de  10-5 
itmax  = mtìximo  permitido  de  iteiaciones 


H programa  pioporciona  los  valoies  y vectoies  eigen  de  la  matriz  d. 


» progr  anS 

SaluciAn  da  valorea  *ìg«u  por  *1  aStodo  da  Jaeobi 


Màtrie,  dàdà 
l.OOOOODODa+OOO 

1.00000000O+000 

1.00 0000 00 a+0 00 


Loa  vsctoraB  *ig«n 
PrijÈuaro 

3.2748494S0-OOI 

£.910094EBa-001 

7.36S76047&-001 


l.OOOOOOOOn+OOO 

a.00000000a+000 

a.OOOOOOQOn+OOO 


■on 

Beguntio 

-7. 3697 6239 «-001 
-3. 27£SS27£e-001 
E.S100$04e«-001 


1.00000000à+000 

2.00000000A+000 

3.000Q0000a+000 

3.0797BS2B4-001 

T&rcaro 

E.9100S231a-001 
-7.3£97S$00a-001 
3 .279&S£36a-Q0l 


EfOa  valoraa  algan  aon 

£.04 8917 34 a+0 00  £ . 43104132*-001 


Programa  para  una  soluciòn  de  valor  eigen  apllcando  el  mètodo 
de  iteraciòn  matrlcial 


DesairoUe  un  programa  geneml  de  compntadora,  llamado  Programio  para  implementai  el  m£todo  de  ite- 
racidn  rtìatricial.  Use  el  programa  para  ballar  los  valores  y vectores  eigen  de  la  matriz  [A]  que  se  proporciona 
en  el  ejemplo  7,9. 

Sohiddn:  El  progiama  Frojr.nio  .mse  desarrolla  para  qoe acepte  lo$  siguientes  datos  de  entrada: 

n = orden  de  la  matriz  d 
d = matrizdadade  oiden  « X n 
xs  = vector  inicial  supuesto  de  orden  n 
n vec  - cantidad  de  valores  y vectores  eigen  que  se  debe  determinar 
xm  = matriz  de  masa  de  orden  n X n 

eps  = requerimiento  de  convergencia,  una  pequefia  cantidad  ® el  orden  de  10“ 5 
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Ejemplo  7.11 


E1  programa  ofrece  los  signientes  resultados; 

freq  = matriz  de  tamano  n vec,  qne  contiene  las  frecuencias  natwales  calcnladas 
eig  = matriz  de  tamafio  n X nvec,  qne  contiene  los  vectores  eigen  calculados  (columnas) 


» progtimlO 

Soluciòn  da  un  ptoblemaa  da  vilcar  *lg«n  por  al 
auètcdo  d*  i t*raci6n  matriciil 

FrncuAncìaa  naturalea: 

4.4&0424*-001  1.24£Sfià*-h000  1 . 0015 3tìe+  000 


Hòdoa  («n  fonu  da  ccluamae)  i 


1.000000*4000 
1.801937*4000 
2.24097  W000 


1.000000*4000 
4.4E0220A-001 
-0.01932 7* -001 


1.000000*4000 
-1.247007*4000 
S . 549  790*- 001 


programa  para  resolver  un  problema  de  valor  elgen  general 


De'iajTollc  un  prograitia  geneml,  llamado  Prograinll^A,  para  resolver  un  problema  de  vaJor  eigen  general. 
Ifee  el  programa  para  encontmr  la  solucitìu  del  problema  de  valor  eigen  general 


[Jt]X  = 6J2[m]Jf 


donde 


2 -1 

0 

1 0 0 

[*]  = 

-1  2 

0 -1 

-1 

1_ 

> [»*]  = 

0 1 0 
.0  0 1. 

Stìluctun:  Programll  *mse  desarrolla  pam  resolver  el  problema  [k]X  = ùt2[m]X  transfonnandolo  primero 
eu  un  problema  de  valor  eigen  especiaJ  [d]y  = ^ [/]?s  donde  [D]  es  igual  a fl^F)_,[m][t/]_1  y [k]  = [U]T 
[U  ].  E1  progiama  $e  desanolla  para  que  acepte  los  siguientes  datos  de  entrada: 


nd  = tamafio  del  pioblema  {tamaiip  de  la$  matrices  de  masa  y rigidez) 
bk  = matriz  de  rigidez  de  tamafio  ndX  nd 
bm  = matriz  de  masa  de  tamafio  nd  X nd 


El  progiama  da  la  matriz  triangular  supeiioi  de  [bk],  la  inveisa  de  la  matriz  triangular  superipr  [hi],  la  matriz 
[wri][f>m][n3  donde  [ntì]  e$  la  tmnspuesta  de  [ni]  y lo$  valores  y vectoie$  eigen  del  pioblema. 


» progruill 

H*triB  triaugular  eup*rlor  [U]  ; 

1.414214*+000  -7.07105S*-001  0 . 0 0000 0a+00 0 

0.000000a+000  1. 224745*+000  -8 . 16496 8a-00 1 

0.000  000*4000  0.0000  004+0  00  5.7  7350  3a-00 1 

invarfl*  da  1*  matrÌB  triangular  auparior 

7.0710684-001  4. 0824G3a-001  5 . 7 7350 3*-00 1 

0.000000*4000  B.164966*-001  1. 15470 l*+00 0 

0.000000*4000  0.0000004+000  1.7320514+000 
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Junta  B 


10  kN 

^2F,  = 0; 

O 

II 

3 

Resp. 

tB 

+ ^2^  = 0; 

Nb  - 10.0  = 0 

JVD  = 10,0  kN 

^BA  * 

N* 

E3-4. 

JUn  taD 

^2^  = 0; 

Fdc  — 2 = 0 

= 2.00  k(T) 

Resp. 

2 k 

O Fqc 

+ T2F,  = 0; 

Fda  = 0 

Resp. 

f ^DA 

Jiinta  C 

^^,  = 0; 

^ca(?)  "2  = 0 

Fca  = 3,333  k (C)  = 3.33  k (C) 

Resp. 

2 

c 

+ 12^  = 0; 

3,333 (^)  - FCJJ  = 0 

Fcb  = 2.667  k (T)  = 267  k (T) 

Resp. 

F 3 1 

f ^CB 

Junta  A 

3333  t 
Sj/ 

^2^  = 0; 

- 3.333 (?)  = 0 

Fab  = 200  k(T) 

Resp. 

+ ?2F7  = 0; 

Nj4  - 3.333(1)  = o 

Na  = 2.667  k 

i 

t p 

N * 

F. 3-5. 

Junta  D 

^2^  = 0; 

F dc  = 0 

Resp. 

+ t2F^  = 0; 

*DA  = 0 

Resp. 

Tp 


Junta  C 


i+  = 0;  8 cos  60°  - Fca  cos  45°  = 0 FCA  = 5.657  kN  (T)  = 5.66  kN  (T)Resp. 


+ \-ZFy  = 0;  Fcb  - S657sen45B  - 8sen  60°  = 0 


Fcb  = 10.93  kN(C)  = 10.9  kN  (C)Re$p. 
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Preguntas  de  repaso 

7*1  Responda  bievemente  lo  siguiente: 

1*  Kfencione  algunos  mdtodos  para  determinar  la  fteeuencia  natuml  fundamental  de  un  sistema  de 
varios  giados  de  hbertad. 

2*  ^Cuàl  es  Ja  suposicidn  bàsica  hecha  aJ  derivar  Ja  fdimula  de  Dunkerley? 

3*  iQuà  es  el  principio  de  Rayleigh? 

4»  Mencione  si  obtenemos  un  hmite  inferior  o un  lfmite  superior  a la  ftecuencia  natmal  fundamental 
$i  utìlizamos  (a)  la  fdrmula  de  Dunkerley  y (b)  el  mètoA*  de  Rayleigh. 

5*  iQuè  es  el  cociente  de  Rayleigh? 

& iCuàl  e$  el  principio  bàsico  utilizado  en  el  mbtodo  de  Holzer? 

7*  iQue  es  el  mbtodo  de  iteiaddn  matricial? 

8*  ^odemos  utilizar  cualquier  vector  de  prueba  % en  el  mdtodo  de  iteiadtìn  matricial  para  hallar  la 
fiecuenda  natinal  màxima? 

9*  Utilizando  el  màtodo  de  iteiaddn  matricial,  ^cdmo  encuentia  las  ftecuencias  natuiales  inter- 
medias? 
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10*  iCuSJ  es  la  difexencia  eatre  el  mètodo  de  iteraritìn  matriciaJ  y el  mriodo  de  Jaeobi? 

11#  iQuè es  una  matriz  de  rotaridn?  £Cuàl  es  su  propdsito  en  el  nràtodo  de  Jacobi? 

12.  ^Què  es  un  proble  ma  de  valor  eigen  estSndar? 

13*  ^Cuàl  es  el  rol  de  la  descomposiriòn  de  Choleski  al  derivar  el  problema  de  valor  eigen  estàndar? 

14.  ^Ctìmo  encuentm  la  in  vema  de  una  matriz  triangular  superior? 

7.2  Indique  $i  cada  uno  de  los  siguientes  enunriados  es  verdadero  o felso: 

1*  la  fiecuenria  fundamental  dadapor  la  ftìrmula  de  Dunkerley  siempre  seià  mayor  queel  valor  exacto. 

2+  la  fiecuenria  fundamental  pmpoirionada  por  el  mètodo  de  Raylrigb  siempre  $erà  mayor  que  ei 
valor  eiacto. 

3*  [a]X  = A[  B]X  es  un  problema  de  valor  eigen  estàndar. 

4.  [À]X  = À[/][£r]  Y e$  un  problema  de  vfllùr  eigen  estàndar. 

S*  B metodo  de  Jacobi  puede  determinar  lo$  valoies  eigen  de  solo  matrices  simètricas. 

6*  El  mètodo  de  Jacobi  utiliza  matrices  de  rotaridn. 

7,  E1  mètodo  de  iteraritìn  matririal  iequiere  que  las  fiecuenrias  naturales  $ean  distintas  y que  estèn 
bien  sepamdas. 

8*  En  el  mètodo  de  iteraciàn  matririal,  cualquier  enor  de  càlculo  no  darà  resultados  inconectos. 

9.  E1  mètodo  de  iteraridn  matririal  nunca  dejarS  de  converger  a fiecuenrias  màs  altas. 

10*  Cbando  el  mètodo  de  Rayleigh  $e  utiliza  para  una  flecha  con  varios  rotoies,  se  puede  utilizar  Ja 
cum  de  deflexitìn  estàtìca  como  la  fonua  de  modo  apropiada. 

11*  Se  puede  considerar  que  el  mètodo  de  Rayleigh  es  el  mismo  que  el  de  conservaritìn  de  energia  para 
un  sistema  vibiatorio. 

7*3  Escriba  en  cada  uno  de  los  espacios  en  bJanco  la  paJabra  apropiada: 

1*  Cualquier  matriz  simètrica  positìva  definida  [A]  $e  puede  descomponer  como  [A]  = [I/]7!!/], 
donde  [I/]  es  una  masa  triangular . 

2.  E1  mètodo  de  desoomponer  una  matriz  simètrica  positiva  defmida  [A]como  [A]  = [t/]T  [U]  se 
conoce  como  mètodo . 

3*  Cada  pnso  del  mètodo  de  Jacobi  reduce  un  par  de  elementos  fuera  de  la  diagonal  a . 

4.  E1  teorema  de permite  iepresentar  cualquier  vector  como  una  combinaritìn  lineal  de 

vectores  eigen  del  sistema. 

5*  Si  el  mètodo  de  iteracitìn  matricial  converge  al  valor  eigen  minimo  con  [d]X  = klL  el  mètodo 
converge  al  valor  eigen con  [D]  ~ 1 X = fjix. 

6.  E1  coriente  de  Rayleigh  proporciona  el  limite para  y el  Ifmite paia  0*1. 

7*  E1  coriente  de  Rayleigh  tìene  un  valor  estarionario  cerca  de  un . 

8*  Rara  una  flecha  con  masas  ml5  el  mètodo  de  Rayleigh  paoporciona  Ja  ffecuencia  natural 

como 

f g(miWi  + m2w2  + ■ ■ - } ì i/3 

" = 1 5“ i7 f 

L m^wi  + m2w2  + ■ ■ ■ } 

donde  wy  y w2 indican  las  defleiiones de  mi  3 m2 iespectivamente. 

9.  El  mètodo  de  Holzer  e$  bàsicamente  un  mètodo . 

10.  E1  mètodo $e  aplica  màs  extensamente  a sistemas  torsionales,  aunque  el  mètodo  es 

igualmente  aplicable  a sistemas  lineales. 

11*  E1  càlculo  de  altas  ffecuenrias  natuiales,  basado  en  el  mètodo  de  iteraritìn  matririal,  implica  un 
proceso  conocido  como de  matrices. 

7.4  SeJecrione  Ja  respuesta  mds  apropiada  de  entre  Jas  opciones  dadas: 

1*  Cuando  el  vector  de  prueba 
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7J 


$e  utìliza  pam  solucionai  el  problema  de  valor  eigen, 


1 1 
l 2 
1 2 


AX 


el  siguieote  vector  de  prueba  X^ 


5 dado  por  el  mdodo  de  iteracidn  matricial  es 


3 

f1 

f3ì 

u*  | 

5 

b*  ì1 

c.  <3 

Uì 

bJ 

1 b. 

ì E&ra  m sistema  semidefmido,  la  eeuaddn  final  en  el  metodo  de  Holzer  indica 
a*  la  amplitud  en  el  extremo  como  cero 
b,  h suma  de  las  fuerzas  inerdales  como  cero 
c;  la  ecuaddn  de  movimiento 


3*  la  fdnnula  de  Dunterley  està  dada  por 

«4  anm!  + aMm2  + ■■■  + aRnmn 

b*  \ **  anmi  + a22m2  + ■■■  + annm„ 
"i 

C*  — « knmi  + k22m2  + ■ ■ - + knnma 
“1 


XT[k]X 

XT[m]X 


c,  R(X)  ù$ 


4 H cociente  de  Rayleigji  està  dado  por 

XT[k]X  XT[m]X 

**  XT[m]X  b+  XT[k]X 

5*  H codente  de  Rayldgh  satisface  la  siguiente  reladdn: 
a.  R(X)  ^ ùj?  b*  R(X ) > 


& Kna  un  sistema  vibratorio  con  [k] 


2 -1 

-1  2 


y E*] 


ì o 
o 1 


5 la  forma  de  modo  màs  proxi- 


XT[k]X 

ma  aJ  modo  fundamental,  segun  el  codente  de  Rayleigh,  R(X)  = — — — està  dada  por 

X 


a,  x = 


Cbneladone  los  elementos  en  las  dos  columnas  siguientes: 


1+  Foim  ula  de  Dunterley 


2+  Metodo  de  Rayleigh 


a*  Bacuentia  las  frecuencias  y modos  natuiales 
del  sistema,  uno  a la  vez,  por  medio  de  varios 
valores  de  prueba  de  cada  fiecuencia. 

b*  Encuentia  todas  las  ftecuencias  natumles  utili- 
srndo  vectores  de  prudsa  y el  procedimiento  de 
deflacidn  matridal. 
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3*  Metodo  de  Hqlzer  C*  Encuontra  todos  los  valores  y vectores  eigen  al 

TnLsmo  tiempo  $m  util  izar  vectores  de  prueba. 

4,  Metodo  de  itemcidn  matricial  d,  Encuentra  el  valor  aproximado  de  Ja  fxecnencia 

fundamental  de  un  sistema  compuesto. 

5*  Mietodo  de  Jacobi  e*  Encuentra  el  valor  aproximado  de  la  frecueu- 

da  fundamental  de  un  sistema  que  siempre  es 
mayor  que  el  valor  verdadero. 

Problemas 

secciòn  7.2  Fòrmyla  de  Dunkerrey 

7*1  Galcule  la  ftecuencia  fundamental  de  Ja  viga  que  se  muestra  en  la  figma  6.9  aplicando  la  fòrmula  de 
Dunterley  para  los  siguientes  datos:  (a)  m | = m3  = 5m,  r?h  = m y (b)  mj  = m3  = m,  m^  = 5m. 

7.2  Bìcuentre  la  fiecuencia  fundamental  del  sistema  toisionaJ  que  $e  muestia  en  la  figma  6.11,  aplicando 
la  fdrmula  de  Dunkerley  para  los  siguientes  datos:  (a)  = /j  ==  J7  = y (b) 

J \ “ J'qj  Jj  “ ^^0®  ^3  tfi  hfì  ^ 

7*3  Estime  la  frecnencia  fuudamental  de  la  flecha  que  $e  muestra  en  la  figum  7.3  utilLzando  la  fdrmula  de 
Dunkerley  pam  los  siguieutes  dato$:  mi  = ma  m^  = 2m,  rn^  = 3m,  /|  = /j  = /3  = /4  = M. 

1A  La  fiecueucia  natuml  de  vibmcidn  a flexiòn  de  ala  de  un  avitìn  militar  e$  de  20  Hz.  Halle  la  nneva  fre- 
cuenda  de  vibmtidn  a flexidn  del  ala  cuaudo  uu  arma,  que  pesa  2000  lb,  $e  coloca  en  la  punta  del  ala, 
como  se  muestm  en  la  figum 7. 10.  la  rigidez de  la  punta  del  ala,  eu  flexiòn,  e$  de  50000  Ib/pie. 


Figtira  7.10 
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7*6  Aplicando  la  ftìrmula  de  Dunkerley,  determiùe  la  freeueDcia  DaturaJ  del  sistema  que  se  muestra  eu  la 
figum5.33  conmi  = = my  /|  = 4 =/3  = L 

7*7*  Disefie  una  secdtìn  tubular  de  peso  mfnimo  pam  la  flecha  que  se  muestra  en  la  figum  7.3  paia  logiar 
ma  freeuencia  fundamental  de  vibmcitìn  de  0.5  Hz.  Suponga  = 20  kg,  m2  = 50  kg,  = 40  kg, 
/,  = 1 m,  4 = 3 = 4m,/4  = 2 my  £ = 2,07  X 101J  N/m1, 

7*6  Una  viga  unifqnne  simplemente  apoyada  carga  dos  masas  mA  y m7  con  m7  = 3mj  como  se  muestia  en 
h figuia  7. 12.  Halle  la  ftecuenda  natuial  fundamental  de  la  viga  aplicando  el  mètodo  de  Dunkerley. 


4 


/ 

3 

, 3 

3 

Flgura  7.12 


7.9  Una  viga  vniforme  doblemente  empotrada  carga  dos  masas  rti\  y mj  con  = mi  como  se  mnestra  en 
b fìgura  7. 13.  Determine  la  frecutaicia  natural  de  la  viga  con  el  metodo  de  Dunterley. 


3 


A 


mi 


i 

1 


/ 

/ 

/ 

3 

3 

3 

Figura  7.13 


seccioti  7.3  Mètodo  de  Raylelgh 

7*10  Siguiendo  el  mdcdo  de  Rayldgh  determine  la  primeia  ftecuenda  natuml  de  vibiadtìn  del  sistema  que 
se  muestm en  la  figum  7.2.  Suponga  k^  = k,  k^  , = 2fc  *3  = 3fc  y mj  = mf  m^  = 2mt  m3  = 3m. 

7*11  Aplicando  el  mètodo  de  Rayleigh  determine  la  ftecuenda  natural  fundamental  de  vibraddn  del  sistema 
toisiqnal  que  se mnestm en  la  figum  6.11.  Supqnga  J\  = /2  = 2J0j  J3  = 370y  = k&  = k^  = kf. 

7*12  Cbn  el  metodo  de  Rayleigh  iesnelva  el  paoblema  7.6. 

7*13  Siguiendo  el  mdodo  de  Rayleigh  deteimine  la  ftecuencia  natuml  fundamental  del  sistema  que  se  mues- 
tm  en  la  figum  5.33  cuando  mj  = m,  m^  = 5m,  /|  = t2  = /3  = /. 

7*14  Un  edifido  de  dos  pisos  sometido  a cortante  se  muestm  en  la  figum  7. 14  en  el  cual  se  supone  que  los 
pisos  son  ngidos.  Àplicando  el  mdodo  de  Rayldgh,  calcule  la  primem  fiecnencia  natuml  del  edificio 
para  m , = 2m,  m2  = ma  h\  = h2  = h y k\  = k^  = 3 Elfti*.  Suponga  que  la  configumdtìn  del  primer  modo 
es  la  misma  que  la  forma  de  equilibrio  estàtìco  debido  a cargas  piqpoidonales  a los  pesqs  de  lq$  pisqs. 

7*15  Cbmpruebe  que  el  cqdente  de  Rayleigh  nunca  es  tnfis  altq  qne  el  valqr  eigen  mds  altq. 

7*16  la figum 7.15  muestm una  viga de acero  en vqladizo  escalonada.  Los escalones tìeaien  secdones tmnsver- 
mles cuadmdas de 4 pulg  X 4 pulg y de 2 pulg  X 2 pulg,  cada uno  con  Lqngitudes de  50 pulg.  Suponiendq 
qie el mòdiilq  de  Young comq  E = 30  X 10^ lb/pulgp y el peso unitario comq  y = 0.283  lbf/pulg3pam el 


*E1  asterisco  indica  un  problcma  sin  rcspucsta  tSnica, 
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Figura  7.14 


material  de  la  viga,  determine  la  fiecuencia  natural  fundamental  de  vibracitìn  a flexitìn  de  la  viga  aplicando 
d metodo  de  Rayleigh.  Suponga  la  deflexitìn  de  la  viga  como 

y(jf)  = C ^l  - cos^ 


dbnde  C es  nna  consiante. 
y{x) 


FJgura  7J5 


7*17  En  la  figma  7.16  se  nuiestm  nna  viga  nniforme  simpletnente  apoyada  de  100  pulg  de  longitud,  oon  nna 
seccidn  rectangnlar  hueca.  Snponimdo  nna  forma  deflaciomda  de 

y(jf)  = C sen  “ 

encuentre  la  ftecuencia  natural  de  vibracitìn  transveraal  de  la  viga.  E1  material  de  la  viga  tiene  un  mtì- 
dulo  de  Yoimg  de  E = 30  X 10®  lb /pulg5  y un  peso  unitario  de  y = 0.283  lbf/pulg3. 


y(x) 

| 


6pulg 


W////A(///777s 

ì 


O* 


5pulg 

i 

i 


3ypulg{- 

* 


1 


V/y'//S7/////.'y/ 


4pulg- 


Scccitìn  A-A 


Fìgura  7.16 
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7,18  llna  viga  uniforrne  doblemente  empotrada  de  longitud  / COn  Secdòn  rectangubr  w X h se  muestra  en  la 
figura  7.17.  Suponiendo  el  mddulo  de  Young  como  E y el  peso  unitario  como  y para  el  material  de 
la  viga  y la  forma  defladonada  como 


y(x)  = c 


Determine  la  frecuencia  natural  de  ia  viga. 


Ax) 

i 

i 

| 

i 


p 


1 


h— 1 H 

Secciòn  transver$al 


Flgura  7-17 


secciòn  7.4  Mètodo  de  Holzer 

7#19  Utilizando  el  mètodo  de  Holzer  determine  las  frecucncias  natnrales  y modos  dcl  sistema  qne  $c  muestra 
&i  la  figum  tìk  14,  con  mj  = 100  kg,  = 20  kg,  m3  = 200  kg,  jtj  = 8 000  N/m  y Jfc2  = 4000  N/m, 

7*20  Las  matrices  de  rigidcz  y masa  de  nn  sistcma  vibmtorio  cstSn  dadas  por 


2 -1 

0 

l 0 0 

[Jfe]  = Jt 

-1  2 

0 -1 

-1 

3_ 

f [m]  = m 

0 1 0 
_0  0 2_ 

Aplicnndo  el  mdodo  de  Holzer  determine  todos  los  modos  principales  y las  frecnencias  natumles. 

7J1  Pam  el  sistema  torsional  qne  se  muestra  en  la  figura  tì.l  1 determine  un  modo  principal  y la  fiecuencia 
correspondiente  por  el  mètodo  de  Holzer.  Suponga  qne  kn  = ka  = ^3  = k(  y J\  = J2  = ^2  = Jo- 

7-22  Siguiendo  el  metodo  de  Holzer  determine  las  ftecuencias  natmales  y modos  del  edificio  sometido  a 
cortante  que  se  muestra  en  la  figma  7.14.  Suponga  que  mj  = 2m,  m^  = m,  A|  = h2  = fc  k\  = 2fc,  k2  = 
kyk=5EI/h 3. 

7-23  Cbn  el  metodo  de  Hglzer  determine  las  fiecnencias  naturales  y modos  del  sistema  que  se  muestia  en  la 
figuiatì.39.  Suponga  que  J\  = 10  kg-cm2,  J2  =5  kg-m2,  J2  = 1 kg-m2,  y Jfc^  = Jfc^  = 1 X ÌO6  N-mAad. 

7-24  Una  flecha  unifoime  Ueva  tres  rotorcs  como  $e  muestra  en  la  figura  7.18  con  mqmentos  de  inercia  de 
masa  /j  = J2  = 5 kg-m2  y J2  = 10  kg-m2.  Las  rigideces  toisionales  de  los  segmentos  entre  los  rotoies 
estSn  dadas  por  kn  = 20000  N-m/rad  y ka  = 10000  N-m/iad.  Determine  las  ftecuencias  natuiales  y 
modos  del  sistema  siguiendo  el  metodo  de  Holzer. 

7-25  Una  flecha  uniforme  lleva  tres  rotores  como  se  muestra  en  la  figura  7.18  con  momentos  de  inercia  de 
tnasa  J\  = 5 kg-m2,  J2  = 15  kg-m2y  /3  = 25  kg-m2.  Las  rigideces  toisionales  de  los  segmentos  entie  los 
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FLgura  7.18 


iDtores  son  k^  = 20000  N-rn/rad  y k&  = 60000  N-m/rad.  Dotexmine  las  trecuencias  naturales  y tuodos 
del  sistema  siguieudo  el  mdtodo  de  Holzer. 

7*26  Las  matriccs  de  masa  y rigidez  deun  sistetnade  iesorte-masade  tres  grados  de  libertad  estàu  dadas  por 


[»]  = 

3 0 

0 2 

o" 

0 

y [*]  = 

2 -1 

-1  2 

0 

-1 

_0  0 

1_ 

o -1 

1_ 

Determiue  las  ftecuencias  naturales  y modos  del  sistema  aplicando  el  mètodo  de  Holzer. 


seccion  7.5  Mètodo  de  iteraciòn  matriciat 

7*27  El  valor  eigen  mdximo  de  la  matriz 


[D] 


2.5-1  0 

-1  5 -V2 

o -V5  lo 


està  dado  por  Aj  = 1038068.  Utilizando  el  mètodo  de  iteraddn  matricial  deteimine  los  demds  valoies 
eigen  y todos  Jos  vectores  eigen  de  la  matrU  Suponga  [w]  = [/]. 

7*28  Se  sabe  que  las  matrices  de  masa  y rigidez  de  un  sistemade  iesorEe-masa  son 


“i 

0 o“ 

2 -1 

[m]  = m 

0 

_o 

1 0 

0 2_ 

y [*]  = * 

— L 3 -2 

0-2  2 _ 

Utilizando  el  mètodo  de  iteracidn  matricial  determine  las  ftecuencias  naturales  y modos  del  sistema. 

7*29  Utìlizando  el  mètodo  de  iteracidu  matricial  encuentre  las  fiecuencias  naturales  y modos  del  sistema  que 
se  muestra  en  la  figura  6.6  con  A,  = k^  = 2k,  = 3fc  y m\  = = m. 

7*30  Utilizando  el  mètodo  de  iteracidn  matricial  encuentie  las  fiecuencias  naturales  del  sistema  que  se  mues* 
tra  en  la  figura  6.28.  Suponga  que  J#  = J^  = J&  = J&  = / y (OJ)i  = GJ  para  i = 1 a 4. 

7*31  Utìlizando  el  mètodo  de  iteracidn  matricial  resuelva  el  problema  7.6. 

7*32  las  matrices  de  rigidez  y masa  de  un  sistema  vibratorio  estàn  dadas  por 


4 

-2 

0 

o" 

"3 

0 

0 

0" 

-2 

3 

-1 

0 

y 

[m]  = m 

0 

2 

0 

0 

0 

-1 

2 

-l 

0 

0 

1 

0 

o 

0 

-1 

I_ 

_0 

0 

0 

l 

r-4 

[*]  = * 
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Utilizando  el  mètodo  de  iteraciÒD  matricial  encuentre  la  frecuencia  fundamental  y la  forma  de  modo  del 
sistema. 

7 *33  Las  matrices  de  rnasa  y rigidez  de  un  avidn  en  vnelo,  con  un  modelo  de  tres  grados  de  libertad  para 
movimiento  veitical  (semejante  a la  figum tìb2tì)  estin  dadas  por 


[m]  = 

"l  0 o“ 

0 4 0 

y [*]  = 

3 —3  0“ 

-3  6 -3 

0 0 l 

1 

O 

1 

Uj 

U5 

Determine  la  frecuencia  naturaJ  mjs  alta  de  vibracitìn  del  avitìn  siguiendo  el  metodo  de  iteracitìn  matricial. 
7*34  Las  matrices  de  masa  y fleiibilidad  de  un  sistema  de  ties  grados  de  libertad  estin  dadas  por 


[m]  = 

"l  0 0“ 

0 2 0 

y [«]  = [*r  = 

"l  1 l" 
1 2 2 

_0  0 1 

12  3 

Encuentre  la  frecuencia  natuml  de  vibmcidn  màs  baja  del  sistema  aplicando  el  mtìtodo  de  itemcitìn 
matricial. 


7*35  Pam  el  sistema  considemdo  en  el  pioblema  7.34  deteimine  la  frecuencia  natuml  mds  alta  de  vibmcitìn 
del  sistema  aplicando  el  mtìtodo  de  itemcitìn  matricial. 

7,36  Bicuentre  la  frecuencia  natuml  intermedia  de  vibmcitìn  del  sistema  considemdo  en  los  problemas  7.34 
y7.35  aplicando  el  mtìtodo  de  itemcitìn  matricial. 


secciòti  7.6  Mètodo  de  Jacobi 

7*37  Utilizando  el  mtìtodo  de  Jacobi  encuentre  los  valores  y vectores  eigen  de  la  matriz 


[D] 


3 

-2 

0 


7.38  Utilizando  el  metodo  de  Jacobi  encnentre  los  valores  y vectores  eigen  de  la  matriz 


[D]  - 


3 

2 

1 


2 

2 

I 


l 

l 

I 


7*39  Utilizando  el  mtìtodo  de  Jacobi  deteimine  los  valoies  eigen  de  la  matriz  [A]  dados  poi 


[A] 


4 

-2 

6 

4 


-2 

6 

4 

2 

-ì 

3 

-l 

22 

13 

3 

13 

46 
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Secciòn  7.7  Problema  de  valor  elgen  estàndar 

7.40  Aplicando  la  tdcnicn  de  descomposiddn  de  Choleski descompongn  la  matriz  dada en  ei  pioblema  7.39. 

7.41  Utilizando  la  descomposicitìn  [A]  = [UY\U~\  encuentre  la  inversa  de  la  matriz: 


5 

-1 

1 


-1 

6 

—4 


7,42  Aplicando  la  descomposicidn  de  Choleski  determine  la  inveisa  de  la  siguien  te  matriz; 


[A]  = 


2 5 

5 16 
8 28 


8 

28 

54 


7.43  Cbn vierta  el  problema 7.32 en  un  pioblema  de  valoi  eigen  estandar  con  nna  matriz  simdtrica. 

7.44  Aplicando  la  tècnica  de  descomposicidn  de  Choleski  exprese  la  siguiente  matriz  como  el  pioducto  de 
dos  matrices  triangulares: 


[A] 


16 

-20 

-24 

-20 

89 

-50 

-24 

-50 

280 

Secciòn  7.8  Ejemplos  resueltos  utiltzando  matlab 

7.45  Utilizando  MATLAB  encuentre  Iqs  valorcs  y vectores  eigcn  de  la  siguicate  matriz: 


w = 


-2 

5 

-1 


7.46  Utilizaudo  MATLAB  enc nentre  los  valores  y vectores  eigen  de  la  siguiente  matriz: 


[A] 


-5  2 1 
1 -9  -1 

2-17 


7.47  Utiiizando  ProgramS  .m  eooucaitre  los  valoreS  y vectores  eigen  de  ia  matriz  [D]  dada  eu  d problema 
127. 

7.48  Utilizaudo  ProgramlO  -mdeteimine lo$  valoreS  y vectores eigen  de la  matriz  [/)]  dada en  el problema 
7.38. 

7.49  UtilizandO  Programll  * mencuentre  la  solucion  del  problema  de  vàlor  eigen  geneml  dado  en  el  pro- 
blema  7.32  con  k = m = 1. 

7J0  Bncuentre  los  vaJores  y vectoaes  eigen  de  la  siguiente  matriz  utilizando  MATLAB; 


[A]  = 


2 2 2 
2 5 5 

2 5 12 
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7J1  Resuelva  el  siguiente  problema  de  valor  eigen  utilizando  MATLAB. 


"3  0 0" 

" 10  -4  0" 

0 2 0 

X = 

-4  6 -2 

O 

o 

c\ 

V 

o 

J 

proyectos  de  diseno 

7J2  Un  volantede  masam,  - lOOlcgy  unapoleade.masam,  = SOkgsetienenque  montaren  una  flechade 
bngitud /=2m,  como  se muestra en  1a figura 7.19.  Determine sus ubicaciones /]  y /j pam  maximiraT 
la  frecuencia  fundamental  de  vibracidn  del  sistema. 


mx  = 100  kg 

VZ%> 


m2  = 50kg 


m 


M 


Figura  7.19 


7J3  En  1a figura  7.20  $e muestia  un  diagrama simplificado  de  una  gnia  viajeia elevada.  La  viga,  con  seccidn 
tmnsveisal,  y el  cable,  con  seccidu  transversal  circular  son  de  acero.  Disefie  las  vigas  y el  cable  de  modo 
ijie  las  frecuencias  natumles  del  sistema  $ean  mayores  que  la  velocidad  de  operacidn,  1 500  rpm,  de  un 
motor  eldctrico  situado  en  la  carretilla. 


/ 30pies -j 

' Carretilla  / 

- (peso  = 40000  lb) 


/ n)  n\ 

i , 

i 

1 T— 

30pies 


Figura  7.20 


CAPITULO  8 

Control  de  la  vibracion 


Matemàtico  suizo . Fue  matemàtico  de  la  corte  y mas  adelante  profesor  de  matematicas 
en  San  Petersbuigo,  Rusia.  Escribid  muchas  obias  sobie  àlgebra  y geometria  y se  inte- 
* reso  en  la  forma  georadtrica  de  las  curvas  de  deflexidn  en  la  resistencia  de  materiales. 
La  carga  de  pandeo  de  columnas  de  Euler  es  muy  oonocida  por  los  ingenieros  mecà- 
nicos  y civiles,  asr  como  la  constante  de  Euler  y el  sistema  de  coordenadas  de  Euler 
lo  son  por  los  matemàticos.  Derivo  la  ecuacìon  de  movimiento  para  las  vibraciones 
provocadas  por  flexidn  de  una  varilla  {teoria  de  Euler-Bernoulli)  y presento  una  forma 
de  solucidn  en  serie  e inclusive  estudid  la  dinamica  de  un  anillo  vibratorio.  (Cortesfa  de 
Diik  J.  Struik,  A Concìse  History  of  Mathetmtics,  2a.  ed.,  Dover  Publications,  Nueva 
York,  1948). 


lionhaid  Euler 
(1707-1783) 
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En  los  capftultks  anteriores  estudiamos  todos  los  aspectos  del  modelado  y anàlisis  de  sistemas  vi- 
bratorios.  Ahora  consideraremos  mdtodos  de  elirainar  o reducir  la  vibracidn  indeseable.  Hay  que 
conocer  los  nìveles  aceptables  de  vibraddn  antes  de  que  podamos  cuantificar  los  niveles  que  se 
deberàn  eliminar  o reducir.  A1  principio  se  describen  el  nomdgrafo  de  vibracion  y los  criterios  de 
vibraddn,  los  cuales  indican  niveles  de  vibracion  aceptables.  La  vibracion  quese  va  aeliminar  o a 
reducir  puede  apaiecer  en  la  forma  de  una  o màs  formas  de  perturbacidn:  desplazamiento,  veloci- 
dad,  aceleracidn  y fuerza  tiansmitida.  Se  analizan  los  siguientes  metodos  paia  eliminarireducir  la 
vibraddn  en  la  fuente  u origen. 

■ Balanceo  de  màquinas  rotatorias;  balanceo  en  uno  o dos  planos. 

• Contiol  de  la  respuesta  y estabilidad  de  flechas  rotatorias. 

• Balanceo  de  motorcs  reciprocantes. 

• Reduccidn  de  la  vibracidn  provocada  por  impactos  debidos  a holguias  en  las  juntas 
de  màquinas  y mecanismos. 

Se  analizan  los  siguientes  metodos  para  reducir  la  transmision  de  vibracion  proveniente  de  la  fuente: 

• Cambio  de  la  frecuencia  natural  del  sistema  cuando  no  se  puede  modiftcar  la  frecuencia 
foizada. 

• Introduccidn  de  un  mecanismo  disipador  de  potenda  con  la  adidon  de  amortìguadores 
hidràulicos  o materlales  viscoelàsticos. 

• Designaddn  de  un  aislador  que  cambie  la  rigidez/amortiguaraiento  dd  sistema. 

• Aplicacion  de  una  tdcnica  de  control  activa. 

• Designaddn  de  un  àbsorbedor  de  vibracidn  con  la  adicidn  de  una  masa  auxiliar  para  absorber 
la  energfa  de  vibiacion  de  la  masa  original. 

Por  àltimo,  se  presenta  la  solucidn  de  varios  problemas  de  control  de  vibiacidn  utilizando 
MATLAB  con  ejcmplos  numericos. 


objetivos  <te  aprendizaje 


A1  terminar  este  capi'tulo,  usted  debcià  scr  capaz  de  realizar  lo  sìguiente: 

• Utìlizar  nomografos  de  vibraddn  y critcrios  de  vibracion  para  dcterminar  los  niveles  de 
vibradon  que  se  van  a controlar  o reducir. 

■ Aplicar  tecnicas  de  balanceo  en  uno  y dos  pianos  para  eliminar  la  vibraddn  (desbalance). 

• Contiolar  la  vibradon  provocada  por  el  desbalance  en  flechas  rotatorias. 

• Reducir  el  desbalance  en  motores  reciprocantes. 

• Disenar  aislamientos  de  vibracidn  y choque  paia  sistemas  con  base  fija  y tambidn  con  base 
vibratoria. 

• Dìsenar  sistemas  de  control  de  vibracion  actìvos. 

• Disenar  absoibedores  de  vibracion  no  amortiguados  y amortiguados. 

• Utìlizar  MATLAB  para  resolver  problemas  de  control  de  vibracidn. 
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8.1  llntroducciòn 


En  ud  entomo  industrial  hay  rauchas  fuentes  de  vibracidn:  procesos  de  impacto  corno  el  hincado  de 
pilotes  y explosiones;  maquinaria  rotatoria  o reciprocante  oomo  motores,  compresores  y motores 
ddctricos;  vehiculos  de  tiansporte  como  camiones,  trenes,  y aviones;  el  flujo  de  fluidos  y muchas 
otras  cosas.  A veces  la  presencia  de  vibiacidn  provoca  desgaste  excesivo  de  cojinetes,  formacion 
de  grietas,  aflojamiento  de  sujetadores,  fellas  estmcturales  y mecanìcas,  mantenimiento  frecuente  y 
costoso  de  maquinas,  fallas  electrdnicas  por  la  ruptuia  de  juntas  soldadas  y abrasidn  del  aislamiento 
drededor  de  conductores  electiicos,  lo  que  piovoca  cortos.  La  exposicion  ocupacional  de  humanos 
ala  vibiacidn  produce  dolor,  incomodidad  y eficiencia  reducida.  En  ocasiones  se  puede  eliminar  la 
vibracidn  con  base  en  el  anàlisis  teorico.  Sin  embargo,  los  costos  de  manufactura  implicados  en 
la  eliminaddn  de  la  vibracion  pueden  ser  deniasiado  elevados;  un  disefiador  debe  comprometerse 
mtre  una  cantidad  de  vibiacion  aceptable  y un  costo  de  manufactura  tazonablc.  En  algunos  casos, 
la  fuerza  de  exdtaddn  o de  sacudimiento  es  inherente  a la  maquina.  Como  antes  se  vio,  incluso  una 
fiieiza  de  exdtadon  relativamente  pequena  puede  provocar  una  respuesta  indeseablemente  giande 
cerca  de  laresonanda,  sobretodo  en  sistemas  levemenle  amqitiguados.  En  estos  casos  la  magnitud 
de  la  respuesta  se  puede  reducir  significativamente  utilizando  aisladores  y absorbedores  de  raasa 
auxiliares  [8.1].  En  este  capftulo  consideraremos  vaiias  tdcnicas  de  contiol  de  vibracidn,  es  decir, 
mdtodos  que  implican  la  diminacidn  o reduccidn  de  la  vibiacion. 


8.2  Nomògrafo  de  vibraciòn  y criterios  de  vibraciòn 


Los  niveles  aceptables  de  vibracion  se  suden  especificar  en  funcidn  de  la  respuesta  de  un  sistema 
no  amortiguado  de  un  sdo  grado  de  libertad  sujeto  a vibiacidn  armdnica.  Los  li'mites  se  muestran 
en  una  gràfica,  Uamada  nomògrafo  de  vtbracidn,  la  cual  muestra  las  vibraciones  de  las  amplitudes 
de  desplazamiento,  vclocidad  y acderacidn  con  respecto  a la  frecuencia  de  vibiacion.  Para  el  mo- 
viraiento  armdnico 

jr(r)  = X senùii1  (8.1) 

1a  velocidad  y acderaciones  se  proporcionan  como 

v(t)  = x(t ) = ù)X  cos  ùh  = 2 TtfX  cos  m (8.2) 

tìi(t)  = jf{#)  = - ù?X  sen  m = -4tt2/2X  seniur  (8.3) 

donde  o)  es  la  frecuencia  cireular  (rad/s),/es  la  frecuencia  lineal  <Hz)  y X es  la  amplitud  de  des- 
jlazamiento.  Las  amplitudes  de  desplazaraiento  (Jf),  vdoddad  y acdeiacidn  (a^j)  estan 

relacionadas  como 

vmix  = (8-4) 

Ctmàx  = -4 ir2f2X  = - iTTfVmàx  (8.5) 

Tomando  los  logaritmos  de  las  ecuadones  (8.4)  y (8.5),  obtenemos  las  siguientes  rdadones  lineales: 

in  vmix  = [n  tfvf)  + bi  X (8.6) 

In  vmix  = ln  flmix  - In  (2 -irf)  (8.7) 
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Se  ve  que  con  un  valor  constante  de  la  amplitud  de  desplazamiento  (X),  la  ecuacion  <8.6)  muestra 
que  Ln  v^  con  In  (2irf)  como  una  Knea  recta  con  pendiente  + 1.  Asimismo,  para  un  valor  constante 
de  la  amplitud  de  aceleracitìn  la  ecuacitìn  <8.7)  indica  que  el  ln  v^  varia  con  In  (2irf)  como 
una  li'nea  rccta  con  pendiente  — 1.  Estas  variaciones  se  rauestran  como  un  nomtìgrafo  en  La  figura 
8.1.  Por  lo  tanto,  cada  punto  en  el  nomtìgrafo  indica  una  vibradtìn  senoidal  (armtìnica)  espedfica. 

Como  la  vibraciòn  impaitida  a un  humano  o a una  maquina  se  compone  de  muchas  frecuen- 
das,  rara  vez  de  stìlo  una.  los  valores  de  la  rafz  cuadrada  de  la  media  de  los  cuadrados  de  x(t),  v<t) 
y a(t)  se  utilizan  en  la  espedlicacitìn  de  niveles  de  vibradtìn. 
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Figura  8*1  Nòmògrafo  y criterios  de  vibraciòn  [8.2] . 
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A rontìnuadòn  se  enundan  los  rangos  usuales  de  vibracìòn  encontrados  en  diferentes  aplica- 
aones  dentì'ficas  y de  ingenieria  [8.2]; 

1*  Vibradones  atòntìcas;  Frecuenqia  = i 0 12  Hz,  amplitud  de  desplazamiento  = 10-8  a 10-6  mm. 

2,  Microsismos  o temblores  menotes  de  la  cortezatenestre:  frecuencia  = 0.1  a I Hz,  amplitud  del 
desplazamiento  = 10-5  a I0-3  mm.  Esta  vibraciòn  tambiòn  indica  d umbral  de  perturbaciòn 
de  equipo  òptìco,  dectrònico  y de  còmputo. 

3,  Vibradòn  de  maquinaria  y edificios;  frecuencia  = 10  a 100  Hz,  amplitud  de  desplazamiento  = 
0.01  a I mm.  E1  umbral  cfc  peicepciòn  humana  cae  dentro  del  rango  de  fiecuencia  de  1 a 8 Hz. 

4,  Oscilaciòn  de  edificios  altos;  rango  de  fiecuOTCÌa  = 0. 1 a 5 Hz,  amplitud  de  desplazamiento  = 
10  a 1 000  mm. 

La  severidad  de  vibraciòn  de  maquinaria  se  define  en  funciòn  del  valor  rcm  de  la  velocidad  de 
vibraciòn  en  ISO  2372  [8.3].  La  definiciòn  ISO  identifica  15  langos  de  severidadde  vibiaciòn  en 
d rango  de  velocidadde  0. 11-71  mm/s  para  cuatro  clases  de  maquinas:  (1)  pequefias,  {2)  medianas, 
0)  grandes  y <4)  turbomàquinas.  La  severidad  de  vibraciòn  de  maquinas  clase  3,  como  los  mo- 
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Fìgura  8.2  Sensibilidad  a la  frecuencm de  vihraciòn  de  di ferentes 
partes  del  cuerpo  humano. 
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Ejemplo  8.1 


tores  primariqs.  se  muestra  en  la  figura  8.1.  Para  aplicar  estos  criterios.  la  vibracitìn  se  tiene  que 
medir  en  las  superiicies  de  la  maqulna  comq  son  las  tapas  de  cojinetes  en  el  rango  de  frecuencia 
de  IO-IOOOHz. 

ISO  DP  4866  [8.4]  proporciona  la  severidad  de  vibiacitìn  de  un  edificio  completo  debido  a una 
explositìn  o vibradtìn  de  estado  eslable  en  d rango  de  ftecuencia  de  1-100  Hz.  Para  la  vibiacitìn 
provocada  por  una  cxplositìn,  la  velocìdad  se  tiene  que  medir  en  los  cimientos  del  edifido  cerca 
de  donde  ocurritì  la  explositìn,  y paia  la  vibradtìn  de  estado  estable.  la  velocidad  pico  se  tiene  que 
mcdir  en  el  liltimo  piso.  Los  lfmites  dados  son  de  3-5  mm/s  para  el  umbral  de  daìios  y de  5-30  mm/s 
paia  dafios  menores.  En  la  figura  8.1  tambitìn  se  muestran  los  resultados  de  vibiacion  reportados 
por  Steffens  [8.5]  sobre  dafios  estmcturales. 

Los  li'mìtes  de  vibracitìn  recomendados  en  ISO  2631  [8.6]  en  la  sensibilidad  humana  a la  vì- 
bracion  tambitìn  se  muestran  en  la  figura  8. 1 . En  Estados  Unidos,  un  esUmado  de  8 millones  de  tra- 
bajadores  estan  expuestos  o bien  a una  vibracion  de  todo  el  cuerpo,  o a una  vibracitìn  segmentada  a 
partes  especificas  del  cuerpo.  La  vibracitìn  de  todo  el  cucrpo  puede  deberse  a la  transmisitìn  a travtìs 
de  una  estructura  de  soporte  como  el  asiento  de  un  helictìptero,  y la  vìbracion  de  partes  del  cuerpo 
especfficas  pueden  deberse  a procesos  de  trahajo  como  operaciones  de  compactacitìn,  taladrado 
y coite  con  sienas  de  cadena.  Se  ha  encontrado  que  la  tolemncia  humana  a vibiacitìn  de  todo  el 
cuerpo  es  mihima  en  el  rango  de  frecuencia  de  4-8  Hz.  A1  Uempo  que  la  vibiacitìn  segmentada  pro- 
voca  lesiones  por  esfuerzo  ubicado  en  diferentes  partes  del  cuerpo  a difeientes  frecuencias,  como 
se  indica  en  la  figura  8.2.  Ademàs,  se  han  observado  los  siguientes  efectos  a diferentes  frecuencias 
[8.7];  mareas  <0.1-1  Hz),  visitìn  bonosa  <2-20  Hz),  perturbacitìn  del  habla  (1-20  Hz),  interferencia 
con  tareas  <0.5-20  Hz)  y feUga  posterior  <0.2-15  Hz). 

Los  niveles  de  vibiacion  aceptables  para  laboratorios  que  mantienen  estandares  de  referencia 
tambitìn  se  muestran  en  la  figura  8.1. 


Reducciòn  de  la  vlbraciòn  del  aslento  de  un  helicòptero 

El  asiento  de  un  helicdptoro,  junto  con  el  piloto,  pesa  1000  N y sc  ve  que  experimenta  nna  defleiidn  estàtica 
de  10  tnm  bajo  $u  propio  peso.  La  vibracidn  del  rotor  se  tiansmite  a la  base  del  asiento  como  movimiento 
armdnico  con  4 Hz  de  iiecuencia  y 0.2  mm  de  amplitud. 


fl,  iCuàl  e$  el  nivel  de  vibracidn  percibido  por  el  pilotO? 

b*  iCdmo  se  puede  volver  a disefiar  el  asiento  para  ieducir  el  efeeto  de  vibradòn? 

Soluddn: 

a,  Mddelando  el  asiento  como  un  sistema  no  amortiguado  de  un  solo  gmdo  de  libertad,  podemos  calcular  lo 
siguiente: 

Masa  = m = 1000/9 .81  = 101.9368  kg 
W 1000  . 

Rigidez  = k — — — ~ — = 105  N/m 

^st  'J.U'l 


Frecuencia  natural  = 


fk  = I ÌO* 

Vm  V 101.9368 


= 31.3209  iad/s  = 49849  Hz 


Reladdn  de  frecuencia  = r = — 


49849 

4.0 


= 1.2462 
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Como  el  asiento  se  somete  a nna  excitacido  armònica  de  la  base,  la  ecnacidn  (3,68)  piopoiciona  la  amplitnd 
de  vibradtìn  percibida  por  el  piloto  (masa  del  asiento)  con  £ = 0; 

a:  = ± <E1) 

donde  Y e$  la  amplitud  de  de&plazaniiento  de  la  base.  La  eeuacidn  (E.  1)  da 

0.2 

X = = 0.3616  mni 

1 - 1.24622 


La$  amplitude$  de  la  velocidad  y aceleracitìn  percibid&s  por  el  piloto  $on  toX  = 2^r pt  = 2(tt)  = (5X0.36 16) 
— 9.0887  mm/s  y to2X  = (2ir f)2X  = 228.4074  mm/s2  = 0.2284  m/s2,  Conespondiente  a la  fiecuencia  de 
4 Hz3  la  figuia  8.1  muestm  que  es  posible  que  la  amplitud  de  movimieuto  de  0.3616  mm  uo  provoque 
mucha  incomodidad.  Sin  embaigo,  los  niveles  de  velocidad  y acelemcidn  a la  misma  fiecuenda  (4  Hz)  no 
son  aceptables  paia  un  vuelo  confortable. 

b*  Raia  ieducii  el  nivel  de  vibiacidn  a uno  aceptable,  tmtemos  de  reducii  el  nivel  de  aceleiaciòn  percibi- 
do  poi  el  piloto  de  0.2284  m/$2  a 0.01  m/$2.  Utilizando  — 10  mm/$2  = — (2-rr ffiX  = — (Bìt)2^, 
obtenemos X =0.01583  mm.  E$to  conduce  a 


X _ 0.01583  _ 1_ 

Y ~ 0.2  “ ± i _ f2 


o r = 16923 


E$te  valoi  piesenta  la  nueva  ftecuencia  natuial  del  asiento  como 


ÙJ 

= 16923 


8 'TT 

3.6923 


= 68068  rad/s 


Utilizando  la  relacidn  <i>n  = %/jfe/m  con  m = 101.9368  kg,  la  nneva  rigidez  es  k = 4722.9837  N/m.  Esto 
implica  que  la  rigidez  del  asiento  se  tiene  que  ieducii  de  105  N/m  a 4722.9837  N/m.  Esto  se  puede  logiai 
utilizando  un  material  mds  blando  para  el  asiento,  o utilizando  nn  disefio  de  resortes  difeiente.  O bien,  el 
nivel  de  aceleraciòn  deseade  se  puede  logiai  iuciementando  la  masa  del  asiento.  Sin  embaigo,  esta  solu- 
dtìn  en  es  muy  aceptable,  ya  que  aumenta  el  peso  del  helictìptero. 


8.3  Reduccitìn  de  la  vibraciòn  en  la  fuente 


Lo  priraero  que  hay  que  exploiar  para  controlar  vibiacìones  es  tratar  de  modificar  la  fuente  de 
raodo  que  produzca  raenos  vibraciòn.  Este  ratìtodo  puede  no  ser  factible  sierapre.  Algunos  ejemplos 
de  fuentes  de  vibracidn  que  no  pueden  ser  modificadas  son  la  excitacidn  por  sisraos,  tuibulencia 
atmosftìrica,  irregularidades  en  la  carretera  y oombustidn  inestableen  motores.  Por  otraparte,  cier- 
las  fuentes  corao  el  desbalance  en  raaquinas  rotatorias  o reciprocantes  se  pueden  modificar  para 
ffiducir  Las  vibraciones.  Esto  se  puede  lograr,  por  lo  general,  utilizando  tanto  un  balanceo  intemo  o 
un  incremento  en  la  piecisidn  de  los  elementos  de  la  màquina.  E1  uso  de  tolerancias  nuniraas  y un 
mejor  acabado  superfieial  de  las  partes  de  la  maquina  (las  cuales  tienen  movimiento  relativo  una 
con  respecto  a la  otra)  hacen  que  la  maquina  sea  raenos  susceptible  a la  vibraddn.  Por  supuesto, 
puede  haber  restricctones  econdraicas  y de  fabricacidn  en  el  grado  de  balanceo  que  se  puede  lograr 
o la  predsidn  con  la  cuàl  se  pueden  fabricar  las  partes  de  la  màquina.  Consideraiemos  d.  analisis 
de  maquinas  rotatorias  y reciprocantes  cuando  hay  desbalance  e ingluso  las  formas  decontrolar  las 
vibractones  que  resultan  de  las  fuerzas  desbalanceadas. 
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8.4  Balanceo  de  màquinas  rotatorias 


La  presencia  de  una  masa  excentrica  o desbalanceada  en  un  disco  rotatorio  ptovoca  vibracion,  la 
cual  puede  ser  aceptable  hasta  un  derto  nivd.  Si  la  vìbraddn  provocada  por  una  masa  desba- 
lanceada  no  es  aoeptable,  se  puede  elìminar  ya  sea  quitando  la  masa  excdntrica  o agregando  una 
masa  igual  en  una  posicidn  tal  que  anule  el  efecto  del  desbalance.  Para  apiicar  este  procedimiento 
tenemos  que  determinar  la  cantidad  y la  ubìcaddn  de  la  masa  excdntrica  experimentalmente.  E1 
desbalance  en  maquinas  pràcticas  se  puede  atribuir  a inegularidades  como  eirores  de  maquinado  y 
variaciones  en  los  tamafios  de  pemos,  tuercas,  remaches  y soldaduras.  En  esta  seccidn  oonsiderare- 
mos  dos  tipos  de  balanceot  baìanceo  en  un  plano  o estàtko  y baianceo  en  dos  ptcmos  o dìnàmko 
[8.9,8.10]. 


Balanceo 
en  un  plano 


Considere  un  demento  de  maquina  en  la  forma  de  un  disco  drcular  ddgado,  digamos  un  ventila- 
dor,  volante,  engrane  o una  rueda  de  amolar,  montado  en  una  flecha.  Cuando  d oentro  de  masa  se 
desplaza  del  eje  de  rotadon  debido  a eirores  de  manufactura,  se  dice  que  el  elemento  de  màquina 
esta  estaticamente  desbalanceado.  Para  determinar  sl  un  disco  esta  o no  balanceado,  monte  la  fle- 
cha  sobre  dos  oojinetes  de  baja  fticddn,  como  se  muestra  en  la  figura  8.3{a).  Gire  el  disco  y dejelo 
que  se  detenga.  Marque  el  punto  mas  bajo  con  gis  en  la  circunferencia  del  disco.  Eepita  el  proceso 
varias  veces,  marcando  con  gis  cada  vez  el  punto  mas  bajo  en  d disco.  Sì  d disco  esta  balanceado, 
las  mareas  de  gis  apareceràn  dispersas  al  azar  por  toda  la  circunferencia.  Por  otra  parte,  si  el  disco 
no  està  balanceado,  todas  las  mareas  de  gis  coincidiràn. 


Disco 


Ft=  ^mra? 


mrti? 


Figura  8.3  fòlanceo 
en  un  plarn  de  un  disco. 
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H desbalamx  detectado  por  este  procedimiento  se  conoce  como  desbalance  estdtìco.  E1  desba- 
lance  estatioo  se  puede  corregir  quitando  (perforando)  metal  en  la  marca  de  gis  o agiegando  un  peso 
a 180°  de  la  marca  de  gis.  Como  nq  se  conoce  la  magnitud  del  desbalance,  ia  cantidad  de  material 
que  hay  que  quitar  o agregar  debe  determinarse  mediante  prueba  y enor.  Este  procediraiento  se 
conoce  como  “balanceo  en  un  plano”,  ya  que  toda  la  masa  queda  practicamente  en  un  solo  plano. 
La  cantidad  de  desbalance  se  determina  girando  el  disco  a una  vdoddad  conodda  <u  y midiendo 
las  reacdones  cn  los  dos  cojìnetes  (vea  la  figura  8.3(b)).  Si  se  coloca  una  masa  desbalanceada  m 
en  un  radio  r del  disco,  la  fuerza  cenlri'fuga  serà  mrar.  Por  lo  tanto,  las  reacciones  medidas  en  los 
cojinetes F t y F2 dan my  r. 


F\  = ^ mra?y  F2  = <~j  mra ? (8,8) 

Otro  procedimiento  para  balanoeo  en  un  plano,  por  medio  de  un  analizador  de  vibraddn,  se  ilustra 
en  la  figura  8.4.  Ed  este  caso,  se  monta  una  rueda  de  amolar  (disco)  en  una  flecba  rotatoria  que  tiene 
un  cojinete  en  A y la  mueve  un  motor  electrico  a una  vdoddad  angular  <u. 

Antes  de  iniciar  el  procedimiento  se  cobcan  unas  marcas  de  referencia,  tambien  conocidas 
oomo  marcas  de  fase,  tanto  en  el  rotor  (rueda)  como  en  el  estator,  como  se  muestra  en  la  figura  en 
la  figura  8.5(a).  Se  cobca  un  detector  de  vibracidn  en  contacto  con  el  eojinete,  como  se  muestra 
en  la  figura  8.4,  y el  analizador  de  vibraddn  se  ajusta  a una  frecuenda  correspondiente  a la  velo- 
ddad  angular  de  la  rueda  de  amolar.  La  sefial  de  vibradon  (la  amplitud  de  desplazamiento)  produ- 
dda  por  el  desbalance  se  lee  en  el  medidor  del  analizador  de  vibracidn.  E1  analizador  de  vibracidn 
cndende  una  luz  estroboscopica  a la  frecuenda  de  la  rueda  rotatoria.  Cuando  el  rotor  gira  a una 
velocidad  a>,  la  marca  de  fase  en  d rotor  aparece  estacionaria  bajo  la  luz  estroboscdpica  pero  ubi- 
cada  a un  àngulo  8 de  la  marca  en  el  estator,  como  se  muestra  en  la  figura  8.5(b),  debido  al  retraso 
de  fase  en  la  respuesta.  Se  anotan  tanto  el  angulo  8 como  la  amplitud  Au  (lei'dos  en  cl  analizador  de 
vibracion)  prqvocados  por  el  desbalance  original.  Luego  se  detiene  el  rotor,  y se  coloca  al  rotor  un 
peso  W de  prueba  conocido,  como  se muestra  en  la  figura  8.5(b).  Cuando  el  rotor  gira  a la  veloddad 
(ù,  se  anota  la  nueva  posidon  angular  de  la  marca  de  fase  <f>  en  el  rotor  y la  amplitud  de  vibracidn 
Au+b,provocada  por  el  desbalance  combinado  del  rotor  y el  peso  de  pmeba  (vea  la  figura  8.5(c)).1 


Flgtira  8.4  Balanceo  en  un  plano  por  medio  de  un  analizador  de  vibradòn. 


] Obscrvc  q dc  d peso  dc  prucba  se  coltxa  en  una  pcsìcijdn  qtic  dcsplacc  d dcsbalancc  ficio  cn  la  dircccitì  n dc  las  mancdlks 
del  fdoj,  la  posìdbti  cstadotiarìa  dc  1a  marca  de  fase  se  dcsplazarA  cxaciamcnte  cn  k misma  cantikd  en  la  dirccddn  con- 
iraria  a las  mancdi  las  del  reloj,  y viceversa. 
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Direcritìn  del 
I dcsbalance  original  | 


Ptgura  8.5  Uso  de  marcas  de  fase. 


Ahqra  construimos  un  diagrama  vectorial  para  determinar  la  magnitud  y locallzacidn  de  la  masa  de 
correocìdn  para  balancear  la  rueda.  E1  vector  de  desbalance  original  Au  se  traza  en  una  direccidn 
arbitraria,  con  su  longitud  igual  a Au,  como  se  muestra  en  la  figura  8.6.  Luego  se  traza  el  vector  de 
desbalance  combinado  como  AuJrw  a un  angulo^  — 6 con  respecto  a la  direccidn  de  Au  con  una 
longitud  deA„+w.  E1  vector  dediferencia  Aw  = Au+W  - Au  en  lafigura  8.6  representa  entonces  el 
vector  de  desbalance  debido  al  peso  de  prueba  IV.  La  magnitud  de  Aw  se  calcula  aplicando  la  ley 
de  los  cosenos: 


Aw  = [Al  + Al+W  - 2AuAu+wcos(^  - <9)]V2  (8.9) 


Como  la  magnitud  del  peso  de  prueba  W y su  direccidn  con  respecto  al  desbalance  original  {a  en  la 
figura  8.6)  se  conocen,  el  desbalanoe  original  puede  estar  a un  àngulo  ade  la  posirion  del  peso  de 
prueba,  como  se  muestra  en  la  figura  8.5(d).  E1  àngulo  a se  obtiene  a partir  de  la  ley  de  los  cosenos: 


a = cos 


A2  + A2 


2 AUAW 


2 

irhw 


(8.10) 


La  magnitud  del  desbalance  original  es  W0  = {AJAJ}-W,  localizado  a la  misma  distanda  radial 
del  eje  de  rotacion  del  rotor  que  el  peso  W.  Una  vez  conocidas  la  localizaddn  y magnitud  del  des- 
balance  original,  se  puede  agregar  un  peso  de  coneccidn  para  balancear  adecuadamente  la  rueda. 


A^A^-A./VC, 


Rjsiciùn  del  peso 
de  prueba 
(conocido) 


DcsbaJancc  original 
(desconocido) 


Direccidn  del 
peso  de  balanceo 


Pigura  8,6  Desbalanoe  debido  al  peso  de  prueba  W. 
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Balanceo  en 
dos  planos 


H balanceo  en  un  plano  se  puede  utilizar  para  balancear  en  un  plano,  es  decir,  para  rotores  del  tipo 
de  disco  rigido.  Si  el  rotor  es  un  cuerpo  rigido  alargado,  como  se  muestra  en  la  flgura  8.7,  el  des- 
balance  puede  estar  en  cualquier  parte  a lo  largo  de  la  extensidn  del  rotor.  En  este  caso  el  rotor  se 
puede  balancear  agregando  pesos  debalanceo  en  dos  planos  cualesquiera  [8.10, 8.1 1].  Parafacilitar 
la  operaddn  se  sude  elegir  los  dos  planos  extremos  del  rotor  (mostrados  por  medio  de  lr'neas  de 
rayas  en  lafigura  8.7). 

Rjra  ver  que  cualquier  masa  desbalanceada  en  el  rotor  puede  ser  reemplazada  por  dos  masas 
desbalanceadas  equivalentes  (dos  planos  cualesquiera)  considere  un  rotor  con  una  masa  desbalan- 
ceada  tn  a una  distancia  f/3  del  extremo  derecho,  como  se  muestra  en  la  figura  8.8{a).  Cuando  el 
rotor  gira  a una  velocidad  de  a>,  la  fiierza  provocada  por  el  desbalance  sera  F = tmfiR,  donde  R es 
d radio  dd  rotor.  La  masa desbdanceada  m puede  ser  reemplazada  por  dos  masas  m\  y m2, loca- 
lizadas  en  los  extremos  del  rotor,  como  se  muestra  en  la  figura  8.8(b).  Las  fuerzas  ejercidas  en  el 
rotor  por  estas  masas  son  F{  = m \ a2R  y F2=  m2ùfiR.  Para  la  equivalencia  de  fuerza  en  las  figuras 
8.8(a)  y (b),  tenemos 


ma)2R  = m\0)2R  + m2ù)2R  o m = m\  + m2  (8.11) 

Ffcra  la  equivalencia  de  momentos  en  los  dos  casos,  consideramos  los  momentos  con  respecto  al 
extnemo  derecbo,  de  modo  que 


m(i?R—  = m,ùP‘Rl  o m = 3m\ 
3 


(8.12) 


PlaDo  L s'  [ FTaiio 


Cbjinete  ^ : 

A ■ / 


V 


Rotor  rlgjdo 


Cbjinete 

B 


J\ 


Figutra  BJJ  Balanc  eo  en  dos  p lanos  de  un  rotor. 


Figura  8*8  Representadòn  de  una  masa 
desbalart  ceada  como  dos  masas  desba  lanceadas 
equivalentes. 
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Las  ecuacìones  <8.  II)  y <8, 12)  resultan  m,  = m/3  y rn^  = 2m/3.  Por  lo  tanto,  cualquier  masa 
desbalanceada  puede  ser  reemplazada  por  dos  masas  desbalanceadas  equivalentes  en  los  planos 
extremos  del  rotor. 

Ahora  consideramos  el  procedimiento  de  balanoeo  en  dos  planos  por  medio  de  un  analizador 
de  vibraciòn.  En  la  figura  8.9,  el  desbàlance  total  en  el  rotor  es  reemplazado  por  dos  pesos  desbalan- 
ceados  UL  y UR  en  los  planos  izquierdo  y derccbo,  respectivamente.  A la  velocidad  de  operaciòn  ùì 
del  rotor,  la  fase  y amplitud  de  vìbraciòn  debido  al  desbalance  original  se  miden  en  los  dos  cojinetes 
A y fl,y  los  resultados  se  registran  oomo  los  vectores  VAy  VB.La  magnitud  del  vector  de  vibiaciòn 
se  considera  como  la  amplitud  de  vibradòn,  mientias  que  la  dirccdòn  dd  vector  se  considera  como 
d valor  negativo  del  àngulo  observado  bajo  la  luz  estroboscòpica  respecto  de  la  lfnea  de  referencia 
del  estator.  Los  vectores  medidos  VA  y VB  se  expresan  como 


VA  = ImJJl  + AaR UR  (8,13) 

VR  = AblUl  + ArrUr  {8.14) 

donde  A;j  se  conddera  como  un  vector  que  refleja  el  efcdo  del  desbalance  en  el  plano  j { j = L,R ) 
en  la  vibraciòn  en  el  cojinete  ì <i  = A,  B).  Observe  que  UL,  Ur  y todos  los  vectores  A^  son  desco- 
nocidos  en  las  ecuadones  <8.13)  y (8.14). 

Como  en  el  caso  de  balanoeo  en  un  plano,  agregamos  pesos  de  prueba  conoddos  y tomamos 
medidas  para  obtener  informadòn  sobre  las  masas  desbalanceadas.  Primero  agregamos  un  peso 
conoddo  WL  en  el  plano  izquierdo  a una  posidòn  angular  conocida  y medimos  el  desplazamiento 
y fase  de  vibradòn  en  los  dos  cojìnetes,  mientras  el  rotor  gira  a una  velocidad  <u.  Iridicamos  estas 
vibradones  medidas  como  vectores  que 


Va  = AmÌUl  + WL)  + AaRUr 

( 8.15) 

~Vb  = Abl(Ul  +wl)  + abrur 

{8.16) 

Eestando  las  ecuacìones  (8.13)  y (8.14)  de  las  ecuadones  (8.15)  y (8.16),  respectivamente,  y resol- 
viendo,  obtenemos1 


— ' 'A 

AaL  = 

{8.17) 

WL 

-r  Vb-Vb 

Abl  = 

{8.18) 

1 Se  vc  quc  la  rcsta,  divisì6n  y tmiitipHcacWn  wmplcjas  a mcmido  sc  atiliian  cn  d dlcalo  dc  pcsos  dc  balancco.  Si 

A - a/SÀ  y B — b/SR 

podcmos  vdvtr  a escribir  A y b como  A = a,  + ia2  y B = b\  + ibi,  dondcai  = acos  0A  y a2  = ascn  eA,  b\  = ècos 
6By  b2  = b scn  SB.  Bntonccs las fdrmulas para rcsta, divìaitìn  y multipJicacidn complcjas  son  (S.12J: 

A—  B - (<j|  - bi)  + i(a2  ~ bj) 

A _ (ai*i  + aib2)  + i{a2b\  - a\b2) 

I"  (*t  + bì) 

A-B  = (aiè|  - a2bj)  + i{a2b\  + atbi) 
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FTgura  8.9  BaJancco  en  dos  planos. 


Uiego  eliminamos  11£  y agregamos  un  peso  eonocido  H£  en  d planq  derccbo  en  una  posiddn  an- 
gular  conodda  y medimos  las  vibradones  resultantes  mientras  el  rotor  gira  a una  veloddad  a>.  Las 
vibraciones  medidas  se  pueden  indicar  como  vectorcs: 


v/  = aar{Ur  + WR)  + AaLUl 

(8.19) 

Vb  = aBr{Ur  +Wr)  + AblUl 

{8.20) 

Como  antes,  rcstamos  las  ecuadones  <8. 13)  y {8.14)  delas  ecuadones  {8.19)  y {8.20),  respectiva- 
mente,  para  encontrar 


13 

Yà  ~ vA 

(8.21) 

— » 

Hfe 

Vi  - VR 

{8.22) 

ABR  = 

WR 

Una  vez  que  se  conocenjos  vectores  A;i  se  resudvOT  las  ecuaciones  {8. 13)  y {8. 14)  paxa  hallar  los 
vectores  de desbalance  ULy  UR: 


Ul  = 


AbrVì  ~ AmìVb 
abraal  - aarabl 


{8.23) 


'ArlVa  ~ aalVb 

ABLAAR  - AALABR 


(8.24) 


Ahora  se  puede  balancear  d rotor  agrcgando  pesos  de  balanceo  iguales  y opuestos  en  cada 
ptano.  Los  pes^s  de  balanceo  en  los  planos  izquierdo  y derccho  se  indican  vectorialmente  como 
Bl  = - ULy  Br=  - UR.  Se  ve  que  el  procedimiento  de  balanceo  en  dos  pianos  es  una  extensidn 
drecta  dd  procedimiento  de  balanceo  en  un  plano.  Aunque  los  rotores  de  alta  velocidad  se  balan- 
cean  durante  su  fabricaddn,  en  general  se  hace  necesario  volverios  abalancearen  d campo  debido 
a desbalances  leves  presentados  por  cedencia,  operacidn  a alta  tempcratura,  etc.  La  figura  8.10 
muestra  un  ejemplo  pràctico  de  balanceo  en  dos  planos. 
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Ptgura  8.10  Balanceo  en  dosplanos.  (Cortesfade  Bruel  and  Kjaer  Instruments,  Inc.,  Marlborough,  MA.). 


Ejemplo  8.2  Balanceo  en  dos  planos  de  un  rotor  de  turblna 

En  el  balanoeo  en  dos  planos  de  un  rotor  de  turbina,  a continuacidn  se  muestnm  los  datos  obtenidos  con  la  me- 
diciòn  del  desbalance  orìginal,  el  peso  de  prueba  en  e!  plano  derecbo  y el  peso  de  prueba  en  el  plano  izquierdo. 
Las  amplitudes  de  desplazamiento  se  espresan  en  mils  (1/1 000  pulg).  Determine  el  tamafio  y la  nbicaciòn  de 
los  pesos  requeridos. 


ÀmpUtud  de  vihraciòn 
(desplazamìento) 

Àngulodefasc 

Cùndicitìn 

En  el  Ctìjinetè  A 

En  el  cojinefe  B 

En  deojinetèA 

En  el  cojincte  B 

D&sbalanoe  origmal 

8,5 

6.5 

6(F 

20 5° 

WL  = 10,0  oz  agregadas 
^270^  de  la  marca 

6,0 

4.5 

125ù 

230ù 

de  ieferencia 

WR  = 12,0  oz  agregadaa 
a 1 B0Ù  de  la  marca 

6,0 

10,5 

3 5a 

160ù 

de  ieferenda 
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SuJuciòn:  Lo$datO$  $e  expresan  en  notadòn  vectorial  como 

VA  = 8.5/60°  = 4.2500  + /7.3612 
VB  = 6.5/205°  = -5.8910  - (-2.7470 
VA'  = 6.0/125°  = -3.4415  + /4.9149 
VB'  = 4.5/230°  = -28926  - (3.4472 
V/  = 6.0/35°  = 4.9149  + (3.4472 
VBU  = 10.5/160°  = -9.8668  + 3.5912 
WL  = 10.0/270°  = 0.0000  - /10.0000 
Ws  = 12.0/180°  = -12.0000  + (0.0000 


Ia$  ecuaciones  (8.17)  y (8.18)  propordonan 


yt  - £ 

WL 


-7.6915  ~ (2.4463 
0.0000  - (10.0000 


= 0.2446  - /0.7691 


Vs  ~ Vfe 
Wl 


2.9985  - Q.7002 
0.0000  - (10.0000 


= 0.0700  + 3.2998 


B uso  dela$  ecuacicmes  (8.2 1)  y (8,22)  conduce  a 


A — 

1 

rsF 

1 

0.6649  - (3.9198 

AAR  ~ 

Wr 

-12.0000  + 3.0000 

Abr  = 

v£  - vB 

-19758  + /6.3382 

-12.0000  + jo.oooo 

-0.0554  + 3.3266 


= 0.3313  - (0.5282 


Ins  pesos  de  desbalance  se  determinan  pnr  las  ecuaciones  (8.23)  y (8,24); 

(5.2962  + 3.1941)  - (1.2237  - (1.7721)  (4.0725  + (1.9661) 

Ul  = (-0.3252  - 3.3840)  - (-0.1018  + 3.0063)  = (-0.2234  - 3.3903) 

= -82930  + /5.6879 

(-1.9096  + (1.7898)  - (3-5540  + 3-8590)  (1.6443  - 3.0693) 

Ur  ~ (-0.1018  + 3.0063)  - (-0.3252  - /0.3840)  “ (0.2234  + 3.3903) 

= -2.1773  - /5.4592 

R)r  lo  tanto,  los  pesos  de  balance  requeridos  estdn  dados  por 


Bl  = -UL  = (82930  - /5.6879)  = 10.0561/145.5548° 
Br  = -UR  = (2.1773  + /5.4592)  = 58774/248-2559° 


Bsto  muestra  que  la adiciòn  de  un  peso  de  10.0561  oz  en  el  plano  izquierdo  a 145.5548°  y un  peso  de  5.8774  oz 
en  el  plauo  derecho  a 248.2559°  de  la  posicidn  de  referencia  balanceard  el  rotor  de  la  turbina.  Se  infiere  que 
bs  pesos  de  balanceo  se  colocan  a la  misma  distancia  radial  que  los  pesos  de  prueba.  Si  un  peso  de  balanceo 
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$e  tuviem  que  colocar  en  una  posidòn  radial  diferente,  el  pe$0  de  halanceo  requerido  tendria  que  modificaree 
en  proporcidn  inversa a lfl  difltancifl  rfldial  del  eje  de  rotaddn. 


8.5  | Remolineo  de  flechas  rotatorias 


En  la  seocion  anterior  se  supuso  que  el  sistema  de  rotor:  la  flecha  y el  cuerpo  rotatorio,  eran  rigidos. 
Sin  embargo,  en  muchas  aplicaciones  practicas,  como  turbinas,  compiesores,  motores  eldctricos  y 
bombas,  se  monta  un  rotor  pesado  sobre  una  flecha  flexible  ligera  que  esta  apoyada  en  rodamientos. 
Habrà  desbalance  en  todos  los  rotores  debido  a errores  de  fabricacion.  Estos  desbalances  asf  corao 
otros  efcctos,  como  la  rigidez  y amortiguamiento  de  la  flecha,  efectos  giroscopicos  y friccion  de 
fluido  en  rodamientos,  haràn  que  la  flecha  se  flexione  de  una  manera  complicada  a ciertas  veloci- 
dades  de  rotacìdn,  conocidas  como  velocidades  de  remdineo,  laligueo  o criticas.  E1  remolineo  se 
define  como  la  rotacidn  del  plano  formado  por  la  li'nea  de  centros  de  los  rodamientos  y la  flecha 
flexionada.  En  estaseccidn  estudiamos  los  aspectos  de  modelado  del  sistemade  rotor,  las  velocida- 
des  criiicas,  la  respuesta  del  sistema,  y la  estabilidad  [8.13-8.14]. 

8.5.1  Cbnsidere  una  flecha  apoyada  por  dos  rodamientos  y con  un  rotor  o disco  de  masa  m a la  mitad, 

como  se  muestra  en  la  figura  8.11.  Supondremos  que  el  rotor  esta  sometido  a una  excitaddn  de  esta- 

Ecuaciones  do  estable  causada  por  un  desbalance  de  masa.  Las  fuerzas  que  actuan  en  el  rotor  son  la  fuerza  de 

de  movimiento  inerda  debido  a la  aceleracion  del  centro  de  masa,  la  fuerza  de  resorte  debido  a la  dasticidad  de  la 
flecha,  y las  fuerzas  de  amortiguamiento  extemas  e intemas.3 

Sea  O la  posicidn  de  equilibrio  de  la  flecha  cuando  esta  perfectamente  balanceada,  como  se 
muestra en  la flgura  8.12.  Se  supone que  la  flecha  {h'nea  CG ) gira  a una  velocidad angular  constante 
ù).  Durante  la  rotacion,  el  rotor  se  flexiona  radialmente  a una  distancia  A = OC  <en  estado  estable). 
Se  supone  que  el  rotor  (disco)  tiene  una  excentricidad  a de  modo  que  su  centro  de  masa  (centro  de 
gravedad)  Gesta  a unadistancia  a del  centro  geomdtrico,  C.  Ulilizamos  un  sistemade  coordenadas 


3 Cualquicr  sistcma  ictatorìo  rcspomlc  cn  dos  fcrmas  difcreatcs  a las  fucraas  dc  amoitiguaimento  o fricddn,  dcpcndicndo 
dcsilas  fucrzas  gìran  con  la  flccha  o no,  Cuando  las  posicioncs  cn  quc  actfìan  las  fucrzas  pcrmaneccn  fijas  cn  el  cspacio, 
con  cn  d caso  de  fticrzas  dc  amortiguamicnto  (las  cuales  pmvocan  pdrdidas  de  cncrgia)  cn  Ja  cstnictuia  dc  soportc,  d amor- 
tìguainicnto  se  conocc  como  amortigwmiento  enadonarto  o extemo,  Por  otra  partc,  si  las  posìcìoncs  en  quc  acttìan  giran 
con  1a  flccha  en  el  espacio,  como  cn  d caso  de  firicdtìn  interna  dd  material  de  la  flccha,  d amordguamìcnto  sc  conocc  como 
amonigitomiento  rotatorio  o interno. 
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fijo  (xyy  fijo  a la  tierra)  con  O como  el  origen  paia  describir  el  movimiento  del  sistema.  La  veloci- 
cbd  angular  de  ia  li'nea  OC,  8 = d8/dt,  se  conoce  como  velocidad  de  remolineo  y no  sude  ser  igual 
a <u.  Las  ecuaciones  de  movimiento  del  rotor  (masa  m)  se  pueden  escribir  como 


fiieiza  de  inercia  ( fj)  = fiierza  elastìca ( /J) 

+ fiieiza  de  amortiguamiento  interno  (^) 

+ Fuerza  de  amortiguamiento  externo  (8,25) 

Las  diversas  fucrzas  en  la  ecuacion  (8.25)  se  pueden  expresar  como  sigue: 


Fuerza  de  inercia:  F)  = mR  (8.26) 

donde  R indica  el  vector  radio  del  oentio  de  masa  G dado  por 

R = (x  + a oqs  ajr)(  + (y  + a sen  m)j  (8.27) 

donde  x y jrepresentan  las  coordenadas  del  oentro  geomdrico  Ce  i y j indican  los  vectores  unìta- 
ùosalo  largo  de  las  coordenadas xy  y, respecti vamente.  Las ecuaciones (8.26)  y (8.27) conducen  a 

Fj  = «i[(jc  - aat  oos  m)t  + (y  - aa?  sen  <ur)/]  (8,28) 

Fuerza  elastica:  Fe  = -k(xi  + yj)  (8.29) 

donde  k es  la  rigidez  de  la  flecha. 

— > ->  — > 

Fuerza  de  amortìguamiento  intemo:  F#  = -c,  [(Jt  + ù)y)i  + (y  + <ujt)y]  (8.30) 

donde  c’j  es  el  coeficiente  de  amoitiguamiento  intemo  o rotatorio: 

— * ->  -> 

fiieiza de  amortiguainiento extemo:  F&  = -c(xi  + yj)  (8.3t) 
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donde  c es  el  coefidentede  amortiguamiento  extemo.  Sustituyendo  las  ecuadones  (8.28)  a{8.31)  cn 
la  ecuadon  (8.25),  obtenemos  las  ecuadones  de  movimiento  en  forma  escalar: 

mx  + (cj  + c)x  + kx  ~ Ci(ùy  = ma?a  cos  m (8.32) 

my  + {cj  + c)y  + ky  - ct<ùx  = mara  sen  m {8.33) 


Estas  ecuacìones  de  movimiento,  las  cuales  describen  la  vibracidn  lateial  del  iotor,estan  acopladas 
y dependen  de  la  velocidad  de  rotadon  de  estado  estable  m de  la  flecha.  Definiendo  una  cantidad 
compleja  w como 


w = x + iy  {B.34) 

donde  i = { — I)1  y sumando  la  ecuacidn  (8.32)  a la  ecuaddn  {8.33)  multiplicada  por  ì,  obtenemos 
una  unica  ecuaddn  de  movimiento: 


mw  + (cj  + c)w  + kw  - ìtùCiW  = m(ù2ae,a3t 


(8.35) 


Velocidades 

criticas 


Se  dice  que  una  vdoddad  critica  existe  cuando  la  frecuencia  de  rotacìdn  de  una  flecha  es  igual 
a una  de  sus  frecuencìas  naturales.  La  frecuencia  natural  no  amortiguada  del  sistema  de  rotor  se 
obtiene  resolviendo  las  ecuaciones  {8.32),  {8.33)  u {8.35),  reteniendo  solo  la  parte  homogenea  con 
Cj  = c = 0.  Esto  da  la  frecuenda  natural  del  sistema  {o  vdoddad  critica  dd  sistema  no  amortiguado): 


(8.36) 


Cuando  la  vdoddad  de  rotacidn  es  igual  a esta  velocidad  crftica,  el  xotor  experimenta  giandes 
deflexiones  y la  fuerza  transmitida  a las  rodamientos  puede  piovocar  fallas  ai  dstos.  Se  espera  que 
una  tàpida  transiddn  de  la  flecha  rotatoria  de  una  velocidad  critica  limite  las  amplitudes  de  remo- 
lineo,  mientias  que  una  fransicidn  lenta  por  la  velocidad  critìca  promueva  el  desairollo  de  giandes 
amplitudes.  La  referenda  [8.15]  investiga  el  comportamiento  del  rotor  durante  la  acdeiacidn  y 
desacdeiacion  a travds  de  velocidades  criticas.  En  la  referencia  [8. 16]  se  presenta  un  programa  de 
computadora  FORTRAN  para  calcular  las  velocidades  crfticas  de  flcchas  rotatorias. 


g,  5.3 Para  determinar  la  respuesta  dd  rotor,  suponemos  que  la  exdtaddn  es  una  fuerza  armdnica  producida 

por  d desbalance  del  rotor.  Ademas,  suponemos  que  el  amortìguamiento  intemo  es  insignificante 

Respuesta  {c'j  = 0).  Entonces,  podemos  resolver  las  ecuadones  {8.32)  y <8.33)  {o  de  manera  equivalcnte,  la 

del  sistema  ecuaddn  {8.35))  y determinar  las  amplitudes  de  remolineo  dinamico  del  rotor  originadas  por  el 

desbalance  de  la  masa.  Con  ct  = 0,  la  ecuacìdn  {8.35)  se  reduce  a 


mw  + cw  + Jfcw  = m<i?aelùlt 


{B.37) 


La  solucidn  de  la  ecuacion  (8.37)  se  puede  expresar  como 


w(t)  = Ce~(at+^  + Aei(<ar~^ 


(8.38) 
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donde  C,p,Ay  <f> son  constantes.  ObsCTve  que  el  primer  tèrmino  en  el  lado  dCTecho  de  la  ecuacion 
<8.38)  contiene  un  tdrmino  exponencial  decadente  que  representa  una  solucidn  tiansitoria  y el  se- 
gundo  termino  denota  un  movimiento  circular  de  estado  estable  (remolineo).  Sustituyendo  la  parte 
de  estado  estable  de  la  ecuacidn  (8.38)  en  la  ecuacidn  (8.37),  podemos  determinar  la  amplitud  del 
movimiento  circular  (remoli  neo)  como 


A = 


rtiùPa 


[(Jfc  - /nùj2)2  + ùj^c2]1'’2  [{1  - r2)2  + {2£r)2]'/2 


yel  angulo  de  fase  como 


* - = (iS^) 


donde 


r = 


ù) 


y 


<8.39) 


(8,40) 


Diferencìando  la  ecuacidn  (8.39)  con  respecto  a ùj  e igualando  d resultado  a cero,  podemos  hallar 
la  velocidad  de  rotacion  &ja  la  cual  la  amplitud  de  rcmolineo  se  hace  maxima; 


ù> 


Vl  - 'if- 


<8.4 1) 


(s) 

oontrola 


FiguraS.I3  Cràfìcasde  lasecuaciones 
(8.39)  y (8.40). 
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donde  la  ecuaciòn  (8.36)  resulta  en  <u„.  Se  ve  que  la  veloddad  critica  coiresponde  exactamente  a 
la  frecuenda  natural  <un  sòlo  cuando  el  amortiguamiento  (c)  es  cero.  Ademas,  la  ecuaciòn  (8.41) 
muestra  que,  por  lo  general,  la  piesencia  de  amortiguamiento  incrementa  d valor  de  la  velocidad 
crftica  comparada  con  <u„.  En  la  figura  8.13  [8.14]  se  muestra  una  gràfica  de  las  ecuacìones  (8.39) 
y (8.40).  Como  la  funcìòn  forzada  es  pioporcional  a iu2,  normalmente  esperamos  que  la  amplitud 
de  vibraciòn  se  inciemente  con  la  vdoddad  <u.  Sm  e-mbargo,  la  amplitud  real  aparece  como  se 
muestra  en  la  figura  8.13.  Por  la  ecuadòn  (8.39)  se  observa  que  la  constante  de  resorte  k determìna 
la  amplitud  de  remolineo  drcular  A a bajas  velocidades,  puesto  que  los  otros  dos  tèrminos,  maP-  y 
c2*?  son  pequeiios.  Ademas,  se  ve  que  el  valor  del  angulo  de  fase  (j>  es  0°  segun  la  ecuaciòn  (8.46) 
paia  valores  pequefios  de  <u.  A medida  que  se  inciemenla,  la  amplitud  de  la  respuesta  alcanza 
un  pico,  puesto  que  la  resonancia  ocurre  con  k — rw)2  = 0.  Aliededor  de  la  resonanda,  en  esencia 
d tòrmino  de  amortiguamiento  limita  la  icspuesta.  H retraso  de  fase  es  de  90"  en  icsonancia.  A 
medida  que  la  velocidad  <u  se  inciementa  mas  alla  de  <uB,  d tàrnino  de  masa  mV  en  la  ecuaciòn 
(8.39)  domina  la  respuesta.  PUesto  que  este  tòrraino  està  desfasado  180°  oon  respecto  a la  fiierza 
desbalanceada,  la  flecha  gira  en  direcciòn  opuesta  a la  de  la  fuerza  desbalanceada,  de  ahf  que  su 
ìespuesta  estarà  lìmitada. 


Notas: 

1,  La  ecuadòn  (8.38)  asume  ìmplfcitamente  una  condidòn  de  remolineo  sincrònico  diiecto  bajo 

estado  estable  (es  decir,  ò = <u).  Como  un  caso  general,  si  la  soluciòn  de  estado  estable  de  la 
ecuadòn  (8.37)  se  supone  como  w(f)  = la  soludòn  se  obtiene  como  y = ±<u,  con 

y = +ù)  representando  el  iemolineo  sincrònico  directo  y y = — <u  denotando  un  remolineo 
sincrònioo  inverso.  Para  rotores  simples,  como  d de  la  figura  8.11,  sòlo  ocurre  remolineo  sin- 
dònico  directo  en  la  pràctica. 

2,  Para  deierminar  las  ieacciones  en  los  rodamientos,  primero  encontramos  la  deflexiòn  del  centro 
de  masa  del  disoo  con  respedo  al  eje  de  rodamiento,  R en  la  figura  8.12,  como 


R2  = A2  + + 2 Aa  cos 


(8.42) 


Considerando  las  ecuacìones  (8.39)  y (8.40),  la  ecuadòn  (8.42)  se  reescribe  como 


R = a 


1 + (2£r  )2 


L(l  - r2f  + (2fr)2J 


1/2 


(8.43) 


Las  reacciones  en  los  rodamientos  se  determinan  entonces  por  la  fuerza  centrifuga,  maP-R. 
La  vibracìòn  y balanceo  de  rotores  flexibles  desbalanceados  se  presentan  en  las  referencias 
[8.17,8.18]. 


Anàlisis  de 
estabilidad 


La  inestabilidad  en  un  sistema  de  rotor  flexible  puede  ocurrir  debido  a varios  factoies  como  fricciòn 
ìntema,  excentricidad  dd  rotor  y el  latìgueo  de  aceite  en  los  rodamientos.  Como  se  vio  antes,  la 
estabilidad  del  sistema  se  puede  investigar  teniendo  presente  1a  ecuaciòn  que  rige  la  dinàmica  del 
sistema.  Suponiendo  w(t)  = eest,  la  ecuaciòn  caiacteristica  a la  parte  bomogònea  de  la  ecuaciòn 
(8.35)  se  escribe  como 


m$*  + (c;  + c)j  + k ~ ÌùKj  = 0 


(8.44) 
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Ejemplo  8.3 


Con  s = iA,la  ecuacion  (8.44)  se  escribe  como 

- mA2  + (c;  + c)iA  + Jfc  - iùK-,  = 0 (8,45) 

Esta  ecuacion  es  un  caso  particular  de  la  ecuacion  mas  general 

{p2  + + {pì  + ì4iM  + (A)  + (4o)  = 0 <846) 

Una  condicidn  necesaria  y suficiente  para  que  el  sistema  regido  por  la  ecuacidn  (8.46)  sea  estable, 
segun  el  criterio  de  Routh-Hurwitz,  es  que  se  satisfagan  las  siguientes  desigualdades: 


y 


P2 

q.2 


p i 


> o 


(8.47) 


P2  Pl  PQ  0 

42  4i  4o  0 

0 P2  P\  Po 

0 $2  4i  4o 


> 0 


(8-48) 


Observando  que  p2  = — m,  q2  = 0,Pi  = 0,  q^  = Cj  + c,  = Jfc  y q^  = — <oci;  de  acuerdo  con  la 
ecuacidn  (8.45),  la  aplicacidn  de  las  ecuaciones  (8.47)  y (8.48)  eonduce  a 

fft(c;  + c)  >0  (8.49) 


y 


Jfcm(cj  + c)2  - m2{ù?cf)  > 0 (850) 

La  ecuacion  (8.49)  se  satisface  automaticamente,  en  tanto  que  la  ecuadon  (8.50)  produce  la  con- 
dcion 


— ù)  > 0 


(851) 


Esta  ecuacidn  tambidn  muestia  que  la  friccion  intema  y extema  puede  provocar  inestabilidad  a 


velocidades  de  rotacidn  por  encima  de  la  primera  velocidad  cn'tica  de  <u 


Amplitud  de  remolineo  de  una  flecha  con  un  rotor  desbalanceado 

l Jna  flecha,  oon  un  rotor  que  pcsa  100  Ib  y excootricidad  de  0.1  pulg„  gira  a 1200  rpm,  Dctermmo  (a)  la 
amplitud  de  remglmeo  de  estado  estable  y (b)  la  amplitud  de  remolineo  màxima  durante  las  coudiciones  de 
arranque  del  sistema.  Suponga  la  rigidez  de  la  flecha  como  2 X 105  Jb/pulg  y la  relacidn  de  amortiguamiento 
extemo  como  0. 1 . 
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SoIuchSd:  La  frecuenria  forzada  del  mtor  (veloridad  de  rotaridn  de  la  flecha)  e$ri  dada  por 

1200  X 2-17  £JLA(\  Jf 

oj  = — = 40tt  = 125.6640  rad/s 

60 


La  frecuenria  natural  del  sistema  se  determìna  como 


2.0  X 105 
(100/386.4) 


= 87.9090  rad/s 


y la  rdaritìn  de  frecuencia  como 


r 


125.6640 

87.9090 


= 1.4295 


(a)  La  ecuaritìn  (8,39)  proporriona  la  amplitud  de  estado  estable: 

V(i  - '2)2  + (^)3 

(0.1  )(1 .4295)1 

Vt1  ” 1-42952)2  + (2  X 0.1  X 1.4295)1 


0.188S7  pulg. 


(E.l) 

(E^) 


(b)  Dumnte  las  oondiciones  de  ananque,  la  frecuenria  (velocidad)  del  rotor,  a>,  pasa  por  la  frecuencia  natnral 
del  sistema.  Por  lo  tanto,  con  r = 1 en  la  ecuaritìn  (E.  1),  obtenemos  la  amplitud  de  remolineo  como 

, a 0.1 
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Los  elementos  mqvlles  esenciales  de  un  motor  reciprocante  son  el  pistdn,  el  ciguenal  y la  biela. 
Las  vibraciones  en  motores  reciprocantes  se  presentan  debido  a ( I ) la  variacidn  periodica  de  la  pre- 
sidn  de  gas  en  el  cilindro  y (2)  las  luerzas  de  inercia  (periddicas)  asociadas  con  las  partes  mdviles. 
[8. 19].  A continuacion  examinaremos  un  motor  reciprocante  y encontraremos  las  fuerzas  desbalan- 
ceadas  provocadas  por  estos  factores. 


Fuerzas  des- 
balanceadas 
debido  a 
fluctuaciones 
en  la  presiòn 
de  gas 


La  figura  8.14(a)  es  un  diagrama  esquematìco  de  un  cilindro  de  un  motor  recìpiocante.  E1  motor 
es  propulsado  por  el  gas  que  se  expande  en  el  cilindxo.  E1  gas  ejerce  una  fuerza  de  presidn  Fen  el 
piston,  la  cual  se  transraite  al  cigiienal  por  oonducto  de  la  biela.  La  reaccidn  a la  fiierza  F se  puede 
descomponer  en  dos  componentes:  una  de  magnitud  F/cos  <f>,  que  acttìa  a lo  largo  de  la  biela,  y la 
otia  de  magnitud  F tan  tf>,  que  acttìa  en  una  diieccion  borizontal.  La  fuerza  F/cos  </>  induce  un  par 
de  toràdn  Mit  la cual  tiende  a hacer  girar  el  ciguenal.  (En  la  figura  8. 14(b),  M^  acttìa  con  respecto  a 
un  eje  perpendicular  al  plano  de  la  pagina  y pasa  por  el  punto  2). 


( F \ 

Mt  = I ) r oos  8 

Voos 


(9.52) 
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Flgura  8.14  Fuerzasen 
un  motor  reciprocante. 


Riia  el  equilibrio  de  fuerzas  de  todo  el  slstema,  las  fuerzas  en  los  rodamientos  del  dgiienal  seràn  F 
en  la  direociòn  vertical  y Ftan  <f>  m la  dinsccion  horizontal. 

Fbr  lo  tanto,  las  fuerzas  tiansnritìdas  a las  partes  estacionarias  del  motor  son  las  siguientes: 

1,  La  fuerza  F que  actua  hacia  arriba  en  La  cabeza  de  cilindros 

2,  La  fuerza  Ftan<f>  que  actfia  hacia  la  derecha  en  la  càbeza  de  cilindros 

3,  La  fuerza  F que  acttìa  hacia  abajo  en  el  rodamiento  del  cigiienal  Q 

4,  La  fuerza  Ftskn<f>  que  acttìa  hacia  la  izquierda en  el  rodamÌOTto  del  dgiienal. 


Estas  fuCTzas  se  muestran  en  la  figura  8.14<c).  Aun  cuando  la  fiierza  resultante  total  es  cero,  hay 
un  par  de  toision  resultante  MQ  = Fh  tan  <f>  que  acttìa  en  el  cueipo  del  motor,  donde  h se  puede 
encontrar  a partir  de  la  geomelria  del  sistema: 


, r cos  6 

h = - — — 

sen  <p 


<853) 


Fbr  lo  tanto,  el  par  de  torsiòn  resultante  es 


fr  cos  8 
cos  <f> 


<854) 


Como  se  espeiaba,  se  ve  que  los  pares  y MQ  dados  por  las  ecuacicmes  <8.52)  y <8.54)  son  idòn- 
licos,  lo  que  indica  que  d par  de  torsiòn  induddo  en  d ciguenal  debido  a la  presiòn  de  gas  sobre 
d pistòn  se  perdbe  en  el  soporte  del  motor.  Como  la  magnitud  de  la  fuerza  dd  gas  F varia  con  el 
liempo,  d par  de  torsiòn  MQ  tambiòn  varia  con  el  tìempo.  La  magnitud  de  la  fuerza  F cambia  desde 
un  maximo  hasta  un  mfnimo  a una  frecuenda  iegida  por  d ntìmero  de  cilindros  en  el  motor,  d tìpo 
del  ciclo  de  operaciòn  y la  vdoddad  de  rotadòn  del  motor. 
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Fuerzas  desba- 
lanceadas 
debido  a 
inercia  de  las 
partes  mòviles 


Aederacion  del  ptstdn.  La  figura  8.15  muestra  d ciguenal  <de  IqngLtud  r),  la  bida  {de  lqngitud  0 
y el  pistdn  de  un  mqtqr  reciprqcante.  Se  supqne  que  el  cigueiial  gira  en  direcciqn  oqntraria  a las 
manecillas  del  relqj  a una  velqcidad  angular  cqnstante,  <a,  cqmq  se  muestra  en  la  figura  8. 15.  Si  cqn- 
sideramqs  el  qrigendel  ejejr{0)  cqmq  laposiciqn  mas  alla  del  pistqn,  el  desplazamientq  del  pistdn 
P cqrrespqndiente  a un  desplazamiento  angular  del  cigiienal  de  8 = m se  puede  exprcsar  comq  en 
la  figura  8.15.  E1  desplazamiento  dd  pistdn  P oonespondiente  a un  desplazamiento  angular  del 
dgiienal  8 = m de  su  posicion  màs  alta  (origen  O)  se  puede  expresar  comq 


xp  = r + l - r cosB  - l cos  <f> 


= r + l - r oosùj#  - /V/  1 _ 55112  $ 


(8.55) 


/ sen  <f>  = r sen  8 = r sen  aw 


(8.56) 


y por  consiguiente 


( rZ 

<i>  = yl  - -^2 sen 2<ot j 


(8.57) 


Sustituyendo  la  ecuadon  (8.57)  en  la  ecuacìon  (8.55),  obtenemos 


xp  = r + l - rcosùìt  - lyjl  — sen  m 


(8,58) 


Figura  8.15  Movimientos  del  dgtienal,  biela  y pistòn. 
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Debido  a la  piesencia  del  tòrrmno  que  implica  la  raiz  cuadrada,  la  ecuacidn  (8.58)  no  es  muy  con- 
veniente  para  mayores  calculos.  La  ecuacidn  (8.58)  se  puede  simplificar  observando  que,  por  lo 
general,  rjl  < j y utillzando  la  relacidn  de  expansion. 

Vl  - e « ! - | (859) 

ftr  consiguiente,  la  ecuadon  (8.58)  se  puede  aproximar  como 

r2 

xp  “ r(l  - oosùj^)  + " sen2ù?r  (8.60) 

o,  de  forma  equivalente, 


= r^l  + - rj^cos <ot  + “ cos lùit'j 


(8.6!) 


La  ecuacidn  (8.61)  se  puede  diferenciar  con  respecto  al  tiempo  para  obtener  expresiones  para  la 
velocidad  y aceleracidn  del  pistdn: 


'xp  = r<u^ 


senfco?  + 


<• 


Xa  = rùl2\  cos  ù)t  + 


sen  2ùJt^ 
j oos  Itot'j 


(8.62) 

(8.63) 


AceleracWn  del  mundn  del  cìguenal.  Con  respecto  a los  ejes  de  coordenadas  xy  mostrados  en  la 
f gura  8.15,  los  desplazamientos  verticales  y horizontales  del  murion  del  cigiiefial  Cestan  dados  por 

Xc  = OA  + AB  = l + r(l  — cos  ùit)  (8.64) 

X-  = CB  = r sen  tut  (8.65) 


La  difeiendaddn  de  las  ecuacìones  (8.64)  y (8.65)  con  respecto  al  tìempo  propoiciona  los  compo- 
nentes  de  velocidad  y acderacidn  del  mundn  del  cigiiefial  eomo 


xc  = rùisz  nùtf 

(8.66) 

yc  = riù  cos 

(8.67) 

xc  = rù)2  cos  ù)t 

(8.68) 

yc  = ~rù)2  sen  ù)t 

(8.69) 

Fuerzas  de  inercia.  Aunque  la  masa  de  Ja  biela  esta  distribuida  a lo  largo  de  toda  su  longitud,  en 
general  se  idealiza  como  un  eslabon  sin  masa  enlazado  a dos  masas  concentradas  en  sus  extremos: 
d extremo  del  pìstdn  y el  extremo  del  mundn  del  cigiienal.  Si  mp  y mc  indican  la  masa  total  del 
pistdn  y del  mundn  del  ciguefial  (induida  la  masa  concentrada  de  la  bida)  respectivaraente,  d com- 
ponente  vertical  de  la  fiieiza  de  inercia  (Fx)  paia  un  dlindro  està  dado  por 


Fx  = rrtpXp  + mjxc 


(8.70) 
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Sustituyendo  las  ecuadones  (8.63)  y {8.68)  para  las  aceleradones  de  P y C,  la  ecuadon  {8.70)  se 
escribe  como 


Fx  = (ìttp  + mc)r*)2  OOS  (ùt  + trtp—j—  00 s liùt  (8,71) 

Se  puede  observar  que  el  componente  vertìcal  de  la  fueiza  de  inerda  se  compone  de  dos  partes. 
Una,  conocida  como  parte  primaria,  tìene  una  frecuenda  igual  a la  frecuencia  de  rotacidn  del 
cigiiefial  a>.  La  otia,  conocida  como  parte  secundaria,  tìene  una  frecuencìa  igual  a dos  veces  la 
frecuencia  de  rotaddn  del  cigtienal. 

Asimismo,  d componente  borizontal  de  la  fuerza  de  inercia  paia  un  dlindro  se  obtiene  como 

Fy  = mpyp  + mcyc  {8,72) 

donde  la  ecuacidn  {8.69)  da  yp  = 0 y yc.  Por  lo  tanto 

Fy  = — mcrù)2  sen  tot  {8,73) 

Se  observa  que  el  componente  horizontal  de  la  fuerza  de  inercia  tìene  solo  una  parte  primaria. 


Balanceo 
de  motores 
reciprocantes 


Las  ecuadones  {8.7 1)  y {8.73)  propordonan  las  fuerzas  desbalanceadas  o de  inerda  en  un  cilindro.  En 
estas  ecuadones,  mp  y mc  representan  masas  reciprocante  y rotatoria  equivalentes,  respectìvamente. 
La  masa  mp  siempre  es  positìva,  pero  mc  puede  hacerse  cero  contrapesando  d dgùenal.  Por  lo  que  es 
posible  redudr  la  fu^za  de  inerda  horizontal  Fy  a cero,  pero  la  fucrza  desbalanoeada  vertical  siempre 
existe.  Por  lo  tanto  un  motor  de  un  dlindro  es  iriherentemente  desbalanceado. 

En  un  motor  de  vaiios  cilindros,  es  posible  balancear  algunas  o todas  las  fuerzas  de  inercia  y 
pares  de  toisidn  mediante  la  disposiddn  apropiada  dc  los  cigùefiales.  La  figura  8.16{a)  muestra  la 
disposicion  general  de  un  motor  de  N cùindros  {solo  seis  cUindros,  N — 6,  se  muestran  en  la  fìgura). 
Sc  supone  que  las  longitudes  dc  todos  los  dgùenales  y bielas  son  r y f,  respectìvamente,  y que  la 
velocidad  angular  de  todos  los  cigùenalcs  es  una  constante,  (o.  Se  supone  que  el  desplazamiento 
axial  y la  orientacìdn  angular  del  cilindro  i-dsimo  con  respecto  a los  dd  primer  cilindio  deben  ser 
y fj,  respectìvamente;  i = 2, 3, ...,  N.  Para  el  balance  de  fueizas,  la  fuerza  de  inerda  total  en  las 
direcdones  x y y debe  ser  cero.  Por  consiguiente 


{?*)  touu  = ° <8-74) 

i = ì 

(fya**  = Ì(^)i  = 0 {8,75) 

i=l 

(Jonde  (FJi  y (Fy)i  son  los  componentes  vertical  y horizontal  de  la  fuerza  de  inercìa  dd  cilìndro  i 
proporcionados  por  {vea  las  ecuadones  (8.71)  y {8.73)): 


{8,76) 


(Fx)-,  = (mp  + mc)jr*)2cos(ù)f  + efj)  + (/mp)ì  —j—  oos(2<uf  + 2*;) 

(Fy);  = - (m^),rù?  sen(ù)i  + «;) 


{8.77) 
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Flano  de  referenda 


x 


(b> 

Flgura  8.16  Dtsposidòn  de  un  motor  de  ATdlindros. 


Ffeia  simplificar,  suponemos  que  las  masas  reciprocantes  y rotatorias  de  cada  cilindro  son  las  mis- 

mas,  es  decir,  (m^  =mp y = mc con  j = 1,2 N.  Sin  perdida  de  generalidad,  las  ecuadones 

(8.74)  y (8.75)  se  pueden  aplicar  en  el  tiempo  t = 0.  Por  lo  tanto,  las  condiciones  necesarias  para  el 
balanoe  de  fuerza  total  estan  dadas  por 


N 


N 


oos  ff;  = 0 y ^oos  2 at  = 0 


N 

2 sen  ff  / = 0 
i=l 


(8.78) 

(8-79) 


Las  fuerzas  de  inercia  (F^t  y (Fy)j  del  cilindro  i-òsimo  inducen  momentos  en  cuanto  a los  ejes 
y y x,  respectivamente,  como  se  muestra  en  la  figura  8.t6(b).  Los  momentos  con  respecto  a los 
ejes  z y x son 


N 


Mz  = 2 {Fx)h  = 0 

i=  2 

(8.80) 

N 

Mx  = = 0 

(8-81) 

8,8  Control  de  frecaeticias  naturaJes  671 


Sustituyendo  las  ecuadones  (8.76)  y (8.77)  en  las  ecuaciones  (8.80)  y (8.81)  y suponiendo  t = 0, 
obtenemos  las  condidones  necesarias  que  deberun  satisfacerse  para  el  balanceo  de  momentos  con 
respecto  a los  ejes  zyx  como 

N N 

2 h cos  ofj  = 0 y 2 lì 005  2ai  = 0 (8.82) 

i=2  i= 2 

N 

2 li  sen  <xì  = 0 (8,83) 

i= 2 

For  lo  tanto,  podemos  acomodar  los  cilindros  de  un  motor  reciprocante  de  varios  cilindros  de 
manera  que  se  satisfegan  las  ecuaciones  (8.78),  (8.79),  (8.82)  y (8.83);  quedara  completamente 
balanceado  contra  las  fuerzas  de  inercia  y momentos. 


8.7  | Control  de  vibraciòn 


En  muchas  situaciones  piaeticas,  es  posible  redudr  mas  no  eliminar  las  fuerzas  dinamicas  que 
provocan  vibradones.  Se  pueden  utilizar  varios  mdtodos  para  controlar  vibradones.  Eritre  ellos, 
los  siguientes  son  importantes; 

1,  Controlar  las  frecuencias  naturales  dd  sìstema  y evitar  la  resonancia  bajo  excitaciones  extemas. 

2,  Impedir  la  respuesta  excesiva  del  sistema,  induso  en  resonancia,  con  la  introducddn  de  amor- 
tiguamiento  o un  mecanismo  disipador  de  eneigfa. 

3,  Reducir  Ja  transmisidn  de  las  fuerzas  de  excitacidn  de  una  parte  de  la  maquina  a otra  por  medio 
de  aisladores  de  vibradon. 

4,  Reducir  la  respuesta  del  sistema  con  la  adidon  de  un  neutralizador  de  masa  auxiliar  o absorbe- 
dor  de  vibracion. 

A continuasidn  consideraremos  los  detalles  de  estos  mdtodos. 


8.8  I control  de  frecuencias  naturales 


Se  sabe  muy  bien  que  siempre  que  la  frecuencia  de  excitacidn  coincide  oon  una  de  las  frecuen- 
das  naturales  del  sistema,  ocurre  resonancia.  La  caracteristica  mas  prominente  de  la  resonancia  es 
un  desplazamiento  grande.  En  la  mayoria  de  los  sistemas  mecanicos  y estructurales,  los  grandes 
desplazamientos  indican  esfiierzos  y deformaciones  indeseablemente  grandes,  los  cuales  pueden 
provocar  la  falla  del  sistema.  De  ahf  que  en  cualquier  sistema  se  deben  evitar  las  condiciones  de 
iesonanda.  En  la  mayoria  de  los  casos,  la  frecuencia  de  excitaddn  se  puede  controlar,  porque  es 
impuesta  por  requerimientos  funcionales  del  sistema  o maquina.  Debemos  concenlramos  en  con- 
trolar  las  frecuencias  naturales  del  sistema  para  evitar  la  resonancia. 

Como  indica  la  ecuaddn  (2.14),  la  frecuencia  natural  de  un  sistema  se  puede  cambiar  varian- 
do  ya  sea  la  masa  m o la  rigidez  fc4En  muchos  casos  practicos,  sin  embargo,  la  masa  no  se  puede 


4Aunque  cstc  cn  unciado  sc  bacc  cn  rulacitin  con  un  sistcmndc  un  st>lo  grado  dc  libcrtad,  por  k>  gcncraJ  cs  vAlido  incluso  para 
sistcmas  dc  varios  grados  dc  lìbcrtad  y contin  uos , 
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cambiar  con  facilidad,  puesto  que  su  valor  esta  determinado  por  los  requerimientos  funcionales 
del  sistema.  Por  ejemplo,  la  masa  de  un  volante  en  una  flecha  esta  determinada  por  la  cantidad  de 
energia  que  debe  almacenar  en  un  dclo.  Por  consiguiente,  la  rigidez  del  sistema  es  el  fector  que  con 
mas  frecuenda  se  cambia  para  modificar  sus  frecuencias  naturales.  Por  ejemplo,  la  rigidez  de  una 
flecha  njtatoria  se  puede  modificar  variando  uno  o mas  de  sus  parametios,  como  los  materiales  o la 
cantidad  y ubicacidn  de  los  puntos  de  soporte  (lodamientos). 


8.9  | ntroducciòn  al  amortlguamiento 


Aunque  el  amortìguamiento  se  omite  para  sìmplificar  d analisis,  sobie  todo  al  determinar  las  fre- 
cuencias  naturales,  la  mayoria  de  los  sistemas  poseOT  amortìguamiento  hasta  un  cierto  grado.  La 
presencia  de  amortiguamiento  es  util  en  muchos  casos.  En  sistemas  como  amortiguadoies  de  auto- 
moviles  y muchos  instrumentos  de  medicion  de  vibracion,  se  debe  introducir  amortiguamiento  para 
satisfacer  los  requerimientos  fundonales  [8.20-8.21]. 

Si  el  sistema  experimenta  vibracidn  forzada,  su  respuesta  o amplitud  de  vibracion  tìende  a 
inciementarse  ceica  de  la  tesonancia  si  no  hay  amoriiguamiento.  La  presenda  de  amoriiguamiento 
àempie  limita  la  amplitud  de  vibiacion.  Sì  se  conoce  la  frecuencia  forzada,  puede  ser  posible  evitar 
la  resonanda  cambiando  la  frecuencia  natural  del  sìstema.  Sin  embargo,  quizà  se  lequieia  que  el 
asteraa  o maquina  opere  dentro  de  varios  rangos  de  veloddad,  como  en  el  caso  de  un  motor  electri- 
co  de  velocidad  variable  o un  motor  de  oombustion  intema.  Tal  vez  no  se  pueda  e vitar  la  resonancia 
en  todas  las  condidones  de  operacion.  En  tales  casos,  podemos  intìoducir  amortiguamiento  en  el 
àstema  para  controlar  su  respuesta,  utilizando  materiàles  estructurales  de  alto  amoriiguamiento 
intemo,  como  hieno  colado  o materiales  laminados  o emparedados. 

En  algunas  aplicaciones  estructurales  se  introduce  amoitìguamiento  por  medio  de  juntas.  Por 
gemplo,  las  juntas  empemadas  y remachadas,  las  cuales  permiten  resbalamiento  entre  las  superfi- 
des,  disipan  mas  energfa  que  las  juntas  soldadas,  las  cuales  no  lo  permiten.  De  ahi  que  lo  deseable 
para  incrementar  el  amortìguamiento  de  la  estructura  es  una  junta  empemada  o remachada.  Sin 
onbargo,  este  tìpo  de  juntas  reducen  la  rigidez  de  la  estructura,  produoen  desechos  debido  al 
resbalamiento  de  las  juntas  y provocan  coirosidn  por  desgaste.  A pesar  de  esto,  si  se  desea  una 
estructura  muy  amortiguada,  no  se  deberàn  pasar  por  alto  las  juntas  empemadas  o remachadas. 


LsO  de  materiules  viscoelàsticos,  La  ecuaddn  de  movimiento  de  un  sistema  de  un  solo  grado  de 
libertad  con  amortiguamiento  intemo,  soraetido  a exdtadon  armonica  F(t)  = se  expresa  corao 

mx  + i(l  + iy)x  = Foe™1  (8.84) 


donde  17  se  conoce  como  factor  de  pèrdida  (o  coeftcìente  de  perdida),  d cual  se  define  como  (vea 
la  seccidn  2.6.4) 


V = 


) ( Energta  disipada  durante  1 ciclo  de  desplazamiento  armdnioo/radiàn 


W 


■( 


Energfa  de  deformacion  maxima  en  el  ciclo 


iàn  ^ 


La  amplitud  de  la  respuesta  del  sistemaen  resonancia  (a)  = <h„)  esta  dada  por 

A _ Fp 
krf  aEv} 


(8.85) 


(8.86) 


puesto  que  la  rigidez  es  proporcional  al  mddulo  de  Young  (k  = aE;  a = constante) 
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Los  materiales  viscodàsticos  tienen  fkctores  de  perdida  nnas  grandes  y por  consiguiente  se 
utilizan  paia  propoicionar  amortìguaniiento  intCTno.  Cuando  se  utilizan  materiales  viscoelàsticos 
para  controlar  la  vibraddn  se  someten  a deformacion  por  cortante  o directas.  En  la  configuiacidn 
mas  simple,  una  capa  de  material  viscoelàstico  se  adjunta  a una  dàstìca.  En  otro  aireglo,  una  capa 
viscoelàstica  se  coloca  entre  capas  elàsticas.  Esta  configuracidn  se  conoce  como  amoitiguamiento 
de  capa  restringida.5  Las  cintas  de  amortìguamiento,  que  consisten  en  una  dblgada  hoja  de  me- 
tai  cubierta  con  un  adhesivo  viscoelàstico  se  utilizan  en  estructuias  vibiatorias  existentes.  Una 
desventaja  de  los  materiales  viscoelàsticos  es  que  sus  piopiedades  cambian  con  la  temperatura, 
fiecuenda  y tension.  La  ecuacion  <8.86)  muestra  que  un  material  con  el  valor  màs  àlto  de  <£17) 
propordona  la  amplitud  resonante  nunima.  Dado  que  la  deformaddn  es  propordonal  al  desplaza- 
miento  x y d esfuerzo  es  pioporaional  a Ex,  el  maleriai  con  el  valor  màs  grande  del  factor  de 
pdrdida  se  someteià  alos  esfueizos  rairiimos.  A continuacidn  seenundan  los  vàlores  del  coeficien- 
te  de  pdidida  de  algunos  materiales  . 


Material 

Factor  de  pèrdida  (17) 

Pgliestircrio 

2.0 

Caucho  duro 

1.0 

Tapetes  de  fìbrn  con  matriz 

0.1 

Cordio 

0.13-0.t7 

Aluminio 

1 x 10-» 

Hierro  y acero 

2-6  X 10-» 

Las  re-laciones  de  amortìguamiento  obtenibles  con  diferentes  tipos  de  construccion/configura' 
ddn  se  indican  a continuadon: 


Tipo  de  constnicci6n/coniigurflcitìii 

Relaeitìn  dè  amortiguflmiento 
visooso  equivflleiite  {%) 

Construccìon  soldada 

1-4 

Construccion  empernada 

3-10 

Marco  de  acera 

5-6 

Capa  viscoelàstìca  no  restringida  sobre  una  viga 
de  acCTO  y concreto 

4-5 

Capa  viscoelàstica  restringida  sobre  una  viga  de  acero  y concreto 

5-4 

8.10  I Aislamiento  de  la  vibraciòn 


H aislamiento  de  la  vìbradon  es  un  prooedimiento  mediante  el  cual  sereduoen  los  efectos  indesea- 
bles  de  vibracìdn  [8.22-8.24].  Bàsicamente,implica  lainserddn  deun  ntìembro  elàstico  <0  aislador) 


que  et  amcntiguamicmo  dc  capa  restnngida  sc  utitiafi,  pcsibletncntc  an  sabcrlo,  desdc  tanto  ticmpo  atràs  ccrnio  ct 
àglo  xvn,  en  1a  iabricadtìn  dc  violines  [&22]>  Àntonio  Stradivari  (1644-1737)f  d rcnonibrado  lìibricantc  itaJìano  dc  vio- 
Hncs,  adquiriò  dcsdc  Vcncda  h madcra  ncocsaria  para  Ja  fabricadtìn  dc  violincs*  E1  bamìz  vtHizado  para  scllar  1a  madcra 
sc  clabord  con  tma  mczcla  dc  rcdna  y picdras  prcdoaaa  molidaa,  Estc  barttiz,  particulaa  dc  pìcdca  cn  kitia  matriz  dc  rcaina, 
actuaba  como  yna  fcHma  dc  capa  rcstrinjpda  (mccaniano  dc  fricddn)  qyc  gcncraba  aufìdcntc  amorriguamicnto  para  cxplicar 
por  quC  muchos  dc  $us  violinca  tcnran  un  csplCndido  y rico  tono. 
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entre  la  masa  vibiatoria  (equipo  o caiga  util)  y la  fuente  de  vibraddn  de  modo  que  se  logre  una 
leduccion  de  la  respuesta  dinamica  del  sistema  sometido  a oondiciones  especfficas  de  excitacidn 
por  vibracidn.  Se  dice  que  un  sistema  de  aislamiento  es  activo  o pasivo  segiin  si  se  requiere  o no 
potencia  cxterna  para  que  el  aislador  xealice  su  funcidn.  Un  aislador  pasivo  se  compone  de  un 
nriembro  dàstico  (rigidez)  y un  disipador  de  energi'a  (amortiguamiento).  Algunos  ejemplos  de 
àsladores  pasivos  compienden  resortes  metalicos,  corcho,  fieltro,  resortes  neumàticos  y resortes 
dastomdricos  (caucho).  La  figura  8.17  muestra  sopoites  de  resorte  y neumàticos  tfpicos  que  se 
pueden  utilizar  como  aisladores  pasivos  y la  figura  8.18  ilustra  el  uso  de  aisladores  pasivos  en  los 
soportes  de  soporte  de  una  prensa  punzonadora  de  alta  velocidad  [8.25].  La  slntesis  dptima  de  aisla- 
dores  de  vibracidn  se  presenta  en  las  refeiendas  [8.26-8.30].  Un  aislador  activo  se  compone  de  un 
servomecanismo  con  un  sensor,  un  procesador  de  senàles  y un  actuador. 

H aislamiento  de  vibracidn  se  puede  utilizar  en  dos  tipos  de  situaciones.  En  d primer  tipo, 
d dmiento  o base  de  una  màquina  vibratoria  se  protege  contra  grandes  fiiCTzas  desbalanceadas.  En  d 
segundo  tipo,  el  sistema  se  protege  contra  el  mqvìmiento  de  su  dmiento  o base. 

H primer  tipo  de  aislamiento  se  utiliza  cuando  una  masa  (o  maquina)  se  somete  a una  fuerza 
o exciiacidn.  Por  ejemplo,  en  piensas  de  foija  y estampado,  grandes  fuerzas  impulsoras  actuan  en 
d objeto  que  se  està  formando  o estampando.  Estos  impactos  se  transmiten  a la  base  o dmiento 
pero  tambidn  a las  estructuras  o màquinas  ciicundantes  o cercanas.  Tambien  pueden  provocar  in- 
comodidad  a los  operaiios  de  estas  màquinas.  Asimismo,  en  el  caso  de  màquìnas  reciprocantes 


(c) 

FTgura  8.17  (a)  Soporte  de  montaje  de  resorte  no  amortiguado;  (b)  soporte  de  monta- 
je  de  resorte  amortiguado;  (c)  soporte  de  montajede  caucho  neumàtico.  (Cortesfa  de 
Sound  and  Vibratìon). 
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Figura  8.18  Prensa  punzonadorade  aJta  veloddad 
montada  sobre  soportes  de  caucho  neumaticos. 
(Cortesfa  de  Soundand  Vibratìon). 


y rotatorias,  las  fuerzas  desbalanceadas  inherentes  se  tiansmiten  a la  base  o cimiento  de  la  màquina. 
En  tales  casos,  la  flierza  transmitida  a la  base,  F£t)  varia  araionicamente,  y los  esfiierzos  resultantes 
en  los  peraos  tambidn  varian  armonicamente,  lo  que  podrfa  provocar  fellas  por  fatiga.  Incluso  si 
la  fuerza  no  es  araidnica,  su  magnitud  se  tìene  que  iimitar  a valores  permisibles  seguros.  En  estas 
aplicaciones  podemos  insertar  un  aislador  (en  la  forma  de  rigidez  y/o  amortiguamiento)  entre  la  masa 
sometìda  a una  fuerza  o excitacidn  y la  base  o cimiento  para  reducir  la  fuerza  transmitida  a la  base 
o cimiento.  Esto  se  Ilama  aiskimìertto  de  juerza.  En  muchas  aplicaciones,  el  aislador  tambidn  esta 
previsto  para  que  reduzca  d movimiento  vibratorio  de  la  masa  sometida  a la  fuerza  aplicada  (como 
en  d caso  de  maquinas  de  foija  y estampado).  Por  consiguìente,  las  transmisibilidades  tanto  de 
fuerza  como  de  desplazamiento  de  los  aisladores  Llegan  a ser  impartantes  paradstos. 


x(t) 


x(t) 


y(i) 

1 


(paquete) 


(b) 


Flgura8J9  Aislamiento 
de  la  vihraciòn. 
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H segundo  tipo  de-  aislamiento  se  utiiiza  cuando  se  tiene  que  proteger  una  masa  oontra  el 
movimiento  o cxcitacion  de  su  base  o cimiento.  Cuando  la  base  se  somete  a vibiacidn,  la  masa  m 
experimentaia  no  sdlo  un  desplazamiento  jKO  sino  tambidn  una  fuerza  F^t).  Se  espera  que  el  des- 
jlazamiento  de  la  masa  sea  menor  que  el  desplazamiento  de  la  base  y{t).  For  ejemplo,  un  instrumen- 
to  o equipo  delicado  se  tiene  que  protegcx  contra  el  movimiento  de  su  contenedor  o paquete  {como 
cuando  el  vehiculo  que  tìansporta  el  paquete  cxperimenta  vibiacìdn  mientras  transìta  por  un  camino 
escàbroso).  La  fuerza  transmitida  a la  masa  tambidn  se  Uene  que  reducir.  Por  ejemplo.  el  paquete 
o contenedor  se  Uene  que  disenar  apiopiadamente  para  evitar  la  transmisidn  de  fueizas  giandes  al 
delicado  instrumento  en  el  interìor  del  paquete  para  que  no  se  dane.  La  fiieiza  experimentada  por  el 
instrumento  o masa  m{la  raisma  que  la  fuerza  transmitida  a la  masa  m)  es 

Fr(t)  = mjf(r)  = *{*(f)  - >?(t)}  + c{if(f)  - y(f)}  (8,87) 

donde  y{t)  es  d desplazamiento  de  la  base,  ;c(f)  - y{t)  es  el  desplazamiento  relativo  del  icsorte,  y 
x{t ) - v(f)  es  la  velocidad  lelativadd  amortiguador.  En  tales  casos,  podemos  insertar  un  aislador 
{que  piopordone  rigidez  y/o  amortiguamiento)  entie  la  base  sometida  a una  fuerza  o excitaddn  y 
la  masa,  paia  aminorar  el  movimiento  y/o  fuerza  transmitida  a la  masa.  Por  consiguiente,  tanto  el 
dslamiento  de  fueiza  como  d aislamiento  de  movimiento  tambidn  llegan  a ser  importantes. 

Es  ìmportante  notar  que  la  eficacia  de  un  aidador  depende  de  la  natuialeza  de  la  fiieiza  o ex- 
dtacidn.  Por  ejemplo,  un  aislador  disenado  paia  reducir  la  fuerza  transmitida  a la  base  o dmiento 
debido  a fuerzas  de  impado  de  foija  o estampado  puede  no  ser  efectivo  si  la  perturbaddn  es  una 
fiierzadesbalanceada  armonica.  Asimismo,  un  aisladordisehado  paia  manejarexcitacidn  aimdnica 
a una  frecucnda  particular  puede  no  ser  efectìvo  para  otras  frecuendas  u otios  tipos  de  excitacidn 
como  excitacion  escalonada  o giadual. 


sistema  de 
aislamiento  de 
vibracion  con 
cimiento  rigido 


Reducciòn  de  la  fuerza  transmitida  al  dmientO,  Cuando  una  maquina  se  atornilla  directamente 
en  un  dmiento  o piso  rigido,  el  cimiento  se  verà  sometido  a una  carga  armonica  debido  al  des- 
balance  en  la  maquina,  ademas  de  la  carga  estatica  originada  por  el  peso  de  la  maquina.  De  ahf 
que  se  coloque  un  miembio  elàstico  entre  la  màquina  y el  cimiento  rigido  paia  reducir  la  fucrza 
iransimUda  al  cimiento.  E1  sistema  se  puede  idealizar  entonces  como  un  sistema  de  un  solo  grado 
de  libertad,  como  se  muestra  en  la  figura  8.20(a).  Se  supone  que  el  miembro  elàstico  Uene  tanto 
dasticidad  como  amortiguamiento  y se  modela  como  un  resorte  ky  un  amortiguador  hidràulico  c, 
oomo  se  muestra  en  la  figuia  8.20{b).  Se  supone  que  la  operaddn  de  la  maquina  origina  una  fuerza 
amdnicamente  variable  F{t)  = F0  cos  <yf.  La  ecuacidn  de  movimiento  de  la  màquina  {de  masa  wi) 
està  dada  por 


mx  + cx  + kx  = Fg  cos  <uf 


{8.88) 


F(ò  = F0cosùtf 


uina  (m) 


x{t) 

J 


Mìembro 


' 777777777777777777777?. \ 


m- 

= OOS  tìtf 

t 

Màquina  (m) 

7 

* 

_i 

Miembro 

eldstico 

| iz 

zJ  c 

'777P777777777777777777, 


Qmiento  q base 


Qmiento  q base 


(a) 


(b) 


Figuira  8.20  Màquina  y miembro 
dàsUco  sobre  un  dmiento  rfgido. 
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Como  la  solucion  transitoria  desaparece  despuds  de  un  cierto  tiempo,  solo  la  solucidn  de  estado 
eslable  permanecera.  La  solucidn  de  estado  estable  de  la  ecuacidn  (8.88)  esta  dada  por  (vea  la 
ecuaddn  (3.25)) 


Jf(f)  = X COS  {ùit  - 


donde 


y 


X = 


Fo 

[(jfc  - mw2)2  + ùì2c2]^2 


ift  = tan"1 


(8,89) 


(8.90) 


(8.91) 


La  fiierza  transmitida  al  dmiento  a travds  del  resorte  y el  amortiguador,  F/[t)  es 

+i(t)  = jfc*(f)  + ci(t)  = kX  cos(<wr  - <£)  - cùìX  sen(<uf  - <jfr)  (8,92) 


La  magnitud  de  la  fuerza  total  transmitida  (FT)  es 

FT  = [(jfc*)2  + (cx)2]'l2  = X\/k2  + ùj2c2 

Fa(k2  + ù)2c2ytZ 
[(jt  - mù)2)2  + ùp-c 2yt2 


(8.93) 


La  transmisìbilidad  o relacion  de  transmisidn  del  aislador  (7])  se  define  como  la  rdadon  de  la  mag- 
nitud  de  la  fuerza  iransmitida  a la  de  la  fuerza  de  excìtacion: 


_ Ft  = f 

Fq  l (*  - 


Jfc^  + ^c2 


(Jfc  — mùP)2  + <u2c2 

1 + &r? 

[1  - r2]2  + (2 fr)2 


.1/2 


|l/2 


(8.94) 


donde  r = es  lardadon  de  frecuenda  La  variaddn  de  Tfcon  lardaddn  de  frecuenda  r = — se 
muestra  en  la  figura  8.21.  Paralograr  el  aislamiento.la  fuerza  transmitida  al  cimiento  tiene  que 
ser  menor  quela  fuerza  de  exdtadon.  En  la  figura  8.21  se  ve  que  la  frecuencia  forzada  tiene  que  ser 
mayor  que  v2  veces  la frecuenda natural dd  sistema para lograr d aislamiento de  vibraddn. 

Para  valores  pequefios  de  la  rdadon  de  amortiguamiento  £ y la  relacion  de  frecuencia  r > I , la 
transmisibilidad  de  fuerza,  dada  por  laecuacidn  (8.94),  se  puedb  aproximar  como 


n 

F 


1 

- 1 


o 


1 + Tf 

Tf 


(8,95) 
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0.0  0i  1.0  1J  2,0  2.5  3.0 


r 


I Rcgiòn  I Rcgiòn 

de  ampfificaddn  de  aislamiento 

Flguia  8.21  Varmciòn  de  1a  relaciòn  de 
transmisiòn  (7»  con  r. 


Notas 

1,  La  magnitud  de  la  fuerza  transmitida  al  cimiento  se  puede  aminorar  reducìendo  la  frecuencia 
natural  del  sistema 

2,  La  fuerza  transmitida  al  ciraiento  tambiòn  se  puede  reducir  aminorando  la  relaciòn  de  amorti- 
guamiento.  Sin embargo, como el aislamiento de vibradòn requiere r > V2  , ia maquina debe 
pasar  por  la  resonanda  durante  el  arranque  y detencìòn.  Por  consiguiente,  se  requiere  algo  de 
amortiguamiento  para  evitar  las  amplitudes  infinitamente  grandes  en  resonancia. 

3,  Aunque  el  amortiguamiento  reduce  la  amplitud  de  la  masa  (JQ  a todas  las  ftecuencias,  reduce 
la  fuerza  maxima  tiansmitida  al  cimiento  (Ft)  sòlo  si  f < V2  . Por  encima  de  este  valor,  la 
adiciòn  de  amortiguamiento  incrementa  la  fuerza  transmitìda. 

4,  Si  la  vdoddad  de  la  màqu  ina  (frecuencia  forzada)  varia,  debemos  comprometernos  en  seleccio  - 
nar  la  cantidad  de  amortiguamiento  que  minimice  la  iueiza  Iransmitida.  La  cantidad  de  amor- 
tìguamiento  debe  ser  suficiente  para  limitar  la  amplitud  X y la  fuerza  transmitida  Ft  mientras 
sc  pasa  por  la  resonanda,  pero  no  tanto  oomo  para  incrcmentar  innecesariamente  la  fuerza 
transmitida  a la  velocidad  de  operadòn. 

Rednedon  del  mdvinuento  vibratoriu  de  la  masa.  En  muchas  aplicadones  se  requiere  aislamiento 

para  redudr  d movimiento  de  la  masa  (maquina)  bajo  la  fuerza  aplicada.  La  amplitud  de  desplaza- 

ndento  de la  masa  m originada  por  la fuerza  F(t),  dada  por  la  ecuadòn  (8.90),  se expresa  como: 


X _ kX 1 

Sest  Fq  V(1  - r2)2  + (2fr)2 


(8.96) 


donde  ~ se  ilama,  en  d presente  contexto,  transmisibitìdad  de  desplazamiento  o reiaciòn  de  am- 


piitud  e indica  la  rdadòn  de  amplitud  de  ia  masa  X,  a la  deflexiòn  estàtica  bajo  La  fuerza  constante 
F0 

F0,  Sejl  = — . En  la  ftgura  8.22  se  muestra  la  variaciòn  de  la  transmisibìlidad  de  desplazaraiento  con 
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Figura  8.22  Variacitìn  de  1a  trans- 
raisìbilidad  del  desplazamiento  \ Td) 
con  r. 


la  reladon  de  frecuencia  r para  varios  valores  de  la  relacitìn  de  araoniguamiento  £.  A pariir  de  la 
figura  8.22  se  pueden  hacer  las  siguientes  observaciones: 

1,  La  Iransmisibilidad  del  desplazaraiento  se  incrementa  a un  valor  raaximo  de  {ecuacitìn  {3.33)): 

r = Vl  - 2£2  {8.97) 

La  ecuadtìn  {8.97)  muestra  que,  con  valores  pequenos  de  la  relacion  de  amoriiguamiento 
la  tiansmisibilidad  del  despiazaraiento  {o  la  amplitud  de  la  masa)  sera  màxiraa  en  r ~ t o 
ùi  m ù)„  . Por  lo  tanto,  en  la  pràctica  se  tiene  que  evitar  el  valor  de  r « 1.  En  la  mayoria  de  los 
casos,  la  frecuenda  de  excitacitìn  a>  es  fija  y por  consiguiente  podemos  evitar  que  r « 1 mo- 

dificando  d valor  de  la  frecuencia  natural  <u„  = ^ lo  cual  se  puede  lograr  cambiando  el  valor 
ya  sea  de  m y k o de  ambos. 

2,  La  amplìtud  de  la  masa,  X,  tiende  a cero  a medida que  r se  incrementa  a un  valor  grande.  La  razon 
es  que  con  valores  grandes  de  r la  fuerza  aplicada  F(t)  varia  muy  ràpido  y la  inerda  de  la  masa 
evita  que  siga  a la  fuerza  fluctuante. 


Ejemplo  8.4 


soporte  de  resorte  de  un  ventllador 


Ud  ventilador  extiactor*  qnc  gira  a 1000  rpm,  tìene  quo  estar  stipoiiado  por  cuatro  resortes,  cada  uno  de  rigidez 
Kt  Si  sdlo  el  10  por  dento  de  la  fuerza  desbalauoeada  del  veutìlador  se  tìeue  que  transmitìr  a la  base5  icuàl 
deberà  ser  el  valor  de  À7  Suponga  que  la  masa  del  ventìlador  extiactor  es  de  40  kg. 


SolucMJu:  Como  la  transmisibilidad  tiene  que  sex  de  0. 1 , tenemos,  de  acuerdo  con  la  ecuaciòn  (8.94), 

1L/* 


1 + 


H£>T*(^)! 


(E.l) 


0.1  = 
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dbnde  la  ftecuencia  fbrzada  està  dada  por 


1000  X 2*r 

(i)  = ■ — - = 104*72  rad/s 

60 


<EJ2) 


y la  ftecnenda  natural  del  sdstetna  por 


-(k\n_(* K\n  - Vjf 
" U/  \ 40  / 3.1623 


<E3) 


Suponiendo  que  la  reladdn  de  amortìgnamiento  es  £ = 0,  con  la  ecnacidn  <E.  1)  obtenemos, 

±1 


0.1 


{■  - (^P)Ì 


<E.4) 


Etìm  evitar  valores  imaginarios,  tenemos  que  considerar  el  signo  negativo  en  el  lado  derecho  de  la  ecuacidn 
(E.4).  Esto  lleva  a 


331.1561 

Vi 


= 3.3166 


o 


K = 9969.6365  N/m 


Ejemplo  8.5 


Disefio  deun  aislador  no  amortiguado 

Uua  masa  de  50  tg  se  somete  a la  fuerza  armdnica  F(t)  = 1 000  cos  120rN.  DiseBe  un  aislador  no  amortiguado 
db  modo  que  la  fuerza  transraitida  a la  masa  del  sistema  no  exceda  5%  de  la  fnem  aplicada.  Incluso,  halle  la 
amplitud  de  desplazamiento  de  1a  masa  del  sistema  con  aislamiento. 


Solueidn:  Si  haceinos  el  valor  de  tiansmisibilidad  de  fuerza  igual  a 0.05  y utilizando  £ =0,  la  ecuaddn  (8.95)  da 

(E.l) 


2 1 + Tf  1 + 0.05  „„ 

rz  stf = — — = 21 


0.05 


Utìlizando  la definicitìn dc r, jumo  con los  valores dem=50kgyùj  = 120 rad/$, la ecoacidù (E.l) produce 


o 


u2m 


(12<p)($ì) 

21 


= 34.2857  X lO^N/m 


<E2) 
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La  amplitud  de  desplazaitiieiito  de  la  masa  del  sistema  con  aUlatniento  se  detennina  con  la  ecnacitìn  (8.96), 
con  $ = 0; 


X = 


Jfc 1_ 

k (r2  - 1) 


1000 1 

34.2857  X 103  (2l  “ !} 


= 1.4583  X 10_3m 


<E3) 


Gràfica  de  diseno  para  aisìamienio; 

La  ecuacidn  (8.94)  proporciona  la  fuerza  transmitida  a la  base  o suelo  por  una  fuente  de  vibracidn 
(masa  vibratoria)  y se  muestra  en  la  figura  8.21  como  una  grafica  entre  Tf  = Fr/F0  y r = ù)/ù>„. 
Como  ya  antes  sesenald,  el  aislamiento  de  vibraddn,  reduccidn  de  la  fueiza  transmitida  al  suelo, 
se  puede  lograr  con  r > V2.  En  la  region  r > V5,  se  desean  vdores  bajos  de  amortiguamien- 
to  para  un  aislamiento  mas  cfectivo.  Con  valores  grandes  de  r y valores  bajos  de  £ el  tdrmino 
(2 fr)2  se  vuelve  muy  pequeno  y se  puede  omitir  en  la  ecuacion  (8.94)  para  simplificar.  Por  lo 
tanto,  la  ecuacidn  (8.94)  se  puede  escribir  como  se  muestra  en  la  ecuaddn  (8.95)  para  r > V2 
y £ pequeno. 

Definiendo  la  frecuencia  natural  de  vibradon  del  sistema  no  amortiguado  como 


= 


y la  frecuenda  de  exdtadon  to  como 


ù) 


2 ttN_ 
60 


(8.98) 


(8.99) 


donde  es  la  deflexion  estatica  del  resorte  y jVes  la  frecuenda  en  dclos  por  minuto  o revolucio- 
nes  por  minuto  (ipm)  de  maquinas  rotatorias  como  motores  eldctricos  y turbinas,  las  ecuaciones 
(8.95)  a (8.99)  se  pueden  combinar  para  obtener 


(8.100) 


donde  R = l — Tfs&  utiliza  para  indicar  la  calidad  dd  aislador  y denota  d poicentaje  de  rcduccion 
logrado  de  lafuCTza  tiansmitida.  La  ecuacidn  (8.100)  se  reescribe  como 


= 29.9092 


4 


2 - R 
- «) 


(8  .101) 


Se  puede  utilizar  la  ecuacidn  (8.101)  para  generar  la  gràfica  entre  log  N y log  6^  como  una 
serie  de  lfneas  rectas  correspondientes  a diferentes  valores  de  R,  como  se  muestra  en  la  figura 
8.23.  Esta  gràfica  sirve  como  gràfica  de  diseno  para  sdeccionar  un  resorte  adecuado  para  el 
aislamiento. 
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EJemplo  8.6 


0,001  Ql002  0,005  0,01  0,02  0.05  OlI  02 

0.025  0.051  0,127  0254  G50&  127  254  5,OS 


0+5  1,0  ftsulgadas) 

12,7  25,4{mm) 


Deffcxjdn  estàticat 


Flgura  8*23  Eficienda  da  aislamienfo. 


Aislador  de  una  tornamesa  estereofònica 


Una  tomamesa  estoreoftìnica,  de  1 kg  dc  mam,  genera  una  fuerza  de  eAdtacidn  a una  frecuencia  de  3 Hz.  Si 
està  apoyada  en  una  basc  mediante  un  soportc  de  montaje  de  hulc5  determiue  Ja  rigidez  del  soporte  de  montaje 
jnra  reducir  80  por  deuto  la  vibradtìn  trans  mitida  a la  base. 

Sùlucitìn:  Con  N = 3 X 60  = 180  cpm  y R = 0.80,  la  ecuadtìn  (8,105)  da 


180  = 29.9092 


2-0.80 
5^(1  - 0.80) 


0 


Sax  = 0. 1657  m 


14  deflexiòn  estatica  del  soporte  de  montaje  $e  p uede  expresar  en  fiiocitìti  de  $u  rigidez  {k)  como 
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h cual  da  la  rigidez  del  SOpOrte  de  montaje  como 

1(9.81) 

0.1657  = — — o -t  = 59.2179  N/m 


Aìslamìento  de  sistemas  con  desbalance  mtatorio: 

Una  fuente  oomtìn  de  fuerza  armonica  forzada  cs  el  desequilibrio  en  maquinas  rotatorias  como 
turbinas,  bombas  centrifugas  y turbogeneradores.  E1  desequilibrio  en  una  maquina  rotatoria  implica 
que  el  eje  de  rotacion  no  coincida  con  el  centro  de  masa  de  todo  el  sistema.  Incluso  una  excentri- 
cidad  muy  pequena  puede  provocar  una  gian  fuerza  desbalanceada  en  maquinas  de  alta  velocidad 
como  sucede  en  las  turbinas.  En  lafigum  8.24  se  muestraun  sistemarotatorio  tfpico  desbalanceado. 
Aquf  se  supone  que  la  masa  total  del  sistema  es  My  se  considera  que  la  masa  desbalanceada  es  una 
raasa  puntual  m localizada  en  el  centro  de  masa  del  sistema  (con  una  excentriddad  de  e respecto 
del  oentro  de  rotacidn)  como  se  muestra  en  la  figura  8.24.  Si  la  masa  desbalanceada  gira  a una  ve- 
locidad  angularm  yel  sistemaesta  restringido  paramoverse  en  la  direcciòn  vertical,  laecuaciòn  de 
movimiento  del  sistema  esta  dada  por 

M'x  + cx  + kx  = Fq  serttnf  = meti>2  sen  otl  (8.102) 

Aplicando  F0  = meafi-,  latransmisibilidad  de  fuerza  del  sistemase  puede  hallar  por  laecuaciòn  (8.88). 

Sin  embargo,  la  presenda  de  ùPen  Foda  como  resultado  la  siguiente  ecuaciòn  paxa  la  transmi- 
sibilidad  de  fuerza  (7))  debido  a desbalance  rotatorio; 

T -El  **  F* 

^ /jj  meù ? mer2to% 


o 


JL 

meti% 


f 1 + (2  fr)2  II 

1{1  - L2  + 


(8.103) 


x(t) 


Flguva8.24  Sistema  con  desbalance 
rotatorio. 
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EJemplo  8.7 


Bomba  centrlfuga  con  desbalance-espacio  u holgura  para  traqueteo 

Una  bomba  centrifuga,  coa  una  masa  de  50  kg  y veJocidad  de  rotacidu  de  3000  rpm,  eatà  montada  a la  mitad 
db  una  viga  simplemente  apoyada  de  100  cm  de  longitud,  20  cm  de  ancho  y 0.5  cm  de  espesor.  La  leladdn  de 
amordguamiento  del  sistema  (viga)  se  pnede  suponer  como  £ = 0.05.  La  hdlice  (parie  iotatoria)  de  la  bomba 
tiene  una  masa  de  5 kg  con  una  excentricidad  de  1 mm.  Si  la  deflexidn  mdxima  de  la  viga  estd  restringida 
pma  que  sea  menor  que  el  espacio  pam  traqueteo  disponible  de  3 mm,e  detennine  si  el  sistema  de  soporte  de 
1a  bomba  es  el  adecuado. 

Soluciòn:  La  rigidez  a flexidn  o constante  de  resorte  de  la  viga  simplemente  apoyada  està  dada  por 

. 48 EI 

k = ~r 


di  nde  el  momjento  de  iuercm  de  la  seceiou  tmnsversal  dc  la  viga  se  puede  calcular  como 


J = 12  = 


(20)(0.053) 


12 


= 0.208333  cm4  = 20.8333  X 10“10m4 


Cbn  E = 207  X 10sPa,  la  constante  de  iesorte  de  la  viga  $e  detennina  como 

48(207  X 106 * * 9)(20.8333  X 10“10) 
k = = 206,999.6688  N/m 

(i-o3) 

Cbnsidemndo  la  densidad  del  acero  como  7.85  gramos/cm3,  la  masa  de  la  viga  {mb)  se  determina  como 

!»(,  = 7.85(1 00)  (20)  (0.5)  = 7850  gram  = 7.85  kg 


La  masa  total  del  sistema  (Af)  es  ignal  a la  masa  de  la  bomba  md$  la  masa  efectiva  de  la  viga  en  su  centro  (igual 
a —/»(,;  vea  el  problema  2.86): 

35 

M = mbofflbI1+  -mj,  = 50  + ^(7.85)  = 53-8128  kg 


la  (recuencia  naturaJ  del  sistcma  cs 


jT=  /206999.6688 
VAf  V 53.8128 


62.0215  md/s 


la  velocidad  del  impulsor  (rotor)  dc  3 000  rpm  dada  w = 2it{3  000) /60  = 314,16  rad/s.  Por  lo  tauto,  la  rela- 
ddn  de  fxecuencia  (r)  se  escribe  oomo 


r = 


Ù1 

ù>„ 


314.16 

62.0215 


= 5.0653; 


r2  = 25.6577 


6 0 cspacio  Hbi c dispcniblc  quc  pcnnkje  que  d àsteina  cxpcrinitntje  la  dcflcxitìti  inducida  librcmcntc  duiatuc  vibradtìn 

sc  Ikma  espacio  pora  traqueteo  u holgitìv*  Si  d espado  pam  traquctco  cs  dcmasiado  pcqucflo  como  para  acomodar  k 

detlexitìn  dd  dstema,  £stc  cxpcrimcnt&d  impactos  (al  golpcar  k supcrfidc  u òbjcto  drcundantc  o ccicano)  cn  cada  ddo  dc 

vibradtìn* 
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La  amplitud  de  la  funcidn  forzada  e$ 

m«o!  = 5(10_3}f314.1tì!}  = 493.4825  N 

Con  £ — 0.05,  la  amplitud  de  estado  estable  de  la  bomba  $e  determina  con  la  ecnaddn  (8.96)  con  rma?  para 
F0como 


jW l 493.4825 1 

k V(1  - r2}2  + (2£r)2  206999.6688  V(1  - 25.6577 }2  + {2(0-05} (5.0653}} 2 


493.4825  1_ 

206999.6688  24.6629 


= 96662  X 10“5  m 


La  deflexidn  estdtìca  de  la  viga  bajo  el  peso  de  la  bomba  $e  detemtìna  como 

WWnbfl  (50X9.81} 


S; 


b offlba- 


206999.6688 


= 236.9569  X 10“5m 


POr  lo  tanto,  la  detlexitìn  total  del  sistetna  es 

Stotti  = x + 8^^=  9.662  X 10“5  + 236.9569  X 10“5  = 246.6231  X 10“5  m = 2.4662  mm 


Esta  deflexidn  es  metior  que  el  espacio  pam  traqueteo  de  3 mm.  Como  tal  el  sistema  de  soporte  de  la  bomba  es 
adecuado.  En  d caso  de  que  el  valor  de  exceda  el  espacio  de  traqueteo  tenemos  que  redisefiar  (modifìcar) 
el  sistema  de  sopoite.  Esto  se  puede  lograi  cambiaado  la  constante  de  resorte  (dimensiones)  de  la  viga  y/o 
introduciendo  un  amordguador. 


8.10.2 


sistema  de 
aislamiento  de 
vibraciòn  con 
movimiento 
de  la  base 


En  algunas  aplicaciones  la  base  dd  sisteraa  està  sujeta  aun  moviraiento  vibratorio.  Porqeraplo,  la  base 
o ciraiento  de  una  raaquìna  como  unaturbina  en  unaplanta  electricapuede  verse  soraetidaa  moviraien- 
to  del  suelo  duianteun  àsrao.  Sin  un  sisteraa  de  aislaraiento  adecuadamente  disenado,  el  movimiento 
de  labase  Uansmilido  ala  raasa(tufbina)  podria  provocar  dafios  y fellas  de  coniente.  Asiraismo,  un  ins- 
tiuraento  (raasa)  ddicado  quiza  tenga  que  piotegerse  contra  una  fuerza  o choque  cuando  d paquete  que 
contiened  instruraento  se  deje  caer  accidentalmente  desde  algun  punto  alto.  Ademas,  sì  d instiuraento 
se  tiene  que  transportar,  d vehfculo  que  lo  tiansporta  puede  experiraentar  vibiaddn  àl  tiansitar  por  una 
carretera  con  bacbes.  En  este  caso,  tambien,  se  tiene  que  utilizar  aislamiento  apropiado  para  proteger  el 
instrumento  oontra  despiazamiento  excesivo  o fuerza  transmitida  por  d movimiento  de  la  base. 

Para  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  con  excitacidn  de  la  base,  como  d que  se  rauestra 
en  la  figura  8. 19(b),  d analisis  se  presentò  en  la  secciòn  3.6.  Cuando  la  base  dd  sistema  se  soraete  a 
un  moviraiento  armònico,y(f)  = Vsen  w,  ia  ecuaciòn  (3.75)  proporciona  la  ecuadòn  de  raovimiento: 


m'z  + cz  + kz  = ~my  (8,104) 

donde  z = x-y  indica  d desplazaraiento  de  la  raasa  con  rospecto  a la  base.  Si  d movimiento  de 

la  base  es  armònico,  entonces  el  moviraiento  de  la  raasa  tambiòn  serà  armònico.  Por  consiguiente  la 

X 

transmisibilidad  del  desplazamiento,  Td  = y,  la  da  la  ecuaciòn  (3.68): 

= X = f 1 + {Urf  1 V2 

Td  Y 1(1  ~rZ)2  + (2fr)2J 


(8,105) 
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donde  X y Y indican  I35  amplitudes  de  desplazamiento  de  la  masa  y la  base,  respectivamente,  y la 
cxpresidn  del  lado  derecho  es  la  mismaque  aparece  en  laecuacion  (8.94).  Observe  quela  ecuacidn 
(8. 105)  tambidn  es  igual  a la  relacidn  de  la  aceleracidn  estado  establc  maxima  de  la  masa  y la  base. 
La  variacidn  de  la  transmisibilidad  del  desplazamiento  con  la  rdacion  de  frecuencia  (r)  a difeientes 
valores  de  la  relacion  de  amortiguamiento  (£)  se  muestra  en  la  figura  8.25.  Se  pueden  hacer  las 
àguientes  observaciones  con  base  en  la  frguia  8.25: 

1,  Para  un  sìstema  no  amortiguado,  la  fransmisibilidad  del  desplazamiento  Uende  a infmito  en 
tesonancia  (r  = 1).  Por  lo  tanto,  el  aislador  no  amortiguado  (rigidez)  se  Uene  que  disenar 
para  asegurarse  de  que  la  frecuencia  natural  del  sistcma  (oi^ ) se  aleje  de  la  frecuencia  de  ex- 
citacidn  (ùì). 

2,  Para  un  sistema  amortiguado,  la  transmisibil  idad  dd  desplazamiento  (y  por  consiguiente  la  ampU- 
tud  de  desplazamiento)  alcanza  un  maximo  para  relaciones  de  frecuencia  cercano  a 1.  La  am- 
plitud  de  desplazamiento  maxìma  de  la  masa  puede  ser  mayor  que  la  amplitud  de  movimiento 
de  la  base,  es  decir,  el  movimiento  de  la  base  se  puede  amplilicar  por  un  factor  grande. 

3,  La  transmisibilidad  del  desplazamiento  se  aproxima  a l con  valores  pequenos  de  la  rdaddn  de 
frecuencia  (r)  y es  exactamente  igual  a 1 en  r = V2  . 

4,  La  amplitud  de  dbsplazamiento  es  mayor  que  1 para  r < V2  y menor  que  I para  r > V2  . Ob- 
serve  que  una  relacion  de  amortiguamiento  pequena  coiresponde  a una  Ta mayor  para  r < V2 
y T^menor para  r > V2 . Por  lo  tanto,  si  el  amorUguamiento  del  sistema no  se  puede  modificar, 
se  puede  cambiar  la  frecuenda  natuial  dd  sistema  (rigidez)  para  lograr  un  valor  de  r > V2. 


Si  Ft  indica  la magnitud  de  la  fiieiza  transmiUda  a la  masa  por  el  resorte y d amortiguador,  la  ecua- 
ddn  (3.74)  produce  la  tiansmisibilidad  de  la  fuerza  (Tj)  del  sistema: 


1 + (2fr)2  V 

(1  - r2)2  + (2£r)2  J 


(8.106) 


donde  k¥  se  utiliza  pam  que  la  tmnsraisibilidad  de  fuerza  no  tenga  unidades.  Observe  que  una  vez 
que  la  tiansraisibilidad  de  desplazamiento,  T0  o la  amplitud  de  desplazaraiento  { X ) de  la  raasa  se 


Belaciòii  de  frecuencU  (r) 


Figura  8.25  Variaciòn  de  Td  con  r 
(con  movimiento de  la  base) . 
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EJemplo  8.8 


Ftgura  8.26  Variaciòn  de  Tfcan  r (con  movimiento  de  1a  base) . 


calcula  aplicandq  la  ecuaciòn  (8. 105),  la  liierza  Ft  transnùtìda  a la  masa  se  detOTuina  aprovechando 
la  reiadòn 


A 

k¥ 


o Ft  = kr2X 


(8.107) 


La  variaciòn  de  la  tìansnoisibilidad  de  iuerza  con  la  relaciòn  de  frecuencia  (r)  para  diferentes  va- 
lores  de  la  rclaciòn  de  amortiguamiento  (f)  se  mucstìa  en  la  figuia  8.26.  A partir  de  esta  figura  se 
pueden  hacer  las  siguientes  observaciones: 

1,  La  transmisibilidad  de  tuerza  (3})  serà  2 a la  relaciòn  de  frecuencia  r = V2  para  todos  los 
valores  de  la  relaciòn  de  amortiguamiento  (£)■ 

2,  Para  r > V2,  una  rclaciòn  de  amortiguamiento  baja  corresponde  a un  valor  bajo  de  transmisi- 
bilidad  de  fuerza. 

3,  Ptìra  r > V2,  para  cualquier  valor  especffico  de  la  reiaciòn  de  amortiguamiento,  la  Iransmisì- 
bilidad  de  fiierza  se  incrementa  con  r.  Este  comportamiento  se  opone  al  de  ia  transmisibilidad 
de  despiazamiento. 

4,  La  tìansmisibilidad  de  fiierza  se  acerca  a oero  con  valores  pequefios  de  la  relaciòn  de  frecuencia 
r y alcanza  un  maximo  con  valorcs  de  r cercanos  a I . 


Alslamlento  contra  vibraciòn  de  la  base 


Hay  que  ai$br  un  sistema  vibratorio  de  $u  ba$e  vibmtoria.  Encuentre  la  relacitìn  de  amortìguamieato  requerida 
que  el  aislador  debe  alcanzar  para  limitar  la  tran$ini$ibilidad  de  desplazamiento  a Td  = 4,  Suponga  que  el 
$istema  tìene  un  $olo  grado  de  libertad. 
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Ejemplo  8.9 


Solucìòn:  Al  estabJecer  w = ò>a,  laecmcion  (8.105}  nosda 


Td  = 


V}  + (2Q2 

u 


o 


= — ~ = 0.1291 
2V15 


Diserlo  de  alslamiento  para  una  maqulna  de  precisiòn  con  movimiento 
de  la  base 


Uii&  maquim  de  piecisitìn  utiiizada  para  fabricar  ciicnitos  integiados,  de  50  kg  de  masa,  se  coloca  sobie  nn 
banco  de  tmbajo  (como  base).  La  vibiacitìn  dd  snelo  transmitìda  por  un  motor  de  combustìtìn  intema  ceicano 
hice  que  la  base  (las  cuatro  esquinas  del  banco)  vibie  a una  frecuencia  de  1800  rpm,  Resortes  helicoidales, 
ocm  una  ielacitìn  de  amortìguamiento  £ = 0k01  y una  ielacitìn  de  carga  bilineal  (P)  a la  deflexitìn  {*)  dada  por 

f 50,000*;  0 ^ ^ 8 X 10-3 

“ [I0sx  - 4 X 105;  8 X 10-3  =?  * 13  X 10-3  * * ' 

(P  en  newtons  y x en  metros)  estàn  disponibles  para  nsarse  como  aisladoies  en  las  cuatro  esquinas  de  la  base. 
Si  no  se  debe  transmitir  màs  de  10%  de  la  vibracitìn  de  la  base  a la  màquina  de  piecisitìn,  determine  nn  mtìtodo 
de  logrnr  el  aislamiento. 

Solucitìn;  Cpmo  se  requiere  que  la  tmnsmisibilidad  de  desplazamiento  sea  0. 1 , la  ecuacitìn  (8k  105),  paia  £ = 
001,  da 


I 1 + {2(0.' 


{2(0.01  )r}" 


f + {2(0.01  )r}3 


La  simplificacitìn  de  la  ecuaddn  (E.2)  propordona  una  ecuaddn  cuaddtica  en  r2  como 


(E2) 


r4  - 2.0396r2  - 99  = 0 


<E 3) 


La  soluddn  de  la  ecuaddn  (E.3)  resulta 


r2  = 11.0218,  -8.9822 


la  cual  muestra  d valor  positivo  de  rcomo  3,3199.  Utilizando  la  frecuencia  de  excitacion  de 


277(1800) 

m = = 188.496  rad/s 

60 
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Ejemplo  8.10 


y la  relacidD  de  freCDenda  r = 3t 3 199^  ia  fìecu^aicia  DatDiaJ  reqDerida  del  sisteana  se  paede  determniaj  como 


r 


tì> 

3.3199  = — = 

"n 


188.496 


(Et4) 


La  eCDacidn  (E.4)  prodDCe  (on  = 56.7776  iad/s. 

SDpooemos  que  en  cada  e&quirn  de  la  base  se  instala  nn  resorte  (en  las  cnatro  esquiuas  del  banco).  Debido  a 
qne  la  deflexiòn  espemda  de  los  resortes  se  desconoce,  entonces  tambiòn  la  rigidez  conecta  de  los  resortes  (fnera 
de  los  dos  valores  posibks)  se  desconoce.  Por  consigDÌente,  utìlizamos  la  ieladtìn  (vea  la  ecuacidn  (2,28)): 


"if  = 


Q 


56.7776  = 


(ES) 


paia  hallar  la  deflexitìn  estàtìca  del  sistema  (5^)  como 

9 81 

4”“=  »777?  = 30431  X 10  !m 

Dado  que  los  cuatro  resoites  experimentan  1a  carga  estàtica  que  actua  en  cada  resoite  se  determina  por  la 
ecuacidn  (E.l)como 


P = 50000(3.0431  X 10“3)  = 152.155  N 

La  carga  total  sobre  los  cuatro  resortes  e$  4 X 152. 155  = 608.62  N.  Como  el  peso  de  la  màquina  es  de  50  kg 
= 50(9.81)  = 490.5  N,  paia  obtener  la  carga  total  de  608.62  N,  tenemos  que  agiegar  un  peso  de  609.62  — 
490.50  = 118,12  N al  sistema.  Este  peso,  en  la  foima  de  una  placa  de  aceio  rectangular,  se  fija  en  la  parte 
inferior  de  la  màquina,  de  modo  que  la  masa  total  vibratoria  sea  de  62.0408  kg (con  un  peso  de  608.62  N). 


sistema  de  alslamiento  para  un  sistema  con  movlmiento  de  la  base 

Una  tmjeta  de  circuito  impreso  (TCI)  hecha  de  un  material  compuesto  de  pldstico  con  iefberzo  de  fibm$  se 
utilizà  para  controlar  la  computadora  de  un  motor  de  automdvil.  Se  fija  en  el  chasis  de  la  computadora,  el  cual 
està  fijo  en  el  bastidor  del  automdvil,  como  se  muestra  en  la  figum  8.27(a).  E1  bastidor  del  automdvil  y el 
chasis  de  la  computadoia  se  someten  a vibracidn  producida  por  el  motor  cuando  este  funciona  a 3 000  rpm.  Si 
se  requiere  lograr  una  tiansmisibilidad de  desplazamiento  de no  màs  de  10%  en  la  taijeta  de  circuito  impreso, 
disefie  un  sistema  aislador  adecuado  entie  el  chasis  de  la  computadoia  y el  bastidor  del  automdvil.  Suponga 
que  el  diasis  de  la  computadoia  es  rigido  con  una  masa  de  0.25  kg. 

Datos  de  la  taijeta  de  circuito  impreso:  longitud  (fy  25  cm5  ancho  (w>  20  cm3  espesor  (/>  0.3  cm,  masa  por 
unidad  de  superficie:  0.005  kg/cm2,  mddulo  de  Young  {Ey.  15  X 1(3P  N/m2,  relacidn  de  amortiguamiento:  0.01 . 

Sohiddn;  Se  supone  que  la  taijeta  de  circuito  fijo  està  fija  en  el  chasis  de  la  computadora  como  una  viga  en 
voladizo.  Su  masa  (mpc^es  de  25  X 20  X 0,005  = 2.5  kg.  La  masa  equivalente  en  el  extremo  libie de  la  viga 
en  voladizo  es  mb  (vea  el  ejemplo  2.9): 


= 7~(2.5}  = 0.5893  kg 


140 


140 
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/ 


/ 


Figura  8.27 


Utilizando  el  momento  de  inercia  de  la  secdtìn  tramversal  de  la  TCI 


I = = ^(0.20)(0.003)3  = 45  X 10“8m4 


la  rigidez  de  Ja  TCI  como  viga  en  vo  ladizo  sc  calcula  como 


3 EI  3(15  X 10^(45  X 10_s) 


(0.25)3 


1.296  X 10* 


I a fecueiKia  natmal  dc  la  TCI  e$tà  dada  por 


V tnb  V 0.5893 


N/m 
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La  frecuenda  de  vibmdtìn  de  la  ba$e  (dm$i$  de  la  oompntadoia)  e$ 


(D  = 


2^(3000) 

m 


= 312.66  rad/s 


La  rdacitìn  de  frecuencia  es 


T 


312.66 

1482.99 


= 0.2108 


Utilizando  la  reladòn  de  amoitignainiento  £ = 0.01 , la  transmisibilidad  de  desplazamiento  $e  deteimina  con 
laecuaddn  (8,105); 


x = f 1 + (2  trf  n 

5 " y " 1(1  - r 2)2  + (2 £r)2/ 

f 1 + [2(0.01  )(0.2108)]2  ì 

~ 1(1  - 0.210S2)2  + [2(0-01  )(0.2108)]J  J 

= 1.0465  (E.l) 

E&te  valor  de  = 104,65%  excede  el  valor  maximo  perntUible  de  10%.  De  ahf  que  diseftemos  un  aislador 
(con  rigidez  ky  constante  de  amortiguamiento  c)  entre  el  chasis  de  la  computadoia  y el  bastidor  del  automtìvil 
como  se  muestm  en  la  figum  8.27(b).  Si  modelamos  la  TCl  con  rigidez  kh  y masa  mh  como  antes,  el  uso  del 
aisladoi  hace  del  problema  un  sistema  de  dos  gmdos  de  libertad.  Pam  simplificar,  modelamos  la  viga  en  vola- 
dizo  (TCI)  como  una  masa  rigida  sin  elastiddad.  E&to  conduce  al  sistema  de  un  $olo  gmdo  de  libertad  que  se 
muestm  en  la  figum  8.27(0),  donde  la  masa  equivalente  m està  dada  por 

m = mTC1  + m^is  = 2.5  + 0.25  = 2.75  kg 


Suponiendo  una  idadtìn  de  amortiguamiento  de  0,01 5 pam  la  tmnsmisibilidad  de  desplazamiento  requerida  de 
10%,  la  idaddn  de  fiecuencia  r se  determina  a partir  de  la  ieladtìn 


f \ + P(0.01  )r]2  H 

1(1  - r2)2  + [2(0.01  )r ]2/ 


Elevando  al  cuadrado  ambos  lado$  de  la  ecmddn  (E.2)  y reordenando  lo$  tenninos,  obtenemos 

r4  - 2.0396r2  - 99  = 0 <E3) 


La  raiz  positiva  de  la  ecuatridn  (E.3)  e$  r2  = 11.0218  o r = 3.3199.  La  rigidez  del  aislador  està  dada  por 


k = 


w 


(2.75)(312.662) 

11.0218 


= 24,390.7309  N/m 


La  constante  de  amortiguamiento  del  aislador  se  calcula  como 


c = 2£\fmk  = 2(0.01  )V(2.75)(24390.7309)  = 5.1797  N-s/m 
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sistema  de 
aislamiento 
de  vibracion 
con  cimiento 
flexihle 


En  muchas  situariones  piucticas,  la  estiuctuia  o cimiento  al  cual  esta  conectado  el  aislador  se  mueve 
cuando  la  màquina  montada  sobre  d funciona.  Por  ejempio,  en  d caso  de  una  turbina  apoyada  en  d 
casco  de  un  buque,  o un  motor  montado  en  d ala  de  un  avidn,  d àrea  drcundante  al  punto  de  soporte 
tambiàn  se  mueve  junto  con  d aislador.  En  tales  casos,  d sistema  se  puede  lepiesentar  como  uno  dedos 
giados  de  libertad.  En  la figura  8.28, mi  y rn^ indican  las  masas  de  la  maquina  y la  estmctuia de  soporte 
que  se  mueve  junto  con  d aislador,  lespectivamente.  Paia  simpiificar,  d resorte  se  representa  con  un 
iesoite  kyse  omite  d amortiguamiento.  Las  ecuadones  de movimiento  de las  masas  mt  ym^  son 

m{xi  + - JC2)  = Fq  00 s m 

m%X2  + k{x2  - Jfj)  = 0 

Suponiendo  una  solucion  armdnica  de  la  forma 

Xj  = Xjcosùìt,  j = 1,2 


{8.108) 


las  ecuadones  <8.108)  resultan 


Jfl{jfc  - rrtfù)1)  - X2) fc  = 
-X,jfc  + X2{k  - m^fiJ2) 


= M 

= 0J 


<8.109) 


Las  lafces  de  la  siguiente  ecuacion  ofrecen  las  frecuencìas  naturàles  del  sistema 


{Jfc  - iWjùJ2)  -jfc 

-jfc  {Jfc  - Wl2ù>2) 


= 0 


{8.110) 


Las  lafces  de  la  ecuacidn  {8.110)  son 


ù)2  = 0,  0)2  = 


(w>,  + wi2)t 
mytt  2 


{8.111) 


EL  valor  de  ùj,  = 0 conesponde  a movimiento  de  cuerpo  rigido,  puesto  que  el  sistema  no  esta  res- 
Iringido.  En  el  estado  estable,  laecuaddn  {8.109)  dicta  las  amplitudes  de  m,  y m2>  cuyasolucion  es 


X,  = 


X , = 


{*  - m2ù?)FQ 


[{jfc  - WljùJ2)  (jfc  - JW2ÙJ2)  - jfc2] 

kFÙ 

[(Jfc  - Wljù)2)  (Jfc  - Wl2^)  _ jfc2] 


(8-112) 


+(0  = COS  to/ 


*i<0 


L 

Màquina  (m^)  i 

c 

r 

j... . 

:AÌW°r  Xl(t) 


iJ 


Estructura  de  soporte  (mi) 


Flgura  8.28  Màquina  oon  aislador  sobre 
un  cimiento  flexìble. 
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La  ampiitud  de  m2 x2 proporciema  la  fuerza  (F,)  transmitida  a la  estructura  de  soporte: 


m,?Y  _ 

2 2 [(Jfc  — mibP')  (Jfc  - mtfo7)  - Jfc2] 


(8,113) 


La  tiansmisibilidad  dd  aislador  (7p  esta  dada  por 


Tf  = — 

f *q 


— m^kaP 


[(jfc  - m\ùP)  (Jfc  - m2aP)  - Jt2] 


1 


(m^  + m2  mjùJ^N 
\ m2  k ) 


m2 


Jfc 

{ 1 


(mj  + m2) 


V 


(8,114) 


donde  o>2  es  la  freeuencia  natural  del  sistema  dada  por  la  ecuacion  (8.1 11).  La  ecuacidn  (8.1 14) 
indica,  como  en  el  caso  de  un  aislador  sobre  una  base  rigida,  que  la  fuerza  transmitida  al  cimiento 
se  reduce  a raedida  que  la  frecuencia  natural  dd  sistema  <u2se  reduce. 


sistema  de 
aislamiento 
de  vibraciòn 
con  cimiento 
parcialmente 
flexible 


La  figura  8.29  muestra  una  situadòn  mas  real  en  la  cual  la  base  del  aislador,  en  lugar  de  ser  del 
todo  rigida  o flexible  es  parcialmente  flexible  [8.34].  Podemos  definir  la  impedanda  mecànica  de 
la  estnictura  de  la  base,  Z(ùi),  como  la  fuerza  a la  frecuencia  o>  requerida  para  producir  un  despla- 
zamÌOTto  unitario  de  la  base  (como  en  la  seccidn  3.5); 


Z(a>)  = 


Rierza  aplicada  de  fnecuencia  ù) 
Desplazamiento 


Flgura  8*29  Màquina  con  aislador  sohre  un 
dmiento  parcìalmente  flcxibk. 
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Las  ecuaciones  de  movimiento  son7 

+ Jfc(jf]  - X2)  = Fq  cos  ù)t  (8.115) 

k{x2  ~ x\)  = -X2 Z{ù>)  (8.116) 

Sustituyendo  lasolucion  armonica 

*j{f)  = Xyoosùjr,  j = 1,2  (8.117) 


en  las  ecuaciones  (8. 115)  y (8. 1 16),  Xt  y X2  se  obtienen  como  en  el  caso  previo: 

= [k  + Z(u)JX2  = [*  + Z(6))]F0 

1 k [Z(ù))  (Jt  _ /M]tu2)  - Jfc/M^Ù)2] 


x 

[Z(ù))(Jfc  — /Mjù)2)  — jfc/M]*)2] 

La  amplitud  de  la  fuerza  transmitida  es 


Ft  = X2Z(ù>) 


kZ(ù))F0 

[Z(ùì)  (Jfc  — ZMjù/2)  — Jfc/Mjù)2] 


y la  transmistbilidad  del  aislador  es 


r, » — - 
1 r„ 


JtZ(ù)) 


[Z(tli)(k  — ZM]*)2)  - Jfc/M]ù)2] 


(8.118) 


(8.119) 


(8,120) 


En  la  practica,  la  impedancia  mecanica  Z(<u)  depende  de  la  naturaleza  de  la  estructuia  de  la  base.  Se 
puede  determinar  experimentalmente  midiendo  el  desplazamiento  producido  por  un  vibrador  que 
aplica  una  fuerza  armdnica  a la  base.  En  algunos  casos,  por  ejemplo  si  un  aislador  esia  descansando 
sobre  una  plataforma  de  concreto,  la  impedancia  mecànica  a cualquier  frecuencia  a>  se  determina 
en  funcidn  del  modelo  de  resorte-masa-amortiguador  hidiaulico  del  suelo. 


Aislamiento 

contra 

choques 


Como  ya  se  menciond,  una  carga  de  cboque  implica  la  aplicacidn  de  una  fuerza  durante  una  corta 
diracion,  por  lo  comun  durante  un  periodo  menor  que  un  periodo  natural  dd  sistema.  Las  fuerzas 
implicadas  en  martillos  de  forja,  prensas  punzonadoras,  ondas  expansivas  y explosiones  son  ejem- 
plos  de  cargas  de  cboque.  E1  aislamiento  contra  choques  se  puede  definir  como  un  procedimiento 
mediante  el  cual  los  efectos  indeseables  de  un  choque  se  reducen.  Observamos  que  el  aislamiento 
contra  vibracidn  producida  por  una  perturbacidn  armdnica  (impacto)  ocurre  con  la  relacidn  de  fre- 
cuencia  r > V5  y un  valor  pequeno  de  la  rdacidn  de  amortiguamiento  (£)  que  conduce  a un  mejor 
aislamicnto.  Por  otra  parte,  d aislamiento  contra  choque  debe  ocunir  dentro  de  un  amplio  rango  de 
frecuencias,  en  general  con  valoies  grandes  de  £.  Porlo  tanto,  un  buen  disefio  de  aislamiento  contra 


7Si  U basc  cs  completamcnW!  flexibtc  con  ima  masa  no  rcstringida  7ia>)  = y las  couadoftcs  (8,1 15)  a (8,117) 

conduccn  a la  ccuacidn  (8,109), 
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vibradòn  resulta  ser  un  diseno  de  aislamiento  oontra  choque  deficiente  y viceversa.  A pesar  de  las 
difcrencias,  los  principios  basicos  implicados  en  el  aislamiento  contrachoques  son  semejantes  a los 
del  aislamiento  contra  vibiaciòn;  sin  embargo,  las  ecuadones  son  diferentes  debido  a la  natuialeza 
transitoria  del  dioque. 

Una  carga  de  cboque  de  corta  duraciòn  apiicada  durante  un  peiiodo  T,  se  puede  tratar 
como  un  impulso  F : 


F = 


(8.121) 


Como  este  impulso  actuaen  la  masa  m,  se  puede  aplicar  el  prindpio  de  impulso-cantidad  de  movi- 
miento  paia  determinar  la  veloddad  impaitida  a la  masa  (v)  como 

v = — (8.122) 

m 

Èsta  indica  que  la  apiicaciòn  de  una  carga  de  choque  de  coita  duracìòn  se  puede  considerar  equi- 
valente  a impartir  una  velocidad  inicial  al  sistema.  Por  lo  tanto,  la  respuesta  dd  sistema  sometido 
auna  carga  de  choque  se  puede  determinar  como  la  soluciòn  de  vibraciòn  libre  con  una  velocidad 
inicial  cspedficada.  Suponiendo  las  condiciones  iniciales  como  jr(0)  = xq  = 0 y i(0)  = Xq  = v, 
la  soluciòn  de  vibraciòn  libre  de  un  sistema  viscosamente  amortiguado  de  un  solo  grado  de  libertad 
(desplazamiento  de  la  masa  m)  se  puede  hallar  a paitir  de  la  ecuadòn  (2.72)  como 

jr(r)  sen  tùdt  (8,123) 

md 


donde  tùd  = VI  - J1  es  la  frecuencia  de  vibraciones  amortiguadas.  La  fuerza  transmitida  al 
dmiento,  F/(t),  debida  al  resoite  y el  amortiguador  esta  dada  por 

F,(()  = ifejt(r)  + cjf(f)  (8.124) 

Utilizando  la  ecuadòn  (8.123),  F£t)  se  expresa  como 

Ff(r)  = — \/{k  - c£(ù„)2  + {ctùd)2  e~ZatJ  sen  {tùd  t + $)  (8,125) 

tùd 


donde 


* ■ (r^k)  ,8-126) 

Se  pueden  utilizar  las  ecuacianes  (8.125)  y (8.126)  para  determinar  d valor  maximo  de  la  fuerza 
transmitida  al  cimiento. 

Para  cargas  de  choque  de  laiga  duraciòn,  la  fuerza  maxima  transmitida  puede  ocurrir  mientras 
se  esta  aplicando  el  choque.  Ed  tales  casos  se  puede  utìlijzar  el  espectio  dd  choque,  analizado  en  la 
secciòn  4.6,  para  deteiminar  la  fuerza  maxima  transmitida  al  cimiento. 

Los  siguientes  ejemplos  ilustran  diferentes  metodos  que  se  pueden  utilizar  para  el  diseno  de 
aisladores  de  choque. 
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Ejemplo  8.11 


EJemplo  8.12 


Alslamlento  en  sltuaclòn  de  choque 

Un  instnjittenio  dectrònico  de  20  kg  de  masa  $e  somete  a nn  cboqne  en  la  forma  de  ima  vdoddad  gradnal  de 
2 m/$.  Si  lo$  valore$  de  deflexidn  midmo$  permi$ibles  (debido  al  lùnite  de  holgura)  y acekaacitìn  se  especifican 
como  20mm  y 25  g5  respectivamente,  determine  la  constante  de  resorte  deun  ai$lador  dechoque  no  amortiguado. 

Sùlucion:  E1  instrumento  electrtìnioo  sopoitado  por  el  resoite  $e  puede  con$iderar  como  un  $i$tema  no  amorti- 
gaado  $ujeto  a movimiento  de  la  base  (en  la  fornia  de  velocidad  gxadual).  La  ma$a  vibra  a la  fiecuencia  natural 
del  sistema  con  la$  magnitudes  de  la  velocidad  y aceleiacitìn  dadas  por 

XmÀx  ~ X^(Dn  ff*l) 

= — Xù), <i  {E^2) 

cbnde  X e$  la  amplitud  de  desplazamiento  de  la  ma$a.  Como  ei  valor  mdximo  de  la  velocidad  (giadual)  $e 
especifica  como  2 m/s  y el  valor  permi$ible  mdximo  de X e$  de  0.02  m,  la  ecmcitìn  (E.  1)  produce 

X = — < 0.02  O ~ = -^r  = 100  rad/s  <E3) 

X 0.02 

Asimismo,  con  el  valor  especificado  màximo  de  jcm4i  como  25  g,  la  ecuacidn  (E.2)  ofrece 

X<£^25  (9.81)  = 245.25  m/s2  o = 110.7362  rad/s  (E.4) 

Las  ecuaciones  (E.3)y  (E.4)  proporcionan  100  rad/s  ^ ^ 1 10.7362  rad/s.  Seleccionando  el  valor  dewn  a 

la  mitad  del  rango  permisible  como  105368 1 , la  rigidez  dd  resorte  (aislador)  se  puede  encontrar  como 


k = = 20  ( 105.3681  )2  = 2.2205  X lO^N/ra 


(E  .5) 


Alslamlento  bajo  carga  gradual 

Un  sensible  instrumento  electrtìnico  de  100  kg  de  masa  està  soportado  por  resortes  y empacado  para  envfo. 
Durante  el  en  vfo,  el  empaque  $e  deja  caer  desde  una  altura  que  aplica  una  carga  de  cheque  de  intensidad  F0  al 
instrumento,  como  $e muestra  en  la  figurn  8,30{a).  Deteimine  la  rigidez  del  ie$orte  utilizado  en  el  empaque  $i 
se  requiere  que  la  deflexitìn  mtìTÌma  del  instrumento  $ea  menor  que  2 mm.  El  espectro  de  re$pue$ta  de  la  carga 
de  choque  $e  mue$tm  en  la  figum  830(b)  con  F0  = 1000  N y f0  = 0.1  $. 

Sùlueitìn:  E1  e$pectro  de  ie$pue$ta,  que  indiea  la  re$pue$ta  mtìxima  de  un  sistema  de  un  solo  gmdo  de  libertad 
no  amoitiguado  sujeto  al  choque  dado,  e$tà  defiuido  por 


= 1 + -y  V 2 (1  - cos  2(oj0) 
r'n  (ùJn 


drnde  a>n  es  la  frecuencia  natural  del  sistema: 


= 


= O.lVit 


(E.l) 


{E.2) 
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0 1-0  2.0  3.0  4.0 

<W 


Fi£tira  8*30  Càr&à  de  choque  contra  un  instrumento  electrtSnico. 


F0  = 1000  N,  r0  =0.1  & y k eA  la  rigidez  del  resorte  utilizado  en  el  empaque.  Coti  lo$  datos  cxmocidos,  la 
eouacidn  (E.  1 ) se  expresa  como 

W - 1 + “ ‘ c“2(0‘ ^ (01,)  * «55  (iii)  *3) 

Utilizando  d signo  de  igualdad,  la  ecmcitìn  (E.3)  se  reescribe  COtno 

\/2(l  " cos  0.02 Vfe)  - 2 X 10-6*  + 1=0  (E4) 


La  miz  de  la  ecuacitìn  (E.4)  proporciona  el  valor  de  rigidez  de&eado  como  k =&2615  X ÌO5  N/m,  Se  pnede 
utilizar  el  siguiente  progmma  MATLAfi  para  determinar  la  raiz  de  ia  ecuacidn  (E.4); 


100 

vs 


» x±1000 ililOOOOOOO; 

» f = 1 (10  0/sqrt (xj ) *sqrt (2  * (l-coa (0 . 02*  sqrt (x)  ) ) ) -0 . 00000  2*x+l" j 
» root^f tftro (fr 100000) 

root  - 

e.261E*+005 

s»s» 
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Control  de 

vibraclòn 

activo 


Un  sistema  de  aislamiento  de  vibraddn  se  Uama  activo  si  utiliza  potengia  extema  para  rcalizar  su 
fiingion.  Se  oompone  de  un  servomecanismo  con  un  sensor,  un  procesador  de  senales  y un  actuador, 
como  se  muesira  esquematicamente  en  la  figura  8.31  [8.31-8.33].  Este  sistema  mantiene  una  dis- 
landa  constante  <0  entre  la  masa  vibratoria  y el  plano  de  referenda.  A medida  que  varia  la  fucrza 
F(t) aplicada al  sistema  (masa),  la  distancia  /tiende  a variar.  E1  sensor  detecta este  cambio  de  (,  y se 
produoe  una  senal  proporcional  a la  magnitud  de  la  excitadon  <o  respuesta)  del  cuerpo  vibiatorio. 
H.  piocesador  de  senales  envfa  una  senàl  de  comando  al  actuador  basado  en  la  senal  enviada  por  el 
sensor.  E1  actuador  desarrolla  un  movimiento  o fuerza  proporcional  a la  senal  de  mando.  E1  movi- 
miento  o fuerza  del  actuador  controlarà  el  desplazamiento  de  la  base  de  modo  que  la  distancia  / se 
mantiene  al  valor  constante  deseado. 

Se  cuenta  con  diferentes  tipos  de  sensores  para  crear  senales  de  retroalimentacion  basadas 
en  el  desplazamiento,  velocidad,  aceleiacidn,  sacudida,  o fuerza.  E1  procesador  de  senales  puede 
constar  de  un  mecanismo  pasivo,  como  un  erilace  mecanico,  o una  red  electrdnica  o fliudica  activa  ca- 
pazderealizarfundones  como  adiddn,  ìntegraddn,diferenciacidn,atenuacidn  o ampiificaddn.  E1 
actuador  puede  ser  un  sistema  mecànico,  por  ejemplo  un  raecanismo  de  cremallera  o un  mecanismo 
de  articulacidn  de  rdtula,  un  sistema  flufdico  o un  sistema  generador  de  fucrza  piezoeldctrica  o elec- 
Iromagndtica.  Segfin  los  tìpos  de  sensor,  procesador  de  senales  y actuador  utilizados,  un  sistema 
de  control  de  vibracidn  actìvo  se  conoce  como  electromecànìco , eiectrofìutdìco,  electromagnètìco, 
piezpetèctrteo  o fluidko. 

Anulisls:  Consideie  un  sistema de  un  solo  grado  de  libertad  donde  la  masa m se  somete  a una fuer- 
za  aplicada f(t)  como  se  muestra  en  la  figura  8.31 . Sì  utilizamos  un  sistema  de  contiol  activo  para 
controlar  la  vibracidn  de  la  masa  m,  el  actuador  se  disenarà  paia  que  ejerza  una  fuerza  de  control 
fc(t)  de  modo  que  la  ecuacidn  de  movimiento  dd  sistema  se  escriba  como 


mx  + cx  + kx  = jP(t)  = /(r)  + /c(r) 


(8,127) 


E1  sensor  (una  computadora)  mide  el  desplazamiento  x y la  velocidad  x de  la  masa  en  tiempo  real 
(de  forma  continua).  La  computadora  calcula  la  fiierza  de  control  fc(t)  necesaria  para  contiolar  el 
movimiento  y le  ordena  al  actuador  que  ejerza  la  fuerza  fc(t)  en  la  masa  m. 

Fbr  lo  comun  la  computadora  se  programa  para  que  genere  la  fuerza  de  contiol  propoicional  al 
desplazamiento  x(t)  y a la  derivada  del  desplazamiento  o veloddad  i(t)  de  la  masa  de  modo  que 

/c(0  = -gpx  ~ gjx  (8.128) 


Sisiema  i 
pasivo  “ 


r 


x(t) 


(tt 


T 

m 


SeAaL  de  cont  rol 


r 

Actuador 

y 

Electidnica  de 

ley  de  control 

{comptitadora) 

de  rnoviiniento 

.. 

Seflal  enviada  por  cl  sensor 

x 

Sistema  dc  control 

3Ctivo 


Flgura  8*31  Sistema  de  aislamiento  de  vibracion  activo. 
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Ejemplo  8.13 


donde  gp  y gd  son  constantes  cuyos  valores  tienen  que  ser  determinados  y piogiumados  en  la 
computadorapor  el  disenador.  Las  constantes  gp  y grfse  conocen  como  ganancias  decontrol.con  gp 
denotando  la  ganancia  proporcional  y g^indicando  la  derivada  o tasa  de  gananda.  E1  algoritmo  de 
control  en  este  caso  se  conoce  como  control  (PD)  proporcional  y derivado.  Sustituyendo  la  ecua- 
cidn  (8.128)  en  la  ecuacidn  (8.127),  obtenemos 

mx  + {c  + gj)x  + (i  + gp)x  = f{t)  (8.129) 

la  cual  indica  que  g^actua  oomo  amortìguamiento  adicional  (o  artificial)  y gp  como  rigidez  adicio- 
nal  (o  artificial).  La  ecuacidn  (8.129)  conocida  como  ecuacidn  de  lazo  cenado,  se  puede  resolver 
paia  determinarlas  caracteristicas  db  mspuesta  del  sistema.  Por  ejemplo,  la  nueva  frecuenda(efec- 
tìva)  es 


y la  nueva  relacidn  de  amortiguamiento  (efectiva)  es 

^ = c + &L 

2\/m{k  + gp) 

La  nueva  constante  de  tiempo  (efectìva)  del  sistema,  con  f s 1 , es 

2m 

c + gd 


(8.130) 


(8.131) 


(8.132) 


Por  lo  tanto,  el  funcionamiento  del  sistema  de  control  de  vibiacion  activo  se  describe  oomo  sigue: 
dados  los  valores  de  m,  c y it,calculelas  ganandas  de  control  gp  y gd  para  lograr  los  valores  desea- 
dos  de  ù>„,  f o r.  En  la  piàctìca,  la  respuesta  del  sistema  se  monilorea  de  forma  continua,  se  realizan 
los  calculos  y se  hace  que  el  actuador  aplique  la  fuerza  de  control  fc  a la  masa  en  tiempo  real,  de 
modo  que  la  lespuesta  del  sistemaquededentro  de  los  li'mites  establecidos.  Observe  que  las  ganan- 
das  gp  y gfl-pueden  ser  positìvas  o negativas  segtìn  las  respuestas  medidas  y deseadas. 


control  de  vibracion  de  un  slstema  electrònico  de  precisiòn 


Se  propone  controlar  la  vibraciòa  de  un  siatema  electrtìuico  de  precisidD  sopoitado  por  una  base  elàstìca  ($ìd 
amortìguamiento)  mediante  xm  mtftodo  pasivo  o actìvo.  La  ma$a  del  sistema  e$de  15  tgy$u  trecuentia  natural 
e$  de  20  rady$.  Se  e$tìma  que  el  sistema  requiere  una  relatidn  de  amortìguamiento  de  f = 0.85  para  controlar  la 
vibratidn.  Suponga  que  lo$  amortìguadoies  hidràulicos  di$ponible$  pueden  proportionar  con$tante$  de  amor- 
tìguamiento  $dlo  en  el  rango  0 ^400  N-$/m. 


Stìlueiun:  Primero,  inve$tìgamo$  el  u$o  de  un  amortìguador  hiditìulico  disponible  para  controlar  la  vibratiòn 
(control  pa$ivo).  Por  la$  fiecuentias  naturale$  conorida$  del  sistema,  podemos  determinar  la  rigidez  de  la  base 
elà$tìcacomo 


(B-l) 


o £ = mù>l  = L5(20)2  = 6000  N/m 
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Ejemplo  8.14 


14  relaciòn  de  amqrtiguainiieiito  lequeridq  dd  sistema  da  la  constante  de  amortiguaitiiedto  necesaiia  (c)  como 

t = — ^ = 0.85  o c = liVkin  = 2(0.85) V6000( 15)  = 5lON-s/m  (E2) 

2 vkm 

Cbmo  lo$  amortìguadore$  hidiàulicos  pueden  proporcionar  valore$  con$taute$  de  amortìguamieuto  ha$ta  de 
400  N-$/m  unicamente,  no  podemos  Jogmi  el  control  deseado  aplicando  amortìguamiento  pasivo. 

Por  lo  tanto , consideremos  un  sistema  de  control  actìvo  paia  creai  la  cantìdad  de  amortiguamiento  ieque* 
rida  en  el  $i$tema,  Sea  la  fuem  de  contiol  de  la  foima^  = -gjc,  de  modo  que  la  ielacidn  de  amoitìguamiento, 
tbrma  altema de  la  ecuacidn  (S.  13 1),  se  pueda  eipiesai  como  (con  gp  = 0); 

„ c + Sd 

2£ù>a  = (EJ) 

m 

Agregando  el  amoitìguamiento  hidrdulico  disponible,  con  constante  de  amoitìguamiento  de  400  N-s/m,  la 
ecuacidn  (E.3)  $e  iesoibe  como 


400  + gd  = 2m£(i)n  = 2(15)(0.S5)(20)  = 5lON-s/m 


0 


gd  = llON-s/m 

Esto  da  el  valoi  de  la  constante  de  amoitiguamiento  que  debe  propoicionai  el  control  actìvo  (tambien  conocido 
onmo  ganancia  derivada)  como  gd  = 1 10  N-$/m. 


control  activo  de  un  slstema  con  desbalance  rotatorlo 


Un  $i$tema  de  un  solo  giado  de  libertad  $e  compone  de  una  ma$a  (m)  = 150  kg,  constante  de  amortìguamiento 
(c)  = 4000  N-s/m  y rigidez  (k)  = 6 x 106  N/mk  La  ma$a  $e  somete  a una  fuem  desbalanceada  rotatoria  dada 
por/(/)  = 100  $en  tì0“7ri  N.  Se  pueden  Jiacei  la$  $iguiente$  observaciones  con  ba$e  en  lo$  datos  propoicionados: 


(i)  La  frecuencia  natuial  del  $i$tema 

pertuibacidn,  ùj  = 60tt  = 188.4955  iad/$. 


fl  _ f 

R Y m V 


fitLO6) 

150 


200  rad/s,  se  aproxima  a la  frecuenda  de  ia 


(ii)  La  ielacitìn  de  amortìguamiento  e$  pequd’ia  con  un  valoi  de 


4000 

2V[6(10e)(160)] 


= 0.06667 


Se  de$ea  cambiai  la  ftecuencia  natuml  del  $i$tema  a 100  rad/s  y la  relacitìn  de  amortìguamiento  a 0.5.  Como 
tos  valores  de  k y c del  sistema  no  $e  pueden  modiricar,  se  propone  utilizai  un  sistema  de  control  activo.  De- 
teimine  la$  ganancia$  de  control  iequerida$  para  logiai  lo$  valoie$  deseados  de  y £.  Encnentie  tambidn  la 
magnitud  de  la  iespue$ta  y la  fuerza  del  actuadoi  del  $i$tema  en  el  e$tado  estable. 
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SoluOtSn:  Qiando  se  utiliza  un  sistema  de  control  actìvo  con  ganancias  de  COntrol  gp  y g^  la  freCuencia  na- 
tural  del  sistema  se  ctpresa  como 


o 


6)„  = 100 


V' 


6(10e) 


150 


gp  = 150(10*)  - 6(10*)  = -4.5(10*)  N/m 

Este  valor  implica  que  la  rigidez  del  sistema  se  tenga  que  reducir  a 1.5  X 10*  N/m.  ta  nueva  relacidn  de 
amortìguamieuto  del  sistema  es 


/ = = c + & = 4000  + Sd 

tVkm  2V[1.5(106)](150) 
o 


gd  = 15000  - 4000  = llOOON-s/m 

Este  valor  implica  que  $e  tiene  que  incrementar  el  amortiguamiento  del  sistema  a 15000  N-s/m, 
La  ecuacidn  de  movimiento  del  sistema  actìvamente  coutrolado  se  puede  escribir  como 


ttix  + cx  + kx  = f(t)  = /nseu  ùh  (E.l) 

lacual,  en  estecaso,  adopta  la  forma 

150jf  + I5000jr  + 1.5(10*)*  = /(/}  = 100  sen  6(hr/  (E.2) 

De  acuerdo  coa  1a  ecuadòD  (E.l),  la  fundtìD  de  tmDsferencia  geneiaJ  del  siatema  $e  expresa  como  (vea  la 
seccion  3.12) 

X(s)  1 

— rf  = —ì (R3) 

^(■f)  m.T2  + c s + k 


La  magDitud  de  la  respuesta  de  estado  estable  del  sistema  conespoDdieDte  a la  ecuadtìD  (E.3)  es  (vea  la 
secdtìu  3,13) 


X = 


A 

[(Jfc  — fliw3)3  + (cùj)2  * 


(E.4) 


En  este  caso,  — 100  N,m  = 150  kg,  c = 15000  N-s/m,  k = 1.5  X 10^  N-s/m  yw  = 188.4955  iad/s.  Por  lo 
tantOj  la  ecuadtìa  (E.4)  da 

150 

x=  ■= — 

{1.5(10*)  - 150(188.4955)2}2  + {15000(188.4955}}2 

= 130 

_ 4.7602(10*) 


= 31.5113(10”*)  N 
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14  fijerza  del  actuador  (tontrol),  Fp  en  estado  estable  Se  obtìene  a pflrtìr  de  la  reladdn 

fifr)  = = k + cs 

F(s)  X(s)  F(s)  ms1  + cs  + k 

como 

F,(iù>)  = |4.5(106}  - 11000iùj|JT(to) 

= 1 4.5(10^)  - 11000(l88.4955)i| (31 .51 13(10“ *)) 

= V{4.5(1^)}2  + {11000(188.4955} }2  (31.5113(10^)} 
= 156.1289  N 


8.11  | Absorbedores  de  vibracion 


H absorbedorde  vibraciàn,  tambidn  llamado  cbsorbedor  de  vibraciàn  dinàmico,  es  un  dispoàtivo 
mecanico  que  se  utilìza  para  reducir  o eliminar  la  vibracidn  indeseable.  Se  compone  de  otra  raasa 
y rigidez  anexadas  a la  masa  prindpal  (original)  que  tiene  que  ser  protegida  contia  vibraciòn.  Por 
k)  tanto,  la  masa  principal  y la  masa  del  absorbedor  anexada  constituyen  un  sistema  de  dos  giados 
de  libertad,  de  ahf  que  el  absorbedor  de  vibracidn  tenga  dos  frecuencias  naturales.  E1  absorbedor  de 
vibracion  se  utiliza  comdnmente  en  maquinaria  que  opeia  a velocidad  constante,  porque  el  absor- 
bedor  de  vìbracidn  se  sintoniza  a una  frecuencia  particular  y es  efectivo  sdlo  dentro  de  una  banda 
angosta  de  fiecuencias.  Algunas  aplicaciones  comunes  del  àbsorbedor  de  vibracidn  comprenden 
herramientas  iecipiocantes  como  lijadoias,  sieiras  y compactadoias,  asi  como  grandes  motores  de 
combustìdn  intema  leciprocantes  los  cuales  funcionan  a velocidad  constante  (para  un  consumo  mi- 
nimo  de  combustìble).  En  estos  sistemas,  el  absorbedor  de  vibracion  ayuda  a balancear  las  fuerzas 
leciprocantes.  Sin  un  absorbedor  de  vibracidn,  las  fueizas  redprocantes  desbalanceadas  podrfan 
hacer  que  el  dispositivo  fuera  imposible  de  mantener  o oontrolar.  Los  àbsorbedores  de  vibracìdn 
tambidn  se  utilizan  en  lirieas  de  transmisidn  de  alto  voltaje.  En  este  caso,  los  absorbedores  de  vi- 
bracion  dinamicos,  en  la  forma  de  dispositivos  tipo  mancuema  (figura  8.32),  se  suspenden  de  las 
lineas  de  transraision  para  mitigar  los  efectos  de  fatiga  de  las  vibiaciones  inducidas  por  el  viento. 

Una  maquina  0 sistema  puede  experimentar  vibracidn  excesiva  sì  en  ella  actua  una  fiieiza  cuya 
frecuencia  de  excitacidn  casi  eoincida  con  una  frecuencia  natural  de  la  màquina  0 sistema.  En  tales 
casos,  la  vìbiacidn  de  la  maquina  0 sistema  se  puede  reducir  por  medio  de  un  neutraiìzador  de  vj- 
bracidn  0 absorbedor  de  vibracìàn  dinàmico,  el  cual  es  simplemente  otro  sistema  de  resorte-masa. 
H.  àbsorbedor  de  vibracidn  dinàmico  se  disefia  de  modo  que  las  frecuencias  natuiales  del  sistema 


Absnrbcdor  de  vibraddn 


Ffgura  8J32 
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resultante  se  alejen  de  la  frecuenda  de  excitacidn.  Consideraremos  el  anàlisis  de  un  absorbedor  de 
vibracidn  dùiàiiuco  idealizando  la  maquina  como  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libertad. 


Absorbedor 
de  vibracion 
dinàmico  no 
amortiguado 


Fijamos  una  masa  auxiliar  m2  en  una  maquina  de  m ( mediante  un  resorte  de  rigidez  k2,  y el  sistema 
de  dos  grados  de  libertad  luciia  como  se  muestra  en  la  figura  8.33.  Las  ecuaciones  de  movimiento 
de  las  masas  m(  y m2son 


/«] jj]  + Jfc]jf]  + jfc^x,  - x2)  = Fq  sen  tot 


m2X2  + k2{x2  - *i)  = 0 


(8.133) 


Suponiendo  una  solucion  armdnica, 


jtj(r)  = Xj  sen  atty  j = 1,2 


(8.134) 


obtenemos  las  amplitudes  de  estado  estable  de  las  masas  m,  y m2  como 

{k2  ~ m2<o2)F0 

1 {*]  + - /M]*)2)^  - m2ù?)  - k^ 

Mb 

2 {*,  + v2){k2  ~ m2&p-)  - 


(8.135) 

(8.136) 


Nos  interesa  sobie  todo  reducir  la  amplitud  de  la  maquina  (X,).  Para  reducir  a cero  la  amplitud  de 
n»i,  el  numerador  de  la  ecuacidn  (8.135)  debe  hacerse  igual  a cero.  Esto  entrega 

oP  = — (8,137) 

m2 


F^scnmt 


vibraciòn  di  nbmico 

Figura  8*33  Absorbedor  de  vìbradòn  dinàmico  no  amortiguado. 
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Si  la  maquina,  antes  dela  adiciòn  del  absorbedor  de  vibiacidn  dinàmico,  opera  cerca  de  su  resonan- 
cia, ù)2  “ ojj  = k\/nt\.  Por lo  tanto, el  absoibedor se  disena de  modo  que 


m2 


(8.138) 


la  amplitud  de  vibracion  de  la  maquina,  mientras  opera  a su  fiecuencia  resonante  original  seia  cero. 
Definiendo 


como  la  fiecuencia  natural  de  la  maquina  o sistema  principal,  y 


ià2  = 


1/2 


(8.139) 


ya  que  la  fiecuencia  natural  del  absorbedor  o sistema  auxiliar,  las  ecuaciones  (8.135)  y (8.136)  se 
pueden  lecscribir  como 


(8.140) 


(8.141) 


La  figura  8.34  muestra  la  variacidn  de  la  amplitud  de  vibiacion  de  la  maquina  (Xt /S^)  con  su  ve- 
bcidad  (ìd/o>  ,).  Los  dos  picos  corresponden  a las  dos  fiecuencias  naturales  delsistema  compuesto. 
Como  se  vio  antes,  X{  = 0 en  = &>  (.  A esta  frccuencia,  la  ecuadon  (8.141)  resulta 


Xl  = 


(8.142) 


Sin  absorbedor 


Figura  8.34  Efedo  de  un  absorbedor  de 
vibradòn  no  amortiguado  en  la  respuesta 
de  la  màquina. 
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Esto  demuestra  que  la  fuerza  ejeicida  por  el  resorte  auxiliar  es  opuesta  a la  fuerza  impartida  ik^(2  = 
— F0)  y la  neutraliza,  y por  consiguiente  Xy  se  reduce  a cero.  H tamano  del  absorbedor  de  vibracion 
dinamico  se  determinacon  las  ecuadones  (8.142)  y (8.138): 


k^X2  — m2a?‘X2  — — F0 


(8.143) 


Por  tanto,  los  valores  de  k2  y m2  dependen  del  valor  permisible  de X2. 

En  la  figura  8.34  se  ve  queel  absorbedor  de  vibracion  dinamico,  al  mismq  tiempo  que  elimina 
vibracìon  a la  frecuencia  impartida  conocida  <o, introduce dos  frecuencias  lesonantes  Hj  y fì^, a las 
cuales  la  amplitud  de  la  màquinaes  infinita.  En  la  pmctìca,  lafrecuencia  de  opeiacidn  wdebe  man- 
tenerse  por  consiguiente  alejada  de  las  frecuencias  H,  y Cl2.  Los  valores  de  fì,  y fì^se  determinan 
igualando  el  denominador  de  la  ecuacidn  (8. 134)  a cero.  Observando  que 


ki  = 

ki 

mi 

m] 

__  m2  (a 

sY 

Ai 

m2 

mx 

k i 

mA  \ù 

h) 

(8.144) 


e igualando  el  denominador  de  la  ecuacidn  (8.140)  a cero  se  llega  a 


+ 1=0 


Las  dos  lafces  de  esta  ecuacion  son 

. (['*('*?)(;)■] 

&\  •{[i*('*5)te)T-6)T) 

S)'ì"  ■(;)■ 


(8.145) 


(8.146) 


las  cuales  se  ve  que  son  funciones  de  {m2Jmy)  y (<u3j/6),). 


Notas 

1,  Por  la  ecuacidn  (8.146)  se  ve  que  fìl  es  menor  que,  y que  fì2  es  mayor  que,  la  veloddad  de 
operacidn  (la  cual  es  igual  a la  frecuencia  natural,  vl)  de  la  maquina.  Por  lo  tanto,  la  maquina 
debe  pasar  por  fìl  durante  el  arranque  y detencion.  Esto  produce  grandes  amplitudes. 

2,  Como  el  absorbedor  dinàmico  se  sintoniza  a una  frecuenda  de  exdtacidn  (<u),  la  amplitud  de 
estado  estable  de  la  maquina  es  cero  solo  a dicha  frecuenda.  Si  la  maquina  opera  a otras  fre- 
cuendas  o si  lafuerza  que  acttìa  en  la  maquina  tìene  varias  frecuencias,  entonces  laamplitud  de 
vibracion  de  la  maquina  puede  llegar  a ser  grande. 

3,  Las  variadones  de  fly/ù^y  Cl2/ù)2 como  fundones  de  la lelacion  de  masa m2J my  se  muestran 
en  la  figura  8.35  para  tres  valores  diferentes  de  la  idacìdn  de  frecuencia  (o^/tùy.  Se  ve  que  la 
diferencia  entre  fì,  y fì^  se  incrementa  con  valores  crecientes  de  m^Jrny. 
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Ejemplo  8.15 


Flgura8.35  Variacionesde 
{fedas  por  laecuadon  (3.146). 


Absorbedor  de  vibraciòn  para  un  motor  diesel 

Un  motor  diesel,  que  pesa  3000 N,  estì  soportado  por  un  pedesml,  Se  ha  observado  que  el  motor  induce  vibraddn 
<n  el  diea  drcimdante  a travds  de  su  petfcstal  a una  veloddad  de  operadtìn  de  6000  rpn.  Determine  los  pad- 
HEtros  dd  absorbedor  de  vibradtìn  que  reduciràn  la  vibraddn  cuando  se  monte  el  pedestal.  La  magnitud  de  la 
fuerzadeexcitacionesde250  N,y  laamplitud  de  movimiento  de  la  masa auxiliar  Se  tìene  que  limitar  9 2 mm. 

Soluddn:  La  frecuencia  de  vibraddn  de  la  mdquina  es 

6000 

/ = — — = 100  Hz  o to  = 62832  rad/s 
60 

Cbmo  el  movimiento  del  pedestal  se  tìene  que  redudr  a cero,  la  amplitud  de  movimiento  de  la  masa  auxiliar 
dbbe  ser  igual  y opuesta  a la  de  la  fuerza  de  exdtadtìn.  Por  lo  tanto,  por  la  ecuaddn  (8. 143),  obtenemos 


l^ol  = m2(o2X2  (E,l) 

la  sustìtuddn  de  los  datos  dados  resnlta 

250  = m2  (628.32 )J(0.002) 

ft>r  oonsiguientje,  m2  = 0.31665.  La  rigidez  del  re$Orte k2 Se  deteiiriitìa pùr  la  ecuacidn  (8.138): 


m2 


ft>r  eonsiguiente,  = (628.32)2(031665)  = 125009  N/m. 
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Ejemplo  8.16 


Absorbedor  para  un  conjunto  de  motor-generador 

E1  conjvnto  de  motor-genemdor  que  se  muestra  en  la  figum  8k3tì  e$tà  diseflado  paia  que  opere  en  el  mngo 
de  velocidad  de  2 000  a 4000  rpan>  Sin  embargo,  se  ve  que  el  conjunto  vibra  violentamente  a una  velocidad  de 
3000  rpm  debido  a un  leve  desbalance  en  el  rotor.  Se  propone  utilizar  uu  sistema  absoibedor  de  masa  concen- 
tiada  montado  en  voladizo  para  eliminai  el  pioblema,  Cuando  se  fija  un  voladizo  que  lleva  una  masa  de  prueba 
de  2 kg  sintonizado  a 3 000  rpm  en  el  conjunto,  las  fiecuencias  natumles  lesultantes  del  sistema  son  2 500  rpm 
y 3500  rpmk  Disefie  el  absorbedor  (especificando  su  masa  y rigidez)  de  modo  que  las  ftecuendas  naturales 
quedeu  fuera  del  rango  de  velocidad  de  opeiacidn  del  conjunto  de  motor-generador. 


Sohiriòit:  La$  frecuencias  naturales  <U|  del  conjunto  motor-geneiador  y del  absorbedor  $on 


"l  = 


(E-l) 


La  ecuacidn  (8. 14tì)  propoiciona  las  ftecuencias  iesonantea  flj  y fljdel  sistema  combinado,.  Como  el  absorbe- 
doi (m  = 2 kg) està sintonizado,  wj  = = 3 14. ltì  iad/s (conespondiente a 3000 rpm).  Utilizando  la notaddn 


ttt  2 O- 1 fti 


la  ecuacidn  (8;14tì)  se  escribe  como 


p2  r2 

ru  r2 


-HhJHF 


(EJ2) 


Como  $e  sabe  que  1^  y fl^  sou  261.80  iad/s  (o  2500  rpm)  y 3tìtì,52  iad/s  (o  3500  ipm),  iespectivameute, 
encontramos  que 


r\ 


ftj 

tì>2 


261.80 

314.16 


= 0.8333 


"2 


366.52 

314.16 


= 1-1667 


Por  consiguiente 


0 


(E^) 
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Cbdo  que  r,  = 0,8333,  la  ecuacitìn  (E3)  entrega  ju,  = m2/m t = 0.1345  ymt  = mi/01345  = 14.8699  kg.  H 
Ifmite  inferior  especificado  de  es  2000  rpm  o 209.44  rad/s,  y asf 


209.44 

314.16 


= 0.6667 


Cbn  este  valor  de  r,,  la  ecuacion  (E.3)  entrega  fx  = m^fm^  = 0.6942  y m2  = m ,(0.6942)  = 10.3227  kg.  Con 
estos  valores,  la  segunda  frecuencia  resonante  se  puede  hallar  a partir  de 

r?  = ('  + f ) + •[{  1 + f)‘  - 1 = 2-2497 

la  cual  arroja  fl^  -4499.4  rpm,  mayor  que  el  Ifmite  superior  especificado  de  4000  rpm.  La  rigidez  de  resorte 
<tl  absorbedor  està  dada  por 

= (31 4.16)2(  10.3227)  = 1.0188  X lC^N/m 


Absorbedor 
de  vibraciòn 
dinàmico 
amortiguado 


H absorbedor  de  vibraciòn  dinamieo  descrito  en  la  seccìòn  anterior  dimina  el  pico  de  resonancia 
original  en  la  curva  de  rcspuesta  de  la  maquina  pero  introduce  dos  nuevos  picos.  De  este  modo,  la 
maquina  experimenta  grandes  amplitudes  cuando  pasa  atravòs  del  primer  pico  durante  el  arranque  y 
detendòn.  La  amplitud  de  la  màquina  se  puede  reducir  agregando  un  absorbedor  de  vibraciòn  amorti- 
guado,  como  se  muestra  en  la  fìgura  8.37.  Las  ecuadones  de  movimiento  de  las  dos  masas  son 

mjjci  + + Jfc2(;c]  - jc2)  + cjfii  - x2)  = fb  sen  mt  (8.147) 

m{x2  + *2(*2  - JCi)  + C2(À2  - ij)  = 0 (8.148) 


Suponiendo  que  la  soludòn  es 


x}{t)  = X/ 


j = 1,2 


(8.149) 


Figura8«37  Absorbedorde  vihracitìn 
dinàmioo  amortiguado. 
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se  obtiene  la  soluciòn  de  estado  establc  de  las  ecuadones  (8.147)  y (8.148); 

_ F0(k2  - m2ù?  + icjw) 

1 [(Jfci  — m]ù?){k2  ~ m^ù?)  — m^k^ù)2]  + i(ùc2{k\  — m\a>2  — m2tàL) 

_ %\{k2  + iùJC^) 

2 {*2  - m2t^  + ìùjc2) 

Definiendo 

fi  = rn^/m  [ = Relacidn  de  masa  = Masa  del  absorbedoi/niasa  principal 
^est  = Fdh  ~ Deflexidn  estaticadel  sistema 

= k2/m2  = Cuadrado  de  la  frecuencia  natural  del  absorbedor 

2 

=k\/m\=  Cuadrado  de  la  frecuencia  natural  de  la  masa  principal 
/=  fùj(ùa  = Relacidn  de  frecuencias  naturales 
g = fù/iùn  = Relacìdn  de  frecuencia  forzada 
c(  = 2m2ù)n  = Constante  de  amoriiguaniiento  critica 
f = c2/cc  = Rdaddn  de  amoriiguamiento 
las  magnitudes.  y X2,  se  expresan  como 

JC.  r (2  j:g)2  + (g2-/2)2 

fiest  L(2 tg)2{g2  - 1 + flg2)2  + { flfg 2 - {g2  - 1 ){g2-f2)}2 

y 

x2  _ \ (2 tg)2  + /4  ]V2 

«-■  Lw*)2(s2  - 1 + MS2)2  + W¥  - (s2  - I)(s2  - /2)}2J  ’ 

La  ecuacidn  (8.152)  muestra  que  la  amplitud  de  vibraddn  de  la  masa  principal  es  una  fundon  de 
fi,f,g  y f.Lagmficade 

A 

fiest 

contralardacion  defrecuendaforzadag  = ù>/ù>n,  se  muestraen  lafigura  8.38  para/  = 1 y m = 1 /20 
paia  algunos  valoies  diferentes  de  £. 

Si  el  amortiguamiento  es  cero  (c2  = £ = 0)  entonces  la  resonancia  ocurre  a las  dos  frecuencias 
resonantes  no  amortiguadas  del  sistema,  un  resultado  que  ya  se  indicd  en  la  figura  8.34.  Cuando 
el  amoriiguamiento  se  hace  infinito  (f  = oo),  las  dos  masas  mt  y m2  virtualmente  se  unen  entre 
a,  y el  sistema  se  comporta  en  esencia  como  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  con  masa  de 
(mi  + mff  = (21  /20)  m y rigidez  de  Jfc \.  En  este caso,  tambien  la  resonancia  ocune  con  — * oo  en 

ù)  1 

g - — = — 7-^=  = 0.9759 

VI  + m 


(8.150) 

(8.151) 


Capftulo  8 Control  de  la  vìbraciòn 


0.6  0,7  0.8  O^  1,0  U 12  1,3 


Figura  8J8  Efecto  del  absorbedor  de 
vìbraciòn  amortiguado  en  la  respuesta  de 
1a  màquìna. 


Fbr  lo  tanto,  el  pico  Xt  es  infimto  para  c^  = 0 y tambiòn  con  c^  = oo.  En  alguna  parte  entre  estos 
Ifmites,  el  pico  de  X , serà  nunimo. 

Absorbedor  de  vibradòn  òptimamente  dntdnizado.  En  la  figura  8.38  se  ve  que  todas  las  curvas 
se  cortan  en  los  puntos  A y B independientemente  del  valor  de  amortiguamiento.  Estos  puntos  se 
pueden  localizar  sustituyendo  los  casos  extremos  de  f = 0 y £ = oo  en  la  ecuadòn  (8. 152)  e igua- 
lando  los  dos.  Esto  produce 


1 + f + M/1 2 

2 + fi 


) 


+ 


2f 

2 + fi 


= 0 


(8.154) 


Las  dos  rafces  de  la  ecuaciòn  (8.154)  indican  los  valores  de  la  relaciòn  de  frecuencia  g^  = oìa fa> 
y gB  = iù&ji u,  oonespondientes  a los  puntos  A y B.  Las  oidenadas  de  A y B se  determinan  susti- 
luyendo  los  valores  de  g^  y gh,  respectivamente,  en  la  ecuaciòn  (8.I4Ò).  Se  ha  observado  que  el 
djsorbedor  de  vibraciòn  mas  efidente  es  uno  para  el  cual  las  ordenadas  de  los  puntos  Ay  B son 
iguales.  Esta  condiciòn  requiere  que  [8.35] 


/ = 


1 

1 + fi 


(8.155) 


Figim  8.39  Absorbedorde 
vibraciòn  sintonizado. 
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Un  absorbedor  que  satisfaee  la  ecuadòn  (8.155)  puede  ser  Uamadg  correctamente  obsorbedor  de 
vibraciàn  smtonizado.  Aunque  la ecuacion  (8. 155)  indica  como  sintonizar  un  absotbedor,  no  indica 
el  valor  dptimq  de  la  rdaddn  de  amqrtìguamiento  £ y d valor  correspondiente  de  E1  valor 

dptimo  de  £se  determina  haciendo  la  curva  de  respuesta  X^jS^  lo  mas  plana  posible  en  los  pìcos 
Ay  B.  Esto  se  logra  hadendo  la  curva  horizontal  ya  sea  en  A o en  B,  como  se  muestra  en  la  figura 
8.39.  Paxa  esto,  primero  se  sustituye  la  ecuacidn  (8. 155)  en  la  ecuacidn  (8. 152)  para  que  la  ecuacidn 
msultante  sea  aplicable  al  caso  de  sintonizacidn  dptima.  Entonces  la  ecuadon  modificada  (8.152) 
se  diferencia  con  respecto  a g para  encontrar  la  pendiente  de  la  curva  de  JTi /Sm.  A1  igualar  a cero 
en  los  puntos  A y fl,obtenemos 


y 


& 


{-■££} 

8{1  + fif 


para  el  punto  A 


(8.156) 


(3  + J 

l v 

il  + 2/ 

8(1  + n) 


para  el  punto  B 


(8.157) 


Un  valor  promedio  conveniente  de  k2  dado  por  las  ecuaciones  (8.156)  y (8.157)  se  utiliza  en  el 
diseno  de  raodo  que 


{ òptima 


El  valor  dptimo  oonespondiente  de 


(è) 


8(1  + 

seescribe  como 


(r)  - ir)  - 

\"est/  optima  V*^est/  max  V 


(8.158) 


(8.159) 


Notas: 

1,  Por  la  ecuacidn  (8. 153)  se  ve  que  la  amplitud  de  la  masa  del  absorbedor  (X^)  siempre  es  mucho 
mayor  que  la  de  la  masa  principal  (Xt).  Por  lo  tanto,  d diseno  debe  ser  capaz  de  aceptar  grandes 
amplitudes  de  la  masa  del  absorbedor. 

2,  Como  se  espera  que  las  amplitudes  de  sean  grandes,  el  resorte  del  absorbedor  (k^)  se  tiene 
que  disefiar  desde  un  punto  de  vista  de  fatiga. 

3,  La  mayoria  de  los  absorbedores  de  vibraddn  utilizados  en  aplicadones  practicas  son  no  amor- 
tiguados.  Si  se  agrega  amortiguamiento,  se  frnstra  d propdsito  del  absorbedor  de  vibraddn, 
d cual  es  eliminar  la  vibracion  indeseable.  En  un  absorbedor  de  vibiacidn  amortiguado,  la 
amplitud  de  vibraddn  de  la  masa  principal  serà  no  cero.  Se  tiene  que  agregar  amoitiguamiento 
sdlo  en  situaciones  en  las  que  la  banda  de  frecuencia  en  la  cual  d absorbedor  sea  efectivo  es 
demasiado  angosta  para  que  opere. 

4,  En  las  referencìas  [8.36-8.39]  se  encuentian  obras  adicionales  sobre  el  dìsefio  optimo  de  àbsor- 
bedoies  de  vibracidn. 
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8.12  Ejemplos  resueltos  utilizando  matlab 


Ejemplo  8.17  Trazo  de  la  transmlslbllidad 


Utìlizando  MATLAB,  trace  la  variacido  de  transntisibdidad  de  un  sdatema  de  un  $olo  grado  de  libertad  coa  la 
relacidn  de  frecuencia,  dada  por  la  ecuacidn  (8.94),  conespcndiente  a £ =0.0, 0. 1,  0.2, 0.3, 0.4  y 0.5. 

Solucidn:  E1  siguiente  programa  MATLAB  traza  la  variacidn  de  transmisibilidad  como  una  funcidn  de  la 
relacidn  de  frecuencia  con  la  ecuaddn  (8.94): 

9-17 

piti  J b 1 i E 

kaaì  * } * o.lr 
for  i B 1 : 1001 

V_wn(l)  = 3 * (1  - 1) /1000; 

T(i)  = eqrt ( (1  + (2  * k*ni  * w_tm(i))  * 2)/((l  - w_«n(i)  * 2) 

^ 2 + ^ 

2 * k&fli  + w_wn(i)  A2)  ) , 

tmà; 

plot  (w_wnr  T) i 
hol<S  <m; 

yr 

xlahal  ( ■ w/w  n' ) ; 

Flab*l(aTrv)  f 
gtAXt(4E«ta  = 0 . la ) ; 
gtaxt(aBat&  r 0,2')? 
gtoxt ('È&ta  = 0.2v)f 
gtaxt(a£atB  * 0.4v)f 
gtftxt ( 1 e&ta  - 0 . Sa ) ; 
titl* ("EX9.2- ) ; 
grid  em; 
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Ejemplo  8.18 


Amplltudes  de  vlbraciòn  de  las  masas  de  un  absorbedor  de  vlbraciòn 


Utilizando  MATLAB,  traoe  las  variaciones  de  las  amplitudes  de  vibracitìn  de  las  masas  principalcs  y auxiliar 
dc  qn  absorbedor  dc  vibracidn,  ecuaciones  (8. 140)  y (8. 141),  como  una  funcidn  dc  la  relacidn  de  frecuenda. 

Solucion:  Lns  ecuacioues  (8.140) y (8.141)  setmzan  pam  los  siguientes  datos:/  = = 1,^  = 0.1  y 0.5, 

= m^/m^  = 0.05  yO.l, 


f 3 1? 

% teti  s 0.1r  au-0 . 0 E / 


sotm  e±  0,1? 
juu  = 0-  0£? 

g = 0-fi  : 0. 001  : 1.3? 

teg3  = (3.*e«ta. *g) . *3  ?% teg3  m (3*aeta*gJ A3 

g3_f 3_2  = (g.*a-f."3) .*3  ?%  g2f33  = (g*3-f*3)*2 
ga  inuga  a m (g. Aa-l+nu.*g."3)  ."3? 
nuf3g3  = nu. *f . A2*g. ^3  ? 
g3_l  =±  g- "2-1  ? 

ga_fa  p g."a-f.*a  ? 

Klx  =agrt(  (tsg2+g2_f  2 2)  . / (t&g2 . *g2_ltmig2_2+  (aiuf  2g2  -g2_l- *g2_f  2)  ."3)  ) ? 

x3r  =agrt(  (ttg2+f  _*4)  ./(teg2.  *g2_lnug2_2+  (nuf2g2-g2_l.  *g2_f  2)  ."2) ) ? 

plot  (gr3dr) 

htìld  on 

plot  (grx2r)  ? 

bold  on 

% eeta  =t  0.1,  nu=0.01 ^ 


eata  - 0.1? 

nu  b 0.1?  0.001:1.3? 

g - 0 . £ : 

teg2  m (2.*e«ta. *g) . "2  ?% teg2  m (2*eata*g)"2 

g2_f 2 2 * (g."2-f."2)  ."2  ?%  g2  f2  2 * (g"2-f"2)*3 

g2_1mtig2_2  = (g.  "3— 1+nu.  *g.  "3)  . "2  ? 

isuf2g2  a nu.  *t -"2*g.  "2  ? 

g2_l  - g.-2-l  ? 

g2_f2  g."3-f.*2  ? 

xlr  =±egrt(  (teg2+g2_f  2_2)  . /(teg2.*g2  1nug2  2+{nuf2g2-g2  1.*g2  f2)  -*2)  ) ? 
x2r  =eqrt  ( (teg2+f  ."4)  ./(teg2.  +g2_lnug2_3+(iiuf2g2-g2_l.*g2_f  2)  ."2) ) ? 
plot  (g,xlrr  ■ - - ■)  ? 
hold  on 

plot(grx3rr  ■ - . t 
hold  on 

% seta  = Q.5r  nu=0.05 / 


eata  m 0.5? 
nu  b 0. Q5? 

gB0.fi:  0.001  : 1.3? 

teg2  m (2.*e«ta.  *g)  . "2  ?% teg2  b (2*e«ta*g)"2 

g2_f2_3  = (g."2-f.*3)  ."2)  ?%  g2_f2_3  b (g*2-f"2)*2 

g2_laug2_2  = (g.  "2-1+ihu.  *g.  "2)  . "2  ? 

nuf2g2  m nu. *f ."2*g. "3? 

g2_l  b g-  "2— 1 ? 

g2_f2  b g."3-f.*2? 

xlr  =aqrt(  (teg2+g2_f  2 2)  . /(teg2.*g2_liHug2_2+(iHu£2g2-g2_l.*g2_f2)  ."2)  ) ? 
x2r  =agrt(  (teg2+f  ."4)  ./(teg2.  *g2_lnug2_2+  (nuf  2g2-g2_l.  *g2_f  2)  ."2) ) ? 
plo  t (g  r xlr , ■ — ■ ) ? 
hold  on 

plot  (g,x2r,  ■— ■)  ? 
hold  on 

% e«ta  — 0.5,  au^G.l / 


e«ta  m 0.5? 
nu  b 0.1? 

gB0.fi:  0.001  : 1.3? 
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Ejemplo  8.19 


t»gf2  = (2.  ■ *2  ;% tag2  = (2*uta*gK2 

g2_f2_2  = (g.A2-f. A2) ."2  F%  g2_f 2 2 = (gA2-fA2) *2 

g2_laug2_2  - (g. "2-1-mhì . *g. *2)  . "2  ; 

nuf2g2  = nu.+t .A2*q.A2  ; 

g2_l  = g.A2-l  , 

g2_f2  * g.*2-f.A2  f 

xlr  = agrt ( (tag2+g2_£2_2 ] . / ( teg2 . *g2_lmig2_2+ (nuf 2g2-g2_l. *g2_f 2) . "2) ) ; 
x2r  = egrt  ( (tacg2+f . 'M)  . / (tcg2 . *g2  lnug2  2+(nu£2g2-g2  l.*g2  £2).  "2)); 
plot (grxlx , ■ i ■ ) i 
hold  on 

plot (grx2r  r ■ i ■ ) i 
xlahal ('g1 ) 
ylabsl ( 'Xlr  aud  X2rv) 
ixlfl  ([0.6  1.3  0 16]) 


Frecuenclas  resonantes  de  un  absorbedor  de  vlbraclòn 


Utìlizando  MATLAB,  traoe  la$  vamciones  de  las  ielaciones  de  frecuencia  iesonante  poporcionadas  por  la 
ocuacidn  {8. 146)  con  la  ielacitìn  de  ma$a,  m^fm^ . 

Soluetòn:  Las  relaciones  n,  fa^  y iesnltado  de  la  ecnacidn  (8.146),  se  trazan  para  = 0-5,  1 -0  y 

20  en  d rango  de  m2/m\  = 0 a 1 . 

%- anag&2/oai&gAl!±Q  .5 1/ 

<uaogii2 1-0 . S 

n2 1 3 0:0.001:1.0 

Xll  ip  egrt  ( ( (1  + (l+a21)  *omjega21 . "2)  + ( (1+  (l+n21)  ."offijega^l.^)  . *2-/ 

4.  *tìmjeg*2l.A2)  . AD.E)  ... 

/(2.*omàga21."2)) 
plot (n21rXllr 1 : a) 
ucla([0  1.0  0.0  2.6]) 
hald  oa 
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Xl2  = agrt((  (l+(l+a21)  *oiftg»21.*2)  - ( (1  + (l+n21)  . *™g*21 . *2J  . A2- J 
/0.5]  . . . 

/ (2. *oa&ga2 1_"2 ) ) 
plot(n21rXl2  r 1 1 1 ) 
hùld  on 

% ccatìgiJ /ota&gi  1=1.0  J 


onAg*21ial.a 

l»21  - 0:0.001:1.0 

X21  n aqrt  ( ( (1+  ( l+a2 1)  *auaga2 1.  *2 ) + ( (1+ (i+m21)  .*tna&ga21. *2)  .*2-i/ 

4.*àrtdg&21. *2)  .*0.S) 

/ ( 2 . *oa &g*2 1. *2 ) ) 
plot(n21rX21,  ) 
uli([0  1.0  0.0  2.S)  ) 
hold  on 

X22  a sqrt((  (1+ (l+a2 1)  *om&ga2 1.  A2)  * ( (1+  (i+a21)  .*«a&ga21.  *2)  .*2->/ 

4.*tmAga21. *2) .*0.5)  

/ ( 2 . aga2 1 . * 2 ) ) 
plot(ffi21rX22  r ) 
hold  on 

% amoga2/ouAga  1=2.0  — ----- — / 


Gnoga21±±2.0 

n21  = 0 : 0.001  : 1.0 

X21  ±=  aqrt(t  (1+ (l+n21)  *oaoga21."2)  + ( (l+(l+n21)  .*woga21."2)  .*2) 

"2-4 . *ùffiLoga2 1.  "2 ) ."0.5)  . . . 

/ (2.*on*ga21.A2)) 
plot(u21rX31r  ■) 
axio ( [0  1.0  0.0  2.5]  ) 
hold  on 

X22  = flgrt(( (l+(l+u21) *ouaga21."2)  - ( (1+ (l+a21) . *ouoga2 l."2 ) ."2-4. ^ 
*ouoga21."2)  ."0.5)... 

/(2.*oa*ga21."2)) 
plot(u21rx22  r ■) 
hold  on 
xlahal  ('nr') 
ylabal  (RQHl  and  OM2 ■) 
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Ejemplo  8.20  Balanceo  en  dos  planos 

Desarrolie  un  progmma MATLAB generai  llamado  FrogramlB  . mpara el  balanoeo  en  do$ planos de  maqui - 
na$  rotatoria$.  tìselo  para  re$olver  el  ejemplo  8.2. 

Snlucirin;  El  progmma  ProgramlB  -m  $e  de$arrolla  para  que  acepte  lo$  vectores  1 V&  Va,  Vè , V/t  Vfi,  Ufc, 
y como  dato$  de  entrada  en  la  fonna  de  matrices  bidimen$ionale$  VÀ,  VBt  VÀP,  VBP,  VÀPP,  VBPP,  WLt 
VkR,  BL  y BR,  respectivamente.  E1  progmma  proporciona  lo$  vectores  BL  y B^como  re$ultado$  de  salida  en  la 
forma  de  matrices  bidimensionales  BLy  SÌSque  indican  la  magnitud  y posicitìn  de  lo$  pe$o$  de  balanceo  en  lo$ 
plano$  izquierdo  y deiechq,  ie$pectivamente.  A continuacidn  $e  pie$enta  el  li$tado  y re$ultado$  del  progiama. 


^ assas  ees=  sass  aa±cs  ssa±  esie  tesss  assa  ests  ssHssease  esst  Bssai  tess  - ass  aass 

% 

% FfogrAnl3.il 
% Balani&o  en.  dos  plin-oi 
% 

% E=“aa  cb»b  =±±i±==  Etsata  *^st±±  =±s±==  esissc  =±±±*±=  =sti  eess  ==== 

% Ejocut*  ^FrogranlS*'  *n  la  vftntana  do  cooandos  de  MATLABr 
vflub.n, 

% vdlv.n  y vault.n  daban  ostar  on  la  nlsna  carpota,  y oetabloica  la 
ruta  MATLAB 
% a oflta  carpota. 

% lofl  B ronglonaa  fllguiontoa  conti&non  los  datoa  depondiantofl  dol  problnma 

v a±r [fi . S $0]  ? 

vap^[6  125]? 

wl=  [10  270]? 

vb=[5.5  205]  ? 

vbp=[4.S  230] ? 

vapp=[6  35]? 

vbpp= [10.5  150 ] ? 

*r=[12  150] ? 

% final  do  los  datoe  dopandiantofl  dal  probloma 
[blrbr]  =balan(va,vbrvap,vbprvapprvbpp,tflrwr)  ? 

fprlntf(a  Roflultadofl  dol  balancoo  «n  doe  planoe  \n\naj? 

fprintf  ('Feso  do  balancoo  an  «1  plano  iiquiordo  Faao  da  balancoo  «n  «1  plano  darochoF] 
f printf ( 1 \n\nB ) ? 

f printf ( 4lffagnitud=%e . 6f  Magni tud=%tì.5f  \n\n' ,bl (1) ,br (1) ) ? 

f printf  ( *£ngulo=±%e  . 5f  Àngulo=%e.5f  \n\nBrbl(2)  ,br(2))  ? 

^ hbb^  ■■■»  EltBB  BBBI  ^a^Be  brbs  BPSBCiBBBa  ebhb  B^iaq  BHqi  isan  rìbb  aap^ 

% 

%Funotlon  Balan.n 
% 

IfipS  BSESE  EBflp  9S&E  ESESE  BflaB  EEKE  EBSfiS  EflEB  SEHC  BfittfflB  ESE|}  RVPV  EflESE  EBBfl  IjtflE 

f unction  [blrbr]  =balan  ( var vbr vapr vbp  r vappr vbpp, vl  rwr)  ? 

pi=160/3 . 1415S  25  ? 

va  (2)  =va(2)  /pi  ? 

p(l)  ±=va  (1)  ? 

p (2)  =va  (2)  ? 

va  (1)  ±p  (1)  *coa  (p  (2 ) ) ? 

va (2)  =p(l)  *ain  (p (2 ) ) ? 

vb  (2)  =vb(2)/pi? 

p(l)  =vb(l)  ? 

p (2)  = vb  (2)  ? 

vb(l)  =p(l)  *coa  (p (2 ) ) ? 

vb (2)  ±p(l)  *ain  (p (2 ) ) ? 

vap  (2 ) =vap  (2)  /pi? 

p(l)  =vap(l)  ? 

p (2)  =vap(2)  ? 

vap(l)  =p(l)  *ooa  (p ( 2) ) ? 

vap(2)  =p(l)  *flin(p(2) ) ? 

vbp  (2  ) :=vbp  (2)  /pi  ? 

p(l)  — vbp  (1)  ? 

p (2)  =vbp (2 ) ? 

vbp(l)  =p(l)  *coa  (p  ( 2 ) ) ? 

vbp(2)  =p(l)*flin(p(2))  ? 

vapp  (2)  -vapp  (2 ) /pi  ? 

p(l)  -vapp  ( 1)  ? 

p (2 ) = vapp  ( 2 ) ? 
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v*pp(l)  tp(l)  +tsom  (p  (2 ) ) ; 
vapp (2)  t|(l)  *flin  (p(2) ) ? 
vbpp(2)  -vbpp  (2)  /pì ; 
ptl)  =vbpp(l)  } 
p(2)  =vbpp(2)  ; 
vbpp(l)  *=p(l)  +aam  (p(2) ) ; 
vbpp  (2)  =p  (1)  *flin  (p  (2 ) ) ; 

Wl  (2)  =tfl  (2)  /pì ; 
p(l)^l(l)  I 

p (2 ) (2)  ; 

t»l(l)  -p  (1)  *Cùfl  (p  (2) ) ; 

Wl(2)=ptl)*flill(p(2))  ; 
wr  (2)  =wr  (2)  /pi; 
p (1)  =«r  (1)  ; 
p ( 2 ) =wr  (2) ; 
vnr(l)  ^p  (1)  *cos  (p  (2) ) ; 
wr(2)=p(l)*sin(p(2))  ; 

[r]  ±vflub(vaprv&)  ; 

[aal]  tvdiv(r  r»l)  ; 

[■]  = vflub ( vbp r vb)  ; 

[abl]  =vdiv(fl  rwl)  ; 

[p]  = vflub  ( vipp , va ) ; 

[ur]  =vdi v (p , wr)  ; 

[q]  =vaub(vbpp,vb) ; 

[abr]  =vàlv(qrHr)  ; 

[arl]  = ÈHjrt  ( aar  ( 1)  *2  +ur  ( 2)  "2 ) ; 

[ir2]  -ktifi(ur  (2)  /*ar  (1)  ) *pl ; 

[all]  =eqrt  ( aal  ( 1)  A2  +aal  ( 2)  "2 ) ; 

[al2]  =atan(aal  (2)  /aal  (1)  ) *pì  ; 

[r  J =vmult  (ablrVa)  ; 

[s]  =vault (aalrVb)  ; 

[vap]  =vsub(rr e)  ; 

[r]  =viault  (aar,  abl)  ; 

[a ] =vffiul t (aal r abr)  ; 

[vbp]  =veub(rr fl)  ; 

[ur]  =vdiv  (vapr  vbp)  ; 

[r]  =vffiult  (abr, va)  ; 

[■  ] =vffiult (aar, vb)  ; 

[vap]  =vsub(r,s)  ; 

[r]  =vffiult  (abr, aal)  ; 

[■  ] =vault  (aar , abl)  ; 

[vbp]  =vaub(rr ■)  ; 

[ul]  =vdiv (vapr vbp)  ; 

bl (1)  =fl^rt (ul (1) ^2+ul  (2) ^2) ; 

al=ul (2) /ul (1) ; 

bl  (2)  =atan(ul  (2)  /ul  (1) ) ; 

br (1) -aqrt (ur (1) A2+ur (2)  "2) ; 

a2=ur  (2)  /ur  (1)  ; 

br  (2)=atan(ur  (2)/ur  (1)); 

bl  (2)=bl(2)  *pl; 

br (2) =br (2) *pi; 

bl (2) =bl (2) +160 ; 

br  (2)  =br  (2)  +180; 

%±  aiaa  ìsaì  susa  tsii  ;ai±±a  iais  sias  asaa  ±aat  aaa 

% 

%Ftmetiùn  vdiv.ffi 

% 

= =s±±as  a±i±a  t-“  s tasaa  sa±s  ±ta;;  s±±sa±  asaa  shsììs  ±aat  saa 

functltìn  [c]  =vdiv  (a  rb)  ; 

e(l)  =(a(l)  *b(l)  +a  (2 ) *b  (2 ) ) / (b  (1)  *l+b(2)*2)  ; 
c(J)=U(2)*b(l)  -a(l)*b(2))/(b(l)'2+b(2)*2); 

=i±±a  ±±a±=^i±  fiaafi  a±a±±=  afiia  ìsìsì  ^atifiii  ±±±±=-  — a±fl:a±=  =eafi—  =ì±±ì  =a±=sti  ±a±t  aaa 

% 

%Punction  vfflult.ffi 

% 

^ = e±sa  H±tisa  aaaa  as±e  ssaaa  eaaa  ±±sa  aasaa  ±±±ìì  saaa  ea±±s  s±a±  asaa  eseaa  aaaa  aaa 

futìtìtltìn  [ej  -viiult  (arb)  ; 
e ( 1)  =a  (1)  *b  (1)  -a  (2)  *b(2)  ; 
c ( 2)  =a  (2)  *b  (1)  +a(l)  *b(2)  ; 

±aa±  aa±a±  aaaa  aaaa  ±b±±±  aaaa  t±a±  taaaa  aa±±  aaa±  aaaaa  ±±a±  ±aaa  aa±H±  taaa  ±±a 

% 

%Functitìn  vflub.n 

% 
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^ “3aù  esata  “ùss  aca*?  ataùi  tata  aajiaù  tsae  eaas  aaùt“  aca“  a^aa  etata  aa?a  sùìs 

functlon  [c] =veub(*rb) ; 
e (1)  =*(l)  -b[lj  ? 
c(2]=A(2)-b(2)  j 


Peso  de  balincH  an  al  plua 
is^ui erdo 

H&gnltud  e 10 . 0S613S 
Angulo  =t  14.SS47SS 


Eesultadoe  del  bal anc&o  en  dos  planoa 

Peeo  de  balanceo  en  el  plano  derocbo 


Magnitud  n S _ 8 7 7 3 6 2 
Angulo  r 24&.2S5S31 


Resumen  del  capitulo 

Analizamos  el  uso  de  nomtìgrafos  de  vibracidn  y los  criteiios  de  vibraciòn  para  detenninar  lo$  niveles  acepta- 
bles  de  vibmdòn.  Preseatamos  varios  metodos,  como  el  de  baianceo  de  màqninas  rotatorias  y ieciprocantes, 
paxa  eliminar  o reducir  la  vibracidn  en  la  fuente.  Describimos  metodos  de  cambiar  la  masa  y/o  rigidez,  asf 
eomo  la  energfa  que  se  disipa  por  medio  de  la  adicidn  de  amortìguamiento.  Estudiamos  mètodos  de  disefio  de 
aisladores  de  vibracidn,  absorbedores  de  vibiacitìn  y sistemas  de  control  de  vibracitìn  actìvos.  Presentamos  la 
solucitìn  a problemas  de  control  de  vibracitìn  utilizando  MATLAB, 

Ahom  que  ya  tennintì  este  capftulo,  usted  deberS  ser  capaz  de  iesponder  las  piegnntas  de  iepaso  y ie&olver  los 
problemas  que  se  proponen  a contìnuacitìn. 
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preguntas  de  repaso 

8*1  Responda  brevetnente  lo  siguiente: 

1*  Mencione  alguna$  fueute$  de  vibratidn  iuduStriaJ. 

2*  ^Cuàles  $on  los  diveisos  mdtodos  disponibles  de  control  de  vibratidn? 

3*  iQuè  es  baJanceo  en  un  solo  plano? 

4*  Describa  el  procedinriento  de  balanceo  en  dos  planos. 

5*  iQuè  es  ei  remolineo? 

6.  ^CuàJ  es  la  diferentia  entre  amortiguamiento  estationario  y amortiguamiento  rotatorio? 

7*  ^Cdmo  se  determina  la  velotidad  critica  de  una  flecha? 

8*  iQuè  provoca  la  inestabilidad  en  un  sistema  de  rotor? 

9*  iQuè  considerationes  se  deben  tomar  en  cuenta  pam  el  balanceo  de  un  motor  retiprocante? 

10*  ^CuàJ  es  la  funtièn  de  un  aisJador  de  vibmtiòn? 

11*  iQuè  es  un  àbsorbedor  de  vibratitìn? 

12»  ^CuàJ  es  la  diferentia  entre  un  aisJador  de  vibmtitìn  y un  àbsorbedor  de  vibmtitìn? 

13*  JJn  soporte  de  montaje  de  iesorte  reduce  siempre  la  vibmtitìn  del  timiento  de  una  màquina? 

14*  ^Es  mejor  util  izar  un  resorte  b lando  en  soporte  de  montaje  flexible  de  una  màquina?  £F^r  què? 

15.  ^Es  la  fiierza  de  sacudimiento  proporcional  al  cuadmdo  de  la  velotidad  de  una  màquina?  iCon  la 
velotidad  de  Ja  màquina  se  inciementa  Ja  fuerza  vibmtoria  tmnsmitida  al  timiento? 

16.  ^POr  què  eJ balanceo  dinàmico  implica balanceo  estàtico? 

17*  Esplique  por  què  nunca  se  puede  Jogmr  el  balanceo  dinàmico  con  una  sola  prueba. 

18*  què  siempre  vibm  una  flecha  rotatoria?  ^Cuàl  es  la  fuente  de  la  fuerza  de  sacudimiento? 

19*  ^Siempre  es  ventajoso  incluir  un  amortiguador  en  el  sistema  secundario  de  un  absofbedor  de  vibm- 
titìn  dinàmico? 

20*  ^Què  es  el  aislamiento  de  vibmcitìn  activo? 

21*  Esplique  la  difeientia  entie  aislamiento  pasivo  y activo. 

8*2  fcidique  si  cada  uno  de  los  siguientes  enuntiados  es  verdadero  o falso. 

1*  La  vibmtitìn  puede  provocar  faUas  estructumJes  y mecànicas. 

2*  la  iespuesta  de  un  sistema  se  puede  iedutir  por  ei  uso  de  aisladoies  y absorbedoies. 

3*  CòntroJ  de  vibmtitìn  signiflca  la  eJiminatitìn  o ieductitìn  de  la  vibmtitìn. 

4*  la  vibmtitìn  provocada  por  un  disco  desbalanceado  rotatorio  se  pnede  eliminar  agregando  una 
adecuada  aJ  disco. 

5.  CuaJquier  masa  desbalanceada  puede  ser  reemplazada  por  dos  masas  desbalanceadas  equivaJentes 
en  los  planos  extiemos  del  rotor. 

6*  El  latigneo  de  aceite  en  los  rodamientos  puede  provocar  inestabilidad  en  un  sistema  de  rotor. 

7*  La  ftecuentia  natumJ  de  un  sistema  se  puede  cambiar  variando  su  amortìguamiento. 

8*  La  rigidez  de  una  fleclia  rotatoria  se  puede  modificar  cambiando  la  ubicatitìn  de  sus  rodamientos. 
9*  Todos  Jos  sistemas  pràcticos  tienen  amortignamiento. 

10*  Un  alto  factor  de  pèrdida  de  un  material  implica  menos  amortignamiento. 

11*  Los  sistemas  de  aislamiento  pasivo  iequieren  potencia  extema  pom  funcionar. 

12.  La  tmnsmisibilidad  tambièn  se  llama  ielatitìn  de  tmnsmisitìn. 

13*  La  fueiza  tmnsmitida  al  timiento  rigido  de  un  aislador  nunca  puede  ser  infinita. 

14*  La  friccitìn  intema  o extema  puede  provocar  inestabilidad  en  una  flecha  rotatoria  a velotidades  por 
entima  de  la  primem  velocidad  critica. 

8 3 Llene  cada nno  de  los  siguientes  espacios  en  blanco  con  la  palabra  apropiada: 

1*  ticluso  una  pequefia  fuerza  de  extitacitìn  puede  provocar  una  iespuesta  indeseablemente  grande 
ceica  de . 

2*  E1  uso  de  tolemntias  estrechas  y un  mejor  acabado  superfitial  de  las  piezas  de  una  màqnina  tìende 

a hacer  a la  màquina susceptible  a vibmtitìn. 

3*  La  presencia  de  una  masa  desbalanceada  en  un  disco  rotatorio  provoca . 

4*  Oiando  la  veJotidad  de  rotaritìn  de  nna  flecha  es  iguaJ  a una  de  las  fiecuentias  natumles  de  la 
flecha  se  llama  velotidad  _ . 
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5*  lx»$  ekanento$  mtìviles  de  un  motor  redprocantie  $on  el  cigiieilal,  la  biela  y el . 

6*  E1  componente  verùcal  de  la  fuerza  de  inercia  de  un  motor  reciprocante  tienes  paile$  primarias  y 


7*  La$  e$tructum$  laminada$  tìenen  amortiguamiento . 

l_o$  materiale$  con  valor  grande  de  factor  de  pddida  estàn  sujetos  a un  esfuerzo . 

9+  E1  ai$lamiento  de  vibraciòn  implica  la  insercidn  de  un  miembro  eltì$tico  entre  la  ma$a  vibiatoria  y 

la de  vibracitìn. 

ÌO#  H coicho  e$  un  aislador . 

11*  Un  ai$lador  activo  $e  compene  de  un  sensor,  un  procesador  de  seilales  y un . 

12*  E1  neutralizador  de  vibraciòn  tambien  se  conoce  como de  vibracidn  dindmico. 

13*  Aunque  un  absorbedor  de  vibiaeidn  no  amortìguado  elimina  el  pico  de  ie$onanda  original  de  la 

iespuesta,  introduce nuevos  pioo$. 

14*  H balanceo  en  un  solo  plano  tambien  se  conoce  como  balanceo . 

15*  La$  maica$  de  fa$e  $e  utìlizan  en  el  balanceo  plano$  por  medio  de  un  analizador  de 

vibradtìn. 

16*  Los  erroies  de  maquinado  pueden  pro  vocar en  maquinas  rotatorias. 

17*  La$  ine$tabilidade$  de  combustitìn  son  la  fuente  de en  motore$. 

18.  La  deflexiòn  de  una  flecha  rotatoria  lle^  a $er  muy  grande  a la  velocidad . 

19*  El  latigueo  de  aceite  ai  iodamiento$  puede  pio  vocar en  un  sistema  de  iotor  flexible. 

8*4  Selecdone  la  ie$puesta  mà$  apropiada  de  entre  la$  opdone$  multìple$  que  $e  presentan. 

1*  Un  ejemplo  de  una  fuente  de  vibmdtìn  que  no  $e  puede  modificar  e$: 
a,  turbulenda  atmosftìrica 
b*  un  golpe  de  maitillo 
c*  la  rigidez  de  la  llanta  de  un  automtìvil 
Z H balanceo  en  do$  planos  tambitìn  se  conoce  como: 
a*  balanceo  esttìtìco 
b*balanceo  dinàmico 
c*  balanceo  apropiado 

3*  La  fuerza  de$balanoeada  ocasionada  por  una  masa  exotìntrica  m que  gira  a una  veloddad  angular 
ùj  localizada  a una  di$tancia  rdel  eje  de  rotadtìn  e$ 

tì.  mr2^  b*  mgùfi  c+mno2 

4*  E1  siguiente  material  tìene  un  alto  amortiguamiento  intemo: 

a,  hierro  colado  b.  cobie  c*  lattìn 

5*  La  tnm$rnisibilidad  e$  la  ieladtìn  de 

a*  fueiza  tmnsmitida  y fueiza  de  exdtadtìn 
b*  fueiza  aplicada  y el  desplazamiento  ie$ultante 
c*  db$plazamiento  de  entrada  y de&plazamiento  de  salida 
6»  La  impedanda  mecànica  e$  la  reladtìn  de 
a*  fuerza  transmitida  y fuerza  de  exdtadtìn 
b*  fueiza  aplicada  y fuerza  tran$mitida 
c*  fuerza  aplicada  y desplazamiento 
7*  la  vibradtìn  se  puede  eliminar  con  ba$e  en  un  andli$i$  tetìrico 

a,  en  oca$ìone$  b*  siempre  c,  nunca 

8.  Un  rotor  largo  se  puede  balancear  agregando  pesos  en 
a*  m solo  plano 
b*  do$  plano$  cuale$quieia 
c*  do$  plano$  especfficos 
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9*  El  antortìgiiaitiiento  provocado  por  las  fuerzas  intemas  del  material  de  ima  fleoha  se  llama 
a*  amortìgnamieato  estacioaario 
b*  amortìguamiento  extenio 
c.  amortìguamiento  rotatorio 

10*  E1  amortìguamiento  pro  vocado  por  la  estruetma  de  apoyo  de  rodamiento  de  noa  flecha  rotatoria  $e 
iiama 

a.  amortìguamiento  estaciooario 
b*  amortìguamiento  extemo 
c.  amortìguamieuto  rotatorio 

11*  Lto  ahsorbedor  de  vibmcitìn  no  amortìguado  elimina  el  pioo  de  resonancia  original  pero  introduce 
a.  un  nuevo  pico  b*do$  nuevos  pico$  c;  vario$  pico$  nuevo$ 

8*5  Conelacione  lo$  elemento$  en  la$  do$  columnas  $iguiente$. 

1*  Frecuencia  natural  de  a.  Introducir  amortìguamiento 

control 

1 Evitai  la  respuesta  excesiva  b*  Utìlizar  un  aislador  de  vibmcitìn 

resonancia 

3.  Reducir  la  tmu$mi$idu  de  c;  Agregar  un  absorbedor  de  vibmciòn 

una  fuerza  de  excitacidu  de 
una  parte  a otm 

4 Reducir  la  ie$pue$ta  del  4 Evitar  la  resonancia 

sistema 


Problemas 

Secciòn  8.2  criterios  de  vibraciòn 

8*1  Un  automòvil  que  tmnsita  por  una  canetem  escabrosa,  cuya  superficie  e$  s^ioidal,  se  modela  como  un 
sistema de  iesorte-masa,  como  se mue$tm en  la figum  8.40.  La superficie $enoidal  tiene una longitud de 
onda  de  5 m y una  amplitud  de  Y = 1 mm.  Si  la  masa  del  automòvil,  incluidos  los  pasajeros,  e$  de  1500 
tg  y la  rigidez  del  sistema  de  suspeusitìn  (k)  e$  de  400  tN/m,  determine  el  mngo  de  velocidad  (v)  del 
automòvil  en  el  cual  lo$  pasajeros  perciben  la  vibmcitìn.  Sugiem  posibles  metodos  de  mejomr  el  disefio 
pam  un  viaje  mS$  confortable  de  lo$  pasajeros. 


Flgura  8*40 
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8-2  H vaJnr  de  la  r cuadrada  de  la  media  de  los  cuadradg$  de  una  seflal  x (t),  $e  define  como 


Utilizando  esta  defirdcitìn,  encuentre  los  valores  do  la  mlz  cuadiada  de  la  tuedia  de  los  cuadiados  del 
desplazamieuto  (xtcaò,  vdocidad  (ittm)  y la  aceleiacitìn  (xtùm)  conespondientes  a x(r)  = X cos  ìot, 

Secciòn  8.4  Balanceo  de  rnàquinas  rotatorias 

8*3  Dus  discos  idtìnticos  se  conectan  poi  medio  de  cuatro  biilos  de  diferentes  tamaiios  y se  montan  en  una 
flecha,  como  se  muestrn  m la  figura  8b41 . Las  masas  y ubicacitìn  de los  tres  biilos  son  como  sigue:  W|  = 
35  gramos,  /\  = 1 10  mm  y — 40D;  m2  = 15  giamos,  r2  = 90  mm  y &2  = 220°;  y &2  = 25  gramos,  r3 
= 130  mm,  &3  = 280°,  Eucuentre  la  masa  y ubicadtìn  del  cuaito  biilo  (mcl  rc  y &p),  el  cuaJ  produce  d 
balanceo  estàtico  de  los  discos. 


8*4  Se  perfomn  cuatro  agujeros  en  un  disco  unifortne  en  un  mdio  de  4 pulg  y àngulos  de  0D , 60° , 120°  y 1 80°. 

H peso  removido  en  lo$  ^gujeios  1 y 2 e$  de4  ozcadauno  y d peso  diminado  de  los  agujeios  3 y 4 es 
de  5 oz  cada  uno.  Si  d disco  se  tìene  que  balanceai  estàtìcamente  peifomndo  un  quinto  agujeio  en  un 
mdio  de  5 pulg,  deteimine  d peso  que  se  tìene  que  diminai  y la  localizacitìn  angulai  del  quinto  agujero. 

8J  Se  colocan  tres  masas,  que  pesan  0.5  lb*  0.7  lb  y 1 .2  lb  aliededoi  de un  volante de  30 pulg  de  diàmetio 
en  las  ubicaciones  angulaies  & = 10°,  100n  y 190DS  respectìvamente.  Encuentre  d peso  y la  ubicacitìn 
frigulai  de  la  cuaita  masa  que  se  colocaià  en  d borde  que  conduce  aJ  balanceo  dinàmico  dd  volante. 

84S  La  amplitud  y àngulo  de  fase  ddsido  al  desbaJance  originàl  en  una  meda  de  amolar  que  opem  a 1200  ipm 
& de  10milsy40Den$entìdocontiarioaldelasmanecillasddreloj  apaitìidelamaicadefese.  Cuando 
se  agTega  un  peso  de  piueba  W = tì  oz  a 65D  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  rdoj  a paitìi  de  la  masa 
db  fase  y a una  distancia  mdial  de25  pulgdd  centro  derotacitìn,  se  obsem  que  laamplitud  y àngulo  de 
fese  son  de  19  mils  y 150D  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  rdoj.  Encuentre  la  magnitud  y la 
psicitìn  angulai  del  peso  de  balanceo  si  se  tiene  que  colocai  a 2.5  pulg  ladiaimente  del  oentro  de  rotacitìn. 

8*7  Un  volante desbalanceado  muestra  una  amplitud  de  6.5  mils y un  àngulo  de  &se de  15*  en  d sentìdo  de 

las  manecillas  dd  idoj  a partii  de  la  maica  de  fese.  Cuando  se  agrega  un  peso  de  piueba  de  2 oz  a 45D 
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en  sentidu  contrario  al  de  las  manecillas del  rdoj  a partìrde  lamarca de  fase,  la  amplitndy  elàngulo  de 
&$e $on  de  8.8  mik y 35°  en sentido  contrario  al  de las manecillas del reloj,  respectivamente.  Encuentre 
b magnitud  y posiddn  angnlar  del  peso  de  balanceo  leqnerido.  Suponga  qne  los  pesos  se  agregan  en  el 
mismo  iadio, 

8*8  ftnadeterminai  el  desbalanceen  nna  rueda  deamolar,  qne  gira  en  el  sentido  de  las  manerillas  del  ieloj 
a 2400  rpm,  se  ntìliza  un  analizadoi  de  vibmcitìn  y $e  obseiva  una  amplitud  de  4 mils  y un  àngulo  de 
fese  de  45D  con  el  desbalance  original.  Cuando  se  àgrega  nn  peso  de  piueba  W = 4 oz  a 20°  en  el  sentìdo 
de  las  maneriUas  del  reloj  a paitii  de  la  maica  de  fase,  la  amplitud  se  vuelve  8 nuls  y el  àngulo  de  ftse 
145D,  Si  los  Sngulos  de  fa$e  se  miden  en  sentìdo  contmrio  al  de  las  manecillas  del  ieloj  a paitìr  de  la 
borizontal  del  lado  deiecho,  calcule  la  magnitud  y nbicaritìn  del peso  de  balanceo  necesaiio. 

8 S Un  rotoi  de  tuibina  funciona  a la  ftecuencia  natuml  del  sistema.  Un  estroboscopio  indica  qne  el  despla- 

mmiento  màximo  del  iotoi  ocunc  a nn  àugulo  de  229“  en  la  direcritìn  de  iotaritìn.  qntì  posicitìn 
angulai  se  debe  quitai  la  masa  deJ  rotoi  pam  mcjomi  $u  balanceo? 

8*10  En  la  figum  8.42  $e  muestm  un  rotoi  que  tiene  ties  masas  exctìntricas  en  plauos  diferentes.  Las  ubica- 
dones  axial,  mdial  y augulai  de  la  masa  mj  son  y % respectìvamente,  pam  i = 1 1 2t  3.  Si  el  ictoi 
tiene  qne  sei  balanceado  dinàmicamente  colocando  do$  masas  mb\  y mb2  en  los  mdios  rbX  y rb2ì  en  las 
ubicariones  angulaies  Bbì  y &b2i  como  se  mnestm  en  la  fìgum  8.42,  derive  expiesiones  pam  mMrtl5 
mb2rb2'  ^bì  V 


ill  El  rotoi que se mnestm en  la fignm  8.43(a) se balancea tempomlmente en  una màquina de  balanceo  con 
la  adiritìn  de  los  pesos  W\  = W2  = 0.2 1b  en  el  plano  À y IV3  = W4  = 0.2  Ib  en  el  plano  D en  un  mdio  de 
3 pulg,  como  se  muestm  eu  la  figum  8.430). Si  d rotoi  queda  peimanentemente  balanceado  peifomndo 
agujeros  en  un  mdio  de  4 pulg  en  los  planos  B y C,  determine  la  posicitìn  y cantìdad  de  material  qne  se 
tiene  qne  eliminai  del  rotoi.  Snponga  que  los  pesos  ajustables  W\  a W4se  quitaràu  de  los  planos  Ày  D. 
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JL12  Lj$  pe$ù$  de  2 Jb,  4-  lb  y 3 lb  $e  ubican  en  radios  de  2 pulg,  3 pulg  y 1 pulg  en  Jo$  planos  C,  Dy  E, 
iespectìvamente,  en  una  flecha  sopoitada  por  lo$  rodamienfos  ByF,  como  se  muestra  en  la  figura  8.44. 
Encuentre  lcs  pesos  y ubicaciones  angulares  de  los  dos  pesos  de  balanceo  que  se  tìenen  que  colocar  en 
bs  planos  extremos  A y G de  modo  que  la  carga  dinlmica  en  lo$  rodamientos  sea  cero. 


Figura  8.44 


8,13  los  datos  obtenidos  en  un  procedimiento  de  balanceo  en  dos  planos  se  pioporcionan  en  la  tabla  siguiente. 
Determine  la  magnitud  y posiddn  angular  de  los  pesos  de  balanceo,  suponiendo  que  todos  los  Ingulos  se 
miden  con  respecto  a una  marca  de  fase  arbitraria  y que  todos  los  pesos  se  agregan  en  el  mismo  radio. 


Amplitud  j miLs) 

Àngulo  de  fase 

Gondickìn 

Rodamiento-A  Rodamieoto  B 

RodamientoA 

Rodamiento  B 

Desbiilànce  original 

5 

4 

100° 

180° 

WL  = 2 oz  agregado  a30n  en  el 
pfcuio  Ìzquierdo 

6.5 

4.5 

120° 

140D 

WR  = 2 oz  agregado  a 0“  en  el 
jdajao  deiecho 

6 

7 

90° 

60° 

8»14  La  fìgura  8.45  muestra  un  sistema  rotatorio  en  el  cual  la  flecha  està  soportada  por  los  rodantìentos  A y 
B,  Las  tres  masas  mj,  wt;  y m3  estln  conectadas  a Ja  flecha  como  se  indica  en  la  figura,  <a)  Encuentre 
las  reacciones  de  rodamiento  en  A y B si  la  velocidad  de  la  flecha  es  de  1000  rpm.  (b)  Determine  las 
ubicaciones  y magnitudes  de  las  masas  de  balanceo  que  deben  colocarae  en  un  radio  de  0.25  m en  los 
planos  L y R,  lcs  cuales  se  supone  que  pasan  por  los  rodamientos  Ay  B, 


Figura  8.45 
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Seccfòn  S.5  Remolineo  de  flechas  rotatorias 

615  Un  volante,  de  100  lb  de  peso  y excentricidad  0.5  pulg,  està  montado  en  el  ocntro  dc  nna  fbcha  dc  acero 
de  1 pulg  de  diàmetro.  Si  la  longitud  de  la  flecha  entre  los  rodamientos  es  de  30  pulg  y la  velocidad  de 
iotaciòn  del  volante  es  de  1200  rpm,  encuentie  (a)  la  velocidad  critica,  (b)  la  amplitud  de  vibiacitìn  del 
iotor,  y (c)  la  fuerza  tiansmitida  a los  soportes  de  rodamiento. 

616  Derive  la  expresidn  pam  el  esfuerzo  induddo  en  una  flecha  con  una  masa  concentiada  desbalanceada 
que  està  a la  mitad  entre  los  do$  rodamientos. 

617  Una  flecha  de  acero  de  2.5  cm  de  diàmetro  y 1 m de  longitud  està  soportada  por  sus  dos  extremos  en 
mdamientos.  Ueva  un  disco  de  tufbina,  de  20  kg  de  masa  y 0.005  m de  excentricidad,  a la  mitad  y fun- 
dona  a 6000  rpm,  E1  amortiguamiento  en  el  sistema  equivale  a amortìguamiento  viscoso  con  f = 0.01 . 
Determine  la  amplitud  de  iemolineo  del  disco  a (a)  la  velocidad  de  operacidn,  (b)  la  velocidad  crftìca  y 
(c)  1 .5  veces  la  velocidad  critica. 

618  Encnentre  las  reacciones  en  los  rodamientos  y el  esfuerzo  de  flexidn  màxirno  inducido  en  la  flecha  (a) 
a la  velocidad  de  opeiarìdn,  (b)  a la  velorìdad  critìca,  y (c)  a 1 5 veces  la  velorìdad  crftìea  del  sistema 
flecha-rotor  descrito  en  el  pioblema  8.17. 

8*19  Resuelva  el  pioblema  8.17  suponiendo  que  el  material  de  la  flecha  es  aluminio  en  lugar  de  acero. 

8-20  Resuelva  el  problema  8.18  suponiendo  que  el  material  de  la  flecha  es  aluminio  en  lugar  de  acero. 

8-21  Una  flecha,  con  rigidez  de  3.75  MN/m,  giia  a 3600  rpm,  Un  rotor,  de 60 kg  de  masa  y excentricidad  de 
2000  micrones,  està  montado  en  la  flecha.  Determine  (a)  la  amplitud  de  remolineo  de  estado  estable  del 
mtor  y (b)  la  amplitud de  remolineo  màxima del  rotor  durante  el  airanque  y detenrìtìn.  Suponga  que  la 
ielarìdn  de  amortìguamiento  del  sistema  es  de  0.05, 


secctòn  S.fi  Balanceo  de  motores  reclprocantes 

8-22  Los  rìlindros  de  un  motor  en  liriea  de  cuatro  cilindros  estàn  colocados  a intervalos  de  12  pulg  en  la  di* 
iecrìtìn  axial,  Los  cigiieflales  tienen  la  misma  longitud  de  4 pulg,  y sus  posirìones  angulares  son  Q\  1 80a 
y 0°.  Si  la  longitud  de  la  biela  es  de  10  pulg  y el  contmpeso  ieciprocante  es  de  2 lb  para  cada  cilindio, 
encuentre  las  fueizas  desbalanceadas  y momentos  a una  velorìdad  de  3000  ipm,  utìlizando  la  Ifnea  de 
centros  a tmvds  del  cilindro  1 como  plano  de  ieferenrìa. 

8-23  La  masa  rerìprocante,  el  radio  del  rìgueflal  y la  longitud  de  cada  uno  de  los  rìlindros  en  un  motor  en 
luaea  de  dos  cilindros  son  m,  r y /,  iespectivamente.  Los  àngulos  de  los  rìgiieflales  de  los  dos  rì  lindros 
estàn  separados  por  1 80°.  Determine  las  fuerzas  desbalanceadas  y momentos  en  el  motor. 

8-24  Un  motor  en  liriea  de  cuatro  cilindros  tìene  un  peso  rerìprocante  de  3 lb,  una  carrera  de  6 pulg  y una 
kmgitud  de  biela  de  10  pulg  en  cada  rìlindro.  Las  rìguefiales  estìn  sepaiados  por  4 pulg  axialmente 
y 90°  iadialmente,  como  se  muestia  en  la  figma  8.46.  Encuentie  las  fuerzas  primaria  y secundaria 
desbalanceadas  y momentos  con  respecto  al  plano  de  referencia  que  se  muestm  en  la  figum  8.46  a una 
velorìdad  del  motor  de  1 500  rpm, 

8,25  En  la  figum  8.47  se  muestm  la  disposirìtìndelos  rìgueflales  en  un  motor  deseis  cilindros  en  luiea.  Los  ci- 
lindros  estfin  sepamdos  por  una  distanrìa  a en  la  diieccibn  axial,  y las  posirìones  angulares  de  los  ciguefiales 
son =Ofi=  Q\ ff2  = = 120°  y ff3  = ff^  = 240°.  Si la longituddel  rìgueflal,  la longituddelas bielas 

ylamasareciprocantedecadarìlintoson  rjy  m3  iespectimmente,  encuentre  las  fueazas  desbalanceadas 
pimariay  secundariay  los  momentos  con  respecto  al  plano  dereferencia  indicado  enla  figum  8,47. 
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626  Ud  motqr  de  ud  cilindro  tìene  nna  masa  total  de  150  kg.  Sn  masa  redprocante  e$  de  5 kg,  y la  ma$a  ro* 
tatoriaeadeZ5  tg.  Lacanera(2r)e$de  15  cm,  y la  velocidad  e$  de  600  rpm,  (a)  Si  el  motor  e$tì  mon- 
tado  sobre  resortes  mny  debiles,  ^cuàl  e$  la  amplitud  de  vibiacitìn  vertìcal  del  motor?  (b)  Si  el  motor 
e$tà  montado  sdlidamente  sobre  un  cimiento  rigido,  ^cuàl  e$  la  amplitud  de  fuem  altema  tiansmitida? 
Suponga  que  la  biela  e$  de  longitud  infmita. 

Secciòn  8.10  Atelamrenta  de  la  vibraciòn 

627  Se  tiene  que  aislar  un  instrumento  electnSnico  de  un  tableio  que  vibia  a fiecuencias  que  oscilan  de  25  Hz 
a35  Hz.  Se  estima  que  al  menos  $e  debe  logmr  80  por  ciento  del  aislamiento  de  vibiacitìn  paia  que  no  se 
dbfle  el  instrumento.  Si  el  instrumento  pesa  85  N,  determine  la  detlexidn  estàtìca  necesaria  del  aislador. 

8-28*  Un  ventilador  extractor,  qne  tìeue  un  pequeflo  desbalance,  pesa  800  N y opeia  a una  velocidad  de  600 
ipm,  Se  desea  limitar  la  respnesta  a una  tiansmisibilidad  de  2k5  cuando  el  ventilador  pasa  por  la  ieso* 
nmcia  dmante  el  ananque.  Àdetnàs,  $e  tiene  qne  lograr  un  aislamiento  de  90  por  ciento  a la  velocidad 
cfe  opeiacidn  del  ventilaidor.  Di&ene  nn  aislador  adecuado  para  el  ventilador. 

8-29*  tb  compiesor  de  aiie  de  500  kg  de  masa  tiene  nna  excentricidad  de  50  kg-^cm  y funciona  a nna  velo* 
cidad  de  300  rpm,  El  compresor  $e  tiene  que  montar  sobre  nno  de  lo$  siguientes  soportes  de  montaje: 
(a)  un  aislador  compuesto  de  un  resorte  con  amortìguamiento  insignificante,  y (b)  un  amortìguador  con 
relacidn  de  amortiguamiento  de  0. 1 y rigidez  insignificante.  Seleccione  nn  soporte  de  montaje  adecuado 
y especifiqne  lo$  detaUes  de  disefio  considerando  la  deflexidn  estàtica  del  compiesorf  la  ielacitìn  de 
transmLs  iòn  y la  amplitud  de  vibracidn  del  compiesor. 

830  Ia  armadura  de  un  motor  eldctrico  de  velocidad  variable,  de  200  kg  de  masa,  tiene  un  desbalance  debi- 
do  a erroie$  de  fabricaciòu.  H motor  e$tà  montado  sobre  un  aislador  qne  tiene  una  rigidez  de  10  kN/m 


i— u— i 


h— *a— i 


Figura  8.47 


E1  asterisco  indica  un  problcma  sin  re spuesta  tìnica. 
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y un  amortiguamiento  hidràulico  con  una  rdadtìti  de  amortiguamieato  de  0.1 5.  (a)  Encuentre  d rangO 
de  vdocidad  dentro  dd  cnal  1a  amplitud  de  la  fuem  fluctuante  transmitìda  al  cimiento  $erà  mayor  que 
la  fuerza  de  eidtacion.  (b)  Encuentre  d rango  de  vdoddad  dentro  dd  cual  la  amplitud  de  la  fuern 
tranamitida  $erà menor  que  10 por  dento.  de  la  amplitud  de  Ja  fuerza  de  exdtadtìn. 

8*31  Una  lavadoia  que  pe$a  150  lb  opeia  a 300  rpm.  Encuentre  la  deflexitìn  eatìtìca  muiima  de  un  aislador  que 
popordona  60  por  ciento  de  ai$lamientor  Suponga  que  d amortìguamiento  en  el  aidador  e$  insigniflcante. 

8*32  Una  lavadora  de  50  kg  de  ma$a  opera  a 1200  rpmb  Encuentre  la  rigidez  mfaima  de  un  ai$1ador  que 
proporciona  un  aislamiento  de  75  por  ciento.  Suponga  que  la  idadon  de  amortìguamiento  dd  aislador 
e$  de  7 por  ciento. 

8*33  th  ve nti lador  extractor  de  80 kgdema$a que opera a 1 000 rpmproduce una fuerza repetìtìvade  10000 N 
sobre  $u  base  ngida  Si  la  fuerzn  mixima  tiansmitida  a la  base  se  tioie  que  limitar  a 2000  N utìlizando 
un  aislador  no  amortìguado,  determine  (a)  la  rigidez  màxima  pennidble  dd  aislador  que  sirve  para  este 
propd$ito;  (b)  la  amplitud  de  e$tado  estable  de  un  ventìlador  de  de$carga  con  d ai$lador  que  tìene  la 
rigidez  mtìxima  permisible,  y (c)  la  amplitud  mtìxima  del  ventilador  extmctor  con  aislamiento  durante 
d ananque. 

8*34  Unapren$aimpresoiade300kgdemasaqueoperaa3000rpmproduceunafuerzarepetìtìvade30000N 
cuando  $e  instala  en  un  cimiento  rigido.  Encuentie  un  aislador  vi$co$amente  amortìguado  adecuado 
pam  satìsfecer  lo$  $iguiente$  requerimientos;  (a)  la  deflexidn  estàtica  debe  $er  1o  md$  pequefia  po$ible; 
(b)  la  amplitud  de  estado  estable  debe  $er  menor  que  2.5  mm;  (c)  la  amplitud  en  coudiciones  de  arranque 
no  debe exceder  de  20 mm,  y (d)  la  fuerza  transmitida  al  cimiento  debe  ser  menor  que  10000  N. 

835  Un  compresor  de  120  kg  de  masa  tiene  un  de$balance  rotatorio  de  0.2  kg-m,  Si  $e  utiliza  un  ai$lador  con 
ngidez  de  0.5  MN/m  y relaciòn  de  amortìguamiento  de  0.06,  encuenlre  el  rango  de  la$  velocidades  de 
opeiacidn  del  compresor  dentro  del  cual  ia  fuerza  transmitida  al  cimiento  seitì  menor  que  2 500  N. 

8*36  Uh  rnotor  de  combustiòn  intema  tiene  un  desbalance  rotatorio  de  1 .0  kg-m  y opera  entre  800  y 2 000 
rpm,  Cuando  se  conecta  directamente  al  piso,  transmite  una  fuerza  de  701 8 N a BOO  rpm  y de  43  B65  N 
a 2 000  rpm,  Encuentre  la  rigidez  del  aislador  necesaria  paia  ieducir  la  fuerza  transmitìda  al  piso  a 6 000 
N en  el  rango  de  velocidad  de  opeiatidn  del  rnotur.  Suponga  que  la  ielatidn  de  amoitìguamieuto  del 
aislador  e$  de  0.08  y que  la  masa  del  motor  e$  de  200  kg, 

8*37  Una  pequefia  màquina  herramienta  de  100  kg  de  ma$a  opera  a 600  rpm,  Encnentre  la  deflexidn  e$tàtica 
de  un  aislador  no  amortìguado  que  proporcione  90%  de  aislamiento. 

8*38  Un  motor  diesel  de  300  kg  de  masa  que  opera  a 1 800  rpm  tiene  un  desbalance  rotatorio  de  1 kg-m.  Se 
tiene  que  instalar  en  el  pi$o  de  una  planta  indnstrial  para  que  geneie  energia  de  emergentia.  La  fuerza 
mixima  permi$ible  qne  se  puede  transmitir  al  piso  e$  de  8000  N,  pero  el  unico  tipo  de  ai$lador  di$- 
ponible  tiene  una  rigidez  de  1 MN/m  y la  relatiòn  de  amortignaiuiento  e$  de  5 por  tiento.  Investigne 
posibles  solutiones  al  problema. 

8*39  La  fuerza  transmitida  por  un  motor  de  combustidn  intema  de  500  kg  de  masa,  cuando  $e  coloca  direc- 
tamente  $obre  un  piso  rigido  e$ 

Fr(t)  = (iBOOOcos  3G0r  + 3600cos600f)N 

Disehe  un  aislador  no  amortiguado  de  modo  que  la  maguitud  maxima  de  la  fuerza  tran$mitida  al  pi$0 
no  exceda  de  12  000  N. 

&40  DiseiSe  la  suspensidn  de  un  automò vil  de  modo  que  la  aceleiatitìn  vertical  mfixima  pertibida  por  el  con- 
ductor  $ea  menor  que  2 g a todas  la$  velotidades  entre  40  y 80  mph  mientras  transita  por  una  carietera 
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cnya  superficie  varia  seixndalmente  como  y(n)  “ 0.5  sen  2u  pie®5  donde  u e$  la  distancia  horizontaJ  en 
pies.  E1  peso  del  automdvil  junto  con  el  conductor  es  de  1500  Ib  y la  relacitìn  de  amortiguamiento  de  la 
suspensitìn  tiene  que  ser  de  0b05.  Use  un  modelo  de  un  solo  grado  de  libertad  paia  el  automtìvil. 

8*41  Gbnsidere  un  sistema  de  un  solo  grado  de  libertad  con  amortiguamiento  de  Coulomb  (el  cual  ofiece 
una  fuem  de  fiiccitìn  constante,  Fc ).  Derive  una  expresitìn  para  la  tmnsmisibiUdad  de  fueiza,  cuando  la 
masase  somete  a una  fueiza  aimtìnica,  F{t ) = F0  sen  tot, 

8-42  Cbnsideie  un  sistema  de  un  solo  grado  de  Uberiad  con  amoriiguamiento  de  Coulomb  (el  cual  ofiece 
uia  fuerza  de  friccitìn  constante,  Fc)t  Derive  expresiones  para  las  transmisibilidades  de  desplazamiento 
absoluta  y relatìva  cuando  la  base  se  somete  a un  despJazamiento  armtìnico,  y(t)  = Y sen  ùjt. 

8-43  Cuando  una  lavadom,  de  200  kg  de  masa  y 0.02  kg-m  de  desbalance,  se  monta  sobie  un  aislador,  tìste 
se  defoima  5 mm  bajo  la  carga  estàtica.  Determine  (a)  la  amplitud  de  ia  lavadora,  y (b)  la  fuerza  trans- 
mitìda  al  cimiento  a la  velocidad  de  operacitìn  de  1200  rpm. 

8*44  Un  motor  eltìctrico  de60kg  de  masa,  3000  rpm  de  velocidadnominal  y 0.002  kg-m  de  desbalance,  se  tiene 
que  montar  sobie  un  aislador  para  obtener  una  transmisibilidad  de  fuerza  de  menos  de  0.25.  Determine 
(a)  la  rigidez  del  aislador,  (b)  la  ampUtud  dinàmica  del  motor,  y (c)  la  fuerza  transmitida  al  cimiento. 

&45  Se  monta  un  motor  sobie  un  cimiento  rigido  por  medio  de  cuatro  iesories,  A1  funcionar,  el  motor  pro- 
dbce  una  fuem  de  excitacitìn  a una  fiecuenda  de  3000  ipm,  Si  el  peso  del  motor  hace  que  los  resories 
se  deformen  10  mm,  determine  la  reduccitìn  de  la  fiieiza  transmirida  al  cimiento. 

8*46  Un  sistema  electrtìnico  sensible,  de  30  kg  de  masa,  està  soportado  por  un  sistema  de  resorte-amoitigua- 
dbr  en  el  piso  de  un  edificio  sometìdo  a un  movimiento  armtìnico  en  el  rango  de  fiecuencia  de  10-75 
Hz.  Si  la  ieladtìn  de  amortìguamiento  de  la  suspensitìn  e$  de  0.25,  determine  la  rigidez  de  la  suspensitìn 
si  la  amplitud  de  vibmdtìn  transmitida  al  sistema  tiene  que  ser  menor  que  15  por  dento  de  la  vibradtìn 
del  piso  dentro  del  rango  de  ftecuenda  dado. 

&47  Una  màquina  que  pesa  2600  Ib  està  montada  sobie  iesories.  Un  pisttìn  de  peso  w = 60  lb  baja  y sube  en 
la  màquina  a una  veloddad  de  600  ipm  con  una  caneia  de  15  pulg.  Consideiando  que  el  movimiento 
es  armtìnico,  determine  la  fueiza  màxima  tiansmitida  aJ  cimiento  si  (a)  k = 10000  lb/pulg  y (b)  k = 
25  000  Ib/pulg. 

8-48  Una  taijeta  de  circuito  impieso  de  1 kg  de  masa  està  coneetada  a la  base  por  medio  de  un  aislador  no 
amortìguado.  Ehnante  el  envfo,  la  base  se  somete  a una  periurbadtìn  armtìnica  (movimiento)  con  am- 
plitud  de  2 mm  y ftecuenda  de  2 Hz.  Disene  el  aislador  de  modo  que  el  desplazamiento  transmitido  a 
la  taijeta  de  dicuito  impreso  seade  no  mds  de  5 porciento  del  movimiento  de  la  base. 

8*49  Un  instrumento  electrtìnico  de  10  kg  de  masa  se  monta  sobre  una  base  de  aislamiento.  Si  la  base  de  ais- 
lamiento  se  somete  a un  choque  en  la  fonna  de  una  velocidad  giadual  de  10  mm/s,  encuentre  la  rigidez 
de  la  base  de  aislamiento  si  los  valoies  màximos  permisibles  de  deflexitìn  y aceleracitìn  del  instrumento 
se  especifican  como  10  mm  y 20g,  respectìvamente. 

8J0  LJd  tanque  de  agua  de  ÌO5  kg  de  masa  està  montado  sobie  una  columna  de  concieto  iefoizado,  como 
se  muestra  en  la  figura  8.48(a).  Cuando  un  proyectil  impacta  el  tanque,  pro voca  un  choque  en  la  forma 
db  una  fuem  gradual,  como  se  muestm  en  la  figura  8.48(b).  Determine  la  rigidez  de  la  columna  si  la 
defiexitìn  màxima  del  tanque  se  tìene  que  limitar  a 0.5  m.  E1  espectro  de  iespuesta  de  la  carga  de  choque 
se  muestra  en  la  figuia  8.48(c). 

8-51  Un  sistema  de  un  solo  gmdo  de  libertad  viscosamente  amortìguado  que  pesa  60  lb  tiene  una  constante  de 
resorie  de400  Ib/pulg.  Su  base  sesomete  a vibracitìn  aimtìnica*  (a)  Cuando  la  base  vibrn  con  una  amplitud 
db  2.0  pulg  en  iesonancia,  la  amplitud  de  estado  estable  del  cuerpo  es  de  5.0pulg.  Encuentre  la  ielacitìn  de 
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Fìgura  8*48 


amurtiguamiento  del  sistcma.  (b)  Cuando  la  baso  vibra  a una  frecuencia  de  10  Hz,  la amplitud  de  estado 
e&talble  del  cuerpo  es  de  15  pulg.  Encuentre la  m^gnitud  de  lafuem  tmnsmitida  ala  base. 

8*52  Se  utiliza  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libeitad  para  representar  un  automdvil,  de  masa  ms  constante 
de  amortiguamiento  c y rigidez  k , d cual  tmnsita  por  una  cancteia  cuya  superficìe  e$  senoidal  con 
amplitud  Y y longitud  de  onda  /.  Si  el  automtìvil  viaja  a una  veloddad  v,  derive  una  expiesidn  para  la 
transmisibilidad  del  movimiento  veitical  de  1a  masa  del  automdviJ  (ro). 

8.53  Un  instrumento  sensible  de  1 00  kg  de  masa  se  instala  en  un  lugar  sometido  a mo vimiento  anndnico  con 
fiecuencia  de  20  Hz  y aceleiacidn  de  0h5  m/s2.  Si  el  instrumento  està  soportado  por  un  aislador  de  rigi- 
dez  k = 25  X 10*  N/m  y una  ielacidn  de  amortiguamiento  £ — 0,05,  deteimine  la  aceleiacitìn  mdxima 
experimentada  por  el  instrumento. 

8J4  Un  instrumento  electrònico  de  20  tg  de  masa  se  tiene  que  ai&lai  de  las  vibiadones  de  un  motor  con 
fiecuencias  que  van  de  1 000  rpm  a 3 000  rpm,  Determine  la  rigidez  del  aislador  no  amordguado  pam 
obtener  un  90%  de  aislamiento. 

8*55  Un  deticado  instrumento  que  pesa  200  N pende  de  cuatro  resortes  identicos,  cada  uno  con  rigidez  de 
50000  N/m,  en  una  caja  rigida  como  se  muestra  en  la  figma  8.49.  La  caja  es  tmnsportada  por  un  camiòn. 
Si  el  camitìn  se  somete  a un  mo  vimiento  armtìnico  vertical  dado  por  ></)  = 0,02  sen  10/m,  encuentre  el 
desplazamiento  mirimo,  y la  velocidad  y aceleiacitìn  experimentados  por  el  instrumento. 

8*56  Un  sistema  toisional  amoitiguado  $e  compone  de  una  flecha  y un  rotor  (disco).  La  rigidez  toisional  y 
la  constante  de  amortiguamiento  torsionàl  de  la  flecha  son  kj  = 6000  N-m/rad  y ct  = 100  N-m-s/rad. 
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= 002  sen  10  m 


Figttra  8*49 


H momento  de  mercia  de  masa  dd  rotor  es  = 5 kg-m2.  E1  rotor  $e  somete  a ud  par  de  toisitìn  ar- 
mtìnicamente  variable  de  magnitud  = 500  N-m,  el  cual  prodnco  hd  desplazamiento  aDgulai  dc  5D. 
BncueDtre  la  treCueDCÌa  del  par  de  torsitìn  aimtìnicamente  variable  aplicado  al  iOtOi  y el  pai  de  toisitìn 
maximo  transmitido  a la  base  o soporie  del  sistema. 

8J7  la  ecuacitìn  (8S 106)  propoiciona  la  tmnsmisibilidad  de  fuerza  de  un  sistema  de  un  solo  giado  de  libeitad 
amoitiguado  con  movimiento  de  la  base: 

T _ a _ rJ  1 + ^)2  y 

f & 1(1  -r2}2  + (2(rfj 

tbnde  F,  e$  la  magnitud  de  la  fuerza  transmitida  a la  masa.  Determine  la$  relaciones  de  frecnencia  (r) 
con  las  cuales  la  tnmsmisibilidad  de  fuerza  alcanza  valoies  màximos  y mniimos.  Analice  sus  iesultados, 

8J58  Derive una expresitìn pam la tiansmisibilidad de desplazamiento rdatìva,  — a donde Z=X-Y pam nn 

y 

sistema  de  un  solo  gmdo  de  libeitad  sometido  a movimiento  de  la  base,  y(t)  = Y sen  ùj/. 

8J9  Dumnte  sn  funcionamiento,  el  compiesoi  de  un  iefrigemdoi,  con  masa  de  75  kg  y velocidad  de  iotacitìn 
db  900  ipma  experimenta  una  fueiza  dinàmica  de  200  N.  EI  compiesoi  està  sopoitado  poi  cuatro  iesoites 
identìcos,  cada  uno  con  una  rigidez  de  k y amoitiguamiento  insignifìcante.  Deteimine  el  valoi  de  k si 
stìlo  se  tìene  qne  tmnsmitìi  15%  de  la  fueiza dinàmica  al sopoite  o base.  Encuentre  inclusive  el  espacio 
tbie  pam  la  unidad  compiesom. 

8*60  Se  tìene  que  aislai  un  instnnnento  electrtìnico,  de  20  kg  de  masa,  pom  logmr  una  frecuenria  natuml  de 
15  mdfe  y una  ieladtìn  de  amoitiguamieaito  de  0.95.  Lo$  amortìguadores  hidràulicos  disponibles  pueden 
poducir  una constante de amortìgnamieaito  (c) en  el  mngo  de  10  N-s/ma  80  N-s/m.  Deteimine si  la iela- 
titìn  de  amoitìgnamiento  deseada  se  puede  logmi  con  un  sistema  pasivo.  Si  no  se  puede  utilizar  un  sistema 
pasivo,  disefle  nn  sistema  de  comtrol  activo  adecuado  pam  obtenei  la  reladtìn  de  amortìguamiento  deseada. 

8*61  Un  sistema  de  nn  solo  gmdo  de  libeitad  tiene  nna  masa  (m)  de  5 kg,  una  rigidez  (k)  de  20  N/m  y una 
ccnstante  de  amoitìguamiento  (c)  de  5 N-s/m,  Disefle  un  controladoi  activo  para  logmi  un  tiempo  de 
asentamiento  menoi  que  15  s pam  el  sistetna  de  lazo  o rircuito  ceimdo. 

Sigerencìa:  La$  ecuariones  (468)  y (469)  definen  el  tiempo  de  asentamiento. 

8*62  Un  sistema  de  nn  solo  gmdo  de  libeitad  tìene  una  ftecuenria  natuml  no  amoitìguada  de  20  md/s  y una 
iriacitìn  de  amoitìgnamiento  de  020.  Disefle  un  sistema  de  contiol  actìvo  que  logie  una  fiecuenria 
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mtural  no  amortigqada  de  100  md/$  y una  relacitìD  de  amortìgDamieDto  de  0,8.  SvpoDga  qve  la  masa, 
ngidez  y constante  de  amortignam  iento  del  sistema  orìginal  permanecen  en  sn  lugar. 


Secciòn  8.11  Absorbedores  de  vibracion 


8*63  Un  compresor  de  aiie  oon  masa  de  200  tg  y desbalance  de  0.01  kg-m  experimenta  nna  gran  amplitud 
de  vibraeion  mientras  func  iona  a 1200  rpm.  Determine  la  masa  y la  constante  de  resorte  del  absoibedoi 
que  se  tiene  que  agiegai  si  las  fiecuencias  natmales  del  sistema  son  de  al  menos  20  poi  ciento  de  la 
ftecuencia  impaitida. 

8*64  Un  motoi  eMctrico,  con  desbalance  de  2 kg-cm,  està  montado  en  el  extremo  de  nna  viga  de  acero  en 
voladizo,  como  se  obseiva  en  la  figum  8h50„  Se  obseiva  qne  la  viga  vibm  con  giandes  amplitudes  a la 
velocidad  de  opeiacidn  de  1500  ipm  del  motoi.  Se  propone  agregai  un  absoibedor  de  vibmdon  pam 
redncii  la  vibiacitìn  de  la  viga.  Determine  la  relacitìn  de  la  masa  del  absoibedoi  a la  masa  del  motoi  no* 
cesaria  pma  hacei  que  la  frecuencia  baja  del  sistema  resnltante  sea  ignal  a 75  poi  ciento  de  la  velocidad 
de  opeiacitìn  del  motoi.  Si  la  masa  del  motoi  es  de  300  kg,  deteimine  la  rigidez  y masa  del  absoibedoi. 
Encnentre  asimismo  la  amplitud  de  vibiacitìn  de  la  masa  del  absoibedoi. 


Flgura&SO 


&65*  E1  tubo  de  alimentacitìn  de  bgua a una  caldeia en  una  planta  teimoeltìctrica  vibm  violentamejite cnando 
la  velocidad  de  la  bomba  es  de  800  ipm,  Paia  reducii  las  vibiaciones  se  instala  en  el  tnbo  nn  absoibedoi 
compuesto  de  uu  iesoite  de  rigidez  k2  y masa  de  piueba  m2  de  1 kg.  Esta  configuiacitìu  produce  las 
ftecueneias  natuiales  del  sistema  de  750  ipm  y 1000  ipm,  Se  desea  mantenei  las  frecuencias  natmales 
del  sistema  fueiadel  rango  deopeiacitìn  de  labomba,  el  cual  es  de  700  ipm  a 1040  ipm,  Deteimine  los 
valores  de  k2  y m2  que  satisfagan  este  requerimieuto. 

8.66  Se  instala  un  motoi  reciprocante  sobre  el  piso  de  un  edificio,  el  cual  se  puede  modelai  como  una  placa 
iectangnlai  rigida  apoyada  sobre  cuatro  columnas  elàsticas.  E1  peso  eqnivalente  del  motoi  y el  piso  es 
de 2 000 lb.  Ala  velocidad nominal  del  motoi,  la  cual  es  de  600  ipm,  los  opeiadores  experimentan  una 
gran  vibiacitìn  del  piso.  Se  deciditì  iedncii  estas  vibraciones  snspendiendo  nn  sistema  de  masa-iesorte 
de  la  superficie  inferior  del  piso.  Snponga  qne  la  rigidez  de  resorte  e de  = 5000  Ib/pulg.  (a)  Encuentie 
el  peso  de  la  masa  qne  se  debe  anexai  para  absorbei  las  vibmciones.  (b)  iCuàles  seìàn  las  frecuencias 
naturales  del  sistema  despnes  de  agregado  el  absorbedor? 

8*67*  Encuentre  los  valores  de  k2  y m2  en  el  problema  8.54  paia  alejai  las  frecnencias natnmles  del  sistema  al 
menos  a 30  por  ciento  de  la  frecnencia  forzada. 

8*68*  tfea  flecha  hueca  de  acero  de  2 pulg  de  diàmetio  extemo,  1 .5  pulg  de  diàmetio  intemo  y 30  pulg  de 
kmgitud  Uevaun  disco  de  15  pulg  de  diàmetro  y 100  lb  de  peso.  Otra  flecha  de  acero  huecade  20  pulg 
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de  longitud  que  Ueva  un  disco  sdlido  de  tì  pulg de  diàmetro  y 20  lb  de  pcso  se  conecta  al  primcr disco, 
como  sc  muestia  en  la  figuia  8.5 1 . Encueutre  los  diàmetros  mtemo  y extemo  de  la  flecha,  de  modo  que 
el  sistema  de  flecha-disco  conectado  actue  como  un  absorbedor. 

8*69*  Un  rotor,  que  tiene  un  momento  de  inercia  de  masa  J\  = 15  kg-m2,  està  montado  en  el  extremo  de  una 
flecha  de  acero  que  tìene  una  rigidez  torsional  de  O.tì  MN-mAad.  El  rotor  vibra  violentamente  cuando 
$e  somete  a un  pai  de  torsiòn  armdnico  de  300  cos  200/  N-m.  Se  tìene  que  conectar  un  absoibedor  $in- 
tonizado,  compuesto  de  un  iesorie  torsional  y un  momento  de  inercia  de  masa  (k^  y J2)  al  primer  rotor 
jnra  que  absoiba  las  vibraciones.  Encuentre  los  valores  de  y J2 de  modo  que  las  ftecuencias  naturales 

del  sistema  se  alejen  de  la  ftecuencia  forzada  en  al  menos  20  por  ciento. 

8.70  Tiace las gràficas de (iì^ /^) contra (m2fm\)y (fUftiM) contra (m^fmf) a medida que (m2/m{) varia de 
Oa  l.Ocuando  ùjj/ùij  =0,1  y 10.0. 

&71  Determine  el  mngo  de  operacitìn  de  la  idaddn  de  ftecuenda  W|/w3  de  un  absorbedor  de  vibradtìn  no 
amortìguado  para  limitai  el  valor  de  I XifS&t  I a 0.5.  Suponga  que  y m^  = 0.  Im^ . 

8.72  Cuando  se  agmga  un  absorbedor  de  vibiacidn  no  amortìguado,  que  tìene  una  masa  de  30  kg  y una  ri- 
gidez  £aun  sistema  de  iesorte-masa,  con  una  masa  de  40  kg  y rigidez  de  0. 1 MN/m,  la  masa  prindpal 
(masa  de  40  kg)  tiene  una  amplitud  ceio  dmante  su  operacidn  de  estado  estable  sujeta  a una  fuerza 
armtìnica  de  300  N.  Determine  la  amplitud  de  estado  estable  de  la  masa  del  absorbedor. 

8.73  Lta  motor  eldctrico,  de  20  kg  de  masa  y 1350  rpm  de  velocidad  de  opeiadòn,  se  coloca  sobre  una  viga 
db  acero  dobJemente  empotrada  de  15  cm  de  ancho  y 12  cm  de  peralte,  como  se  muestia  en  la  figuia 
8,52.  EI  motor  tiene  un  desbalance  rotatorio  de  0. 1 kg-m.  La  amplitud  de  vibmcidn  de  la  viga  en  opem- 
ddn  de  estado  estable  del  motor  $e  elimina  al  conectar  debajo  del  motoi  un  absorbedoi  de  vibmcitìn  no 
amortiguadc,  como  $e  muestm  en  la  fìgum  8.52.  Detemtine  la  masa  y rigidez  del  absorbedor  de  mqdo 
que  la  amplitud  de  la  masa  del  absorbedor  sea  menor  que  2 cm. 


8.74  Lta  puente  vibm  violentamente  cuando  lo  cruza  un  vehfculo  que  produoe  una  carga  aimònica  de  600  N. 
Modelando  el  puente  como  un  sistema  de  resorte-masa  con  masa  de  1 5000  kg  y rigidez  de  2 MN/m, 
disefìe  un  absorbedor  de  vibmciòn  amortìguado  sintonizado  adecuado.  Determine  la  mejom  obtenida  en 
la  amplitud  del  puente  con  el  absorbedor. 
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8,75  Un  pequefio  motorf  que  pcsa  100  lb,  tiene  una  frecnencia  natmal  de  100  rad/s.  Se  propone  qne  se  ntilice 
un  absorbedor  de  vibmcidn  no  amortiguadg  que  pesa  io  lb  pam  suprimir  las  vibmciones  cuando  el 
motor  opem  a 80  md/s.  Determine  la  rigidez  necesaria  del  absorbedor. 

8*76  Considere  el  sistema  que  se  muestm  en  la  figum  8b53  en  el  cual  una  fuem  armdnica  actua  en  la  masa 
m.  Derive  la  condicidn  en  la  cual  el  desplazamiento  de  estado  estable  de  la  masa  m serà  cero. 


Figura  8-53 


Seccion  8.12  Ejemptos  resueltos  utilizando  MATLAB 

8*77  Utilizando  MATLAB,  tmce  la  ecuacion  (8.94)  pam  £ = 0,  0.25,  0,5,  0.75  y 1 en  el  mngg  0 ^ r ^ 3. 

8*78  Utilizando  MATLAB,  tmcelas  ecnaciones  (8.1 40)  y (8,141  )parn/=  1,£  = 0,2*  0.3  y 0.4,  y /4=  0.2  y 
0 5 en  el  mngo  O.tì  ^ (ofù j,  . 

8.79  Utilizando  MAILAB,  tmce  las  relaciones  y ^/“2 dadas  por  la  ecuacion  (8. 14tì)  pam  ùjjAo 
= 1.5,  3.0  y 4.5  ym^/rn  1 = Oa  1. 

JL80  Resuelva  el  poblema  8.13  utilizando  Prograinl3 . m. 

8-81  Escriba  un  progmma  de  computadom  pam  encontmr  el  desplazamiento  de  la  masa  principal  y la  masa 
auxiliar  de  un  absortedor  de  vibmcitìn  dintimico  amortiguado.  U$e  este  progmma  pam  genemr  los  re* 
sultados  de  la  figum  8.38. 
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8-82  Las  vibraciones  del  suelo  prodocidas  por  la  operacido  de  una  grua,  um  preusa  de  foqa  y un  compresor 
de  aire  se  transmiten  a una  màquina  fiesadom  cercana  y se  percibe  que  no  penniten  alcanzar  las  preci- 
siones  especificadas  drnante  las  operaciones  de  fiesado.  Las  vibmciones  del  suelo  en  las  ubicaciones  de 
la  grua,  la  prensa  de  foija  y el  compresor  de  aiie  son  x€(f ) = A^^^  sen  x f{$)  = Af  f sen  ù>ft, 
y *fl(f}  = Aa  sen  respectivamente,  donde  A€  = 20  jum5  = 30  ju^m,  Aa  '=  25  = 10  Hz, 

fity  = 15  Hz3  ù)a  = 20  Hz  y = 0k  1 . Las  vibraciones  del  suelo  viajan  a la  velocidad  de  onda  cortante 
del  suelo,  la  cual  es  igual  a 980  pies/seg,  y las  amplitudes  se  atenùan  de  acueido  con  la  ielacidn  Ar  = 
^4^-0005^  donde  es  la  amplitud  en  la  fiiente  y Ar  es  la  amplitud  a una  distancia  de  60  piesa  80  pies 
y 40  pies,  iespectìvam^nte,  de  la  màquina  fresadora.  La  masa,  rigidez  y relacidn  de  amortìguamiento 
equivalentes  del  cabezal  de  la  màquina  hemunienta  en  vibmcidn  vertìcaJ  (en  el  lugar  de  la  fiesa)  se  de- 
fcrminan  experimentalmente  como  500  kg3  480  kN/m  y OJ53  iespectivamente.  La  masa  equivalente  de 
la  base  de  la  mdquina  henamienta  es  de  1000  kg,  Se  propone  que  se  utilice  un  aislador  paia  la  màquina 
henamienta,  como  se  muestra  en  la  figura  8.54,  para  mejorar  Jas  precisiones  de  corte  [8.2].  Disefie  un 
sislador  de  vibiacidn  adecuado,  compuesto  de  una  masa,  iesorte  y amortiguador,  como  se  muestra  en  la 
figuia  8.54^),  paia  la  ftesadoia  de  modo  que  el  desplazamiento  vertìcal  màximo  de  la  fiesa,  con  ies- 
pecto  a la  supeifrcie  horizontal  que  se  està  maquinado , debido  a la  vibiacidn  del  suelo  producida  por  las 
tres  fuentesno  exceda  de  5 ^mdepico  a pico. 
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Respuestas  a 
problemas  seleccionados 


Capftulo  1 

j ^ ^2  + 2 A4  ij  + A|  fti  Aj  + 2 1|  ^3 ij 

“•  (kj  £3  t*  + À2  k-} k j + 2 A|  *3 Ì4  + 2 iti  £3  Aj  + t|  k2  kt  + £1  Ì2  Aj  + 2 A|  ki  *j) 

1.11  (a)  jt  = 37 .08  X 10T  N/m,  (b)Jt  = 1236  X 107  N/itt,  (c)  it  = 412  X 107  N/m 

1.15  i*,  = 253.75  Ib/puJg  1.17  k^  = lktxxfa  1.21  ieq  = ìyA 

4f  (d  + f)  pyA2 

1.24  ' 129  k = — ^—  U2  Jt  = 77.4414  N/m  1-36  F(x)  = (32000jf  - 80)  N 

1.39  = y(£,  As  + £fl  Afl)  1.43  (a)  Jt^  = 354811  X 1 0* N-m/rad,  (b)  Jt^  = 559597  X 10* N-m/rad 

1,45  (a)  = 89.931  Ib/pulg  (b)  = 3Dl24lb/pulg  1,47  = 16,681  .896 Ib/pulg;  tBraùn  = 139.1652 Ib-pulg/rad 


1-49  mcq  = m,  + m2  + i0 


1-SS  {a)  Cm  = C|  + C2  + 


Ci 


,1  111 

(b)  ■ — = — + — + — 

Ceq  C|  C2  C3 


i(^2 1 1-S2  Iflgq  — Htj,  + ^ 

(C)  = C,  + Ci(|)  +C3(f)’ 

(dlC^C+C^)  +C^) 


hrf 


1.S9 

TTfiiJ2(/  - A)  ^ TTfxB* 

C’  ~ 2 d + 32A 

1.64 

c = 3325.8  N-s/m 

1*71 

1,76 

A = 4.4721,6  = -265651* 

1,78 

i = 11.1803  J11 7981 

lJftl 

1.8S  x2(t)  = 61966  sen(ùrf  + 83.7933* ) L87  Noajmtìnico 

1.99  X = ZSnun^ctj  = 5.9092  rad/seg,  ùi  + ficu  = 6.6572  rad/stg  1.92  A = 03522  mmji^  = 52D4  mm/seg 

t gr  , j l A jA  2A  yi  cos  tìù)t  j . $A  j . w-  i sfcii  /f' 

1.194  x irm  = Jf/V5  1-108  ^(f)  = — + — stìioir 2 7 2 T 1-HO  jr(f)  = — 2 (_1)  2 7 

w 2 17  11=2,4,6,...  (flT  - 1)  7711=1,3,3^.  Itz 

ffn  “ 

1,114  jp(f)  = — + 2 cos  fltùif  + scn  iwtìjfJ  Ib/pulg2  donde^  = 50,  «i  = 3L3309jO2  = 0,  = -10^6103, 

bi  = 31-8309,  ^2'=  31  3309,  b$  = 10.6103 


1,117  ^ = 19.92 s ai  = -2016, A2  = 331,^  = 3.77;  b\  = 2332^  = 1226,^  = -041 

Capftulo  2 

12  (a)  0.1715  seg.  (ta)  02970  seg  14  00993  seg 

1«  (a)  A = 0.03183  m,  (c)  = 031415  m/s2, 

(b)  h = 0.07779  m/s,  (d)  <*>„  = 51 .0724* 


Respuestas  a probletnas  sdeccionados  737 


1»  <!>„  = 22,1472  rad/seg  2.10  m*  = 4.8148  rad/seg  2.13  = ti/(4m)]' 


/4*  „ „ I 4t 

(a)^  = J-,  = 


/«i3£|li  43E2/2 

^17  fl  « , 


it  = 52.6381  N/m,  m = 1/3  tg  121  (a)  a*  = 


coatc  B 


<b)^  = Vw 


^ (b)  /2  - y 2.26  (a)  + 


(M) 


Tx  = 0,  (b)<un  = 


/r(«  + *) 


T = 16563147  Ib  2J4)  (®)  JV  = 81,914rpm,  (b)<un  = 375851  rad/$tg  232  ^K  = yj~ 
A = 0.9536  X 10“4  m2  237  Torsidn  con  respetto al  eje  z 130  ù>„=  2578.9157  rad/seg 


f m2Wc  ~ 2kgc  ^ 

\Wg  + Wgo2  - 2kgaj 


144  fltjf  + (A|  + fc2)  x = 0 


2.47  x 


+ \6kx  = 0 


<ua  = 359.6872  rad/seg  151  j(f)  = 0.1  cos  15  jll4r  + 0.31 62  sen  15,3  H4i  m 

j0  = 0D07864  m;  i0  = -0XH3933  m/s  155  i„  = 4m/s  157  d = 0.1291  pnJg;  N = 29 J8 

<»rt  = 2rad/sJ  = 2.4525m  2j66  th  = 14135  seg  16S  = 13.4341  rad/seg 


Tj,  = 0J04693  seg  172  a>H  = 17,7902  rad/seg  174 


r(Jt,  + it2)(/?  + a)2!1/2 


3fltf2è'  + (À(  + Aia2  + k2l2)B  = 0 1S6  flt*//  = ^flf  ISS  tìjj,  = y— 


45.1547  rad/seg  193  tuN  = — - 195  u,  = 


mr1  + Jq 


19S  (a)  14265,362. 
(b)  3.8296 


JW  = [x0  + *“to/£is+^>)  2,1413  (a) = lOOON-s/m,  (b) <»rf  = 8.6603 rad/seg,  (c) S = 3.6276 

8 = 0.09541*  1107  £ = 0.013347  1109  m = 500  kg,  * = 27066.403  N/m 

/2ì"  ì 

ttj,  = 1116  -flti  + cx  + 2Jt;c  = 0 1118  Po  = 268288 16kg/m3 

(a)  Jo  = 1.9436  X 10“ 4 N-m-s2,  (c)  cf  = 53387  X lO“4N-m-s/rad, 

(b)  t„  = 1 8297  seg,  (d)  itf  = 22917  X 10"3 NLm/rad 

(a)  f = 0.75,  ^ = 6.6144  rad/s,  (b)  f = 1.0,  md  = 0,  (c)  f = 125 

(a)  608363  J,  (b)  124.6784  J 1139  Cbulomb,  5N,  14,1421  rad/seg  1141  58  mm 

(a)  5 <b)  0.7025  seg  (c)  1 .9620  em  1145  ceq  = 1148  1 .40497  s 


1.7022  Sftg,  0.004  iti  2.152  p = 0.03032,  ceq  = 0X14288  N-s/m,  AW  = 19.05  X 10“ 6 N-m  2.154  A = 0583327  N/m 


Capftulo  3 

12  5 $eg 

14  (a)  = 0.1  cos  20f  + f sen20f  (b)  j(f)  = (0.5  + *)sen20*  (c)  j(f)  = 0.1  oos  20r  + (05  + f)$en20r 

3-6  (a)  jr(f)  = 0.18  cos  20f  - 0.08  cos  30^  (b)  j(f)  = 0.08  cos20f  + 05  sen  20f  - 0.08  00^30^ 


(c)  x(t)  = 0.18  cos  20/  + 05  sen  20f  - O.OScos  30f 


18  9,1 139  kg  116  X = 


mrr  N1 


22.7973  Ebà?  - 02357  pabl*N2 


3.18  a>  = 743.7442  Hz  332  0.676  seg 


73  S Respuestas  a probtemas  selec  donados 


3.24  e^t)  = © stftiwtcon©  = -85718  X lO_4fad  y»  = 104.72  rad/scg 
3,2«  ^p(f)  = 0-06610  cos(  10/  - 0.1323)  m 

Acttif/)  = 0.0345?-2rcos(  198997/  + 0 0267)  + 0 0661  cos  ( IQr  - 0.1323)  m 

3.28  Xp(t)  = 025  cos  ^20/  - j)  m 

Aw(0  = 0261  le-2r  cos  (198997/  + 1.1778)  + 0.25cos^20/  - ^)m 
3.30  k = 6.6673  X 1 04  Ib/pulg,  c = 23983  Ib-seg/pulg  332  r = \/l  - 2f2,  = 


f2  \/\  - f2 


3.34  t = 0.1180 


341  (a)  64.16  rad/scg.  (b)9672N-n. 

3.43  (a)  f = 025,  (b)fij|  = 222145  rad/secg,fi»j  = 38.4766  rad/scg  3-45  1695294  X 10-*  m 

3,47  k = 1.0070  X lO5  N/m,  c = 633.4038  N-s/m  333  03339  sen  25  rmm  3-55  X = 0.106  m ,s  = 246.73  tm/hr 
3.57  c = (Jt  - maP)ja>  3.5»  fl(f)  = 0.0131 1 scn(lO/  - 05779)  rad  343  jtp(f)  = 110.9960  X 10-6  scn  (314.16/  + 007072)  m 
3-6«  0.4145  X 10-3m,  1.0400  X 10-3  m 3-«8  1.4L95  N-m  3,70  ( = 0.1364  3*74  Ftierza  mdxima  = 26.68  lb 


3*82  /x  = 0.1  385  (a)  102027  Ib/pulg,  (b)  408l081b-pulg  388 

3,91  (a)  1.0623  Hz,  <b)  12646  m/s,  (c)  5557  x lO-4m 

Capftulo  4 

« ,(,)  = g-^  S ~ . 1 ccsM-^) 

v 2k  -=1,3,...  It2  Y^(1  - ^,Pf  + (Ifrrf 


COn  r = a>fmn  y = ì$xi 


4 /xN  3 

+ —cù?X2 

„ irJf  Jt  4jt 


4.6  fl(f)  =0.0023873  + 


(3183091  scn  58905»  cosn  tot  + 318.3091  (l  - cos  58905»)  sen  rxut ) 
l »(392700.0  - 1096.6278b2)  J 


4vl3  xpU)  = 6.6389  X 10-4  - 13.7821  X l0-4cos  (10.472/  - 0.0172) 
+ 15.7965  X 10-4Stft (10.472/  - 0.0172)  + ...  m 


4,1«  * 


«-?{ 


F0  ( S5ft®-(/  - f0)  - semu-f'l 


parar  ^ /0 


4,19  x(t)  = 


2Jt  1 - 


op1  ( \ 1 Fo  r / ir\  1 

2 l - cos-^- I + — l - cos  tu„^r  - —J  parar  > ir/to. 


4,25  XO  = 17689  scn  6.2832  (/  - 0.018)  - 08845  sen  62832/ 

- 08845  scn  62832  (f  - 0,036 )m;  para/>  0.036  seg 

4,29  xp(t)  = 0.002667  m 432  6(t)  = 03094?“'  + 0.05717  sen  5.4127/  - 0.3094  ccs  5.4127/  rad 

435  ar(f)  = O.Q4048e-'  + 0.01266 sen  3.198f  - 0-04048  cos  3.198f  m 437  jc(f)  = 05 164?-'  sefl  38729/  m 

4.50  xM  = 0 [(1  - ca3ùVq)2  + (ùtjty  - senavp)2}1/2;  parar  > rq  4.53  d = 0.6pulg  4.5tì  h = 1277 1 5S70  Ib/pnJg 

£ùirirQ 


4.60  jc(0  = 


— -(1  - costìy);  0 ^ t i 

ma>n 

— ^[cos  tìj n(t  - ta)  - cos  a t ^ r0 


Respuestas  a probletnas  sdeccionados  739 


Capitulo  5 

o>i  - 3.6603 rad/seg,  a>z  - 13.6603 rad/seg  5.7  <u,  - ,/ — s a>2  - — 5,9  1,1  pulg2 

y m y m 

43  e/  r / 

5.10  <»i  = 7 3S92 rad/s,  = 5S570I  rad/s  5.11  <u? 2 = («*i  + Smi)  + V (mi  _ 3m2)2  + 25hI|OT2 

7 mimj  L 

5.13  <oi  — 0.7654  a>2  — 1.S478  516  tuj  — 1 2.K  S 1 7 rad/scg , a>2  — 305624  rad/seg 


5.19  *,(/)  = 0.1046  sen  40.4225t  + 02719  sen  5S.0175f, 

Jt2(0  = 0.1429  swi  40.4225f  - 0.09952  sen  5801751 


EI  I ET 

5.21  <»,  = 3.7495  J—ru,  e>2  = 90524  J — - 


523  = fL°  \ j?f2>  = { 10  1 

I23029J’  1-13028  j 


j.(O)  j,f0) 

525  Jf2(0)  = r,  jc,  (0)  = v^  _ ^2(0)  = n i,(0)  = ^j—y 

529  jf| (f)  = 05  cos  2t  + 05cos  Vl2f;  j2(f)  = 05  cos  2f  - 05cos  Vl2f 

5.36  <u,  = 05176 Vit,/J0,<B2  = l.93l9VJt,/J0  539  <u,  = 033l97Vit,/70l  = 2.6l803VJt,/Jo 

FjII  Eeu^cidn  dt  foecuencLa: 

<u4  (m,  mj  /1)  - <u2  (m^  /^  (W,  /,  + Jt/J)  + m,  ij  {W2l2  + k i^)| 

+ (^i  /|  W2l2  + W2l2kfì  + IV,  /,  jt/|)  = 0 

j (70i  + mt,)  i \/ (7<yt  + tw+j)2  — 4(70  — m^JmitJf,  1 
!J"  "''2'{ 2»(J.  - } 

5j46  lOOOjt  + 40000jt  + 150006  = 900  sen  8.7267/ 

+ 1100  sen  (8.7267f  - 15703) 

810  6 + 15000jr  + 67500  6 = 1650  sen  (57267/  - 1 5703)  - 900  sen  8.7267f 

549  <B)  [0  70]{s}  + [2/6  = {^0/3}  J»  = “)2/12  y FW  = F*scn 

flj)  Acoplamiento  estìtico 

5-53  (a)  <B|  - 122474  rad/seg,  tì^  = 33.7298  rad/seg 

556  jrj(r)  = *,«*“ 

eonX,  = (-40.0042  - 0.01919J)  X l0_4pulgs 
X2  = (0.9221  + 02943i)  X 10_4pulg 


557  Jt2  = 


^ {(-m,  <u2  + 1,  + A'2)  ( — m2  aj2  + Jt2)  “ +2^ 


S.60  jf,(f)  = (172915  F0cos  <u/  + 6.9444  F0  sen<uf)l0“4 
jft(0  = (173165  F0  cos  mt  + 6^9634  F0  senctrfJlO-4 

5-62  j£,(f)  - 0^009773  sen  dirfm^fO  “ 0-01614$  sen  4irfm  5j64  j2(0  “ ~Jà  +no  coa  lOV3f)«(0 


5-66  <U|  =0^2  = 


5.67  fr|C2  - C1&2  = 0 


5jS9  'd  + 


(+è)-- 


5,71  ù>|  = 0,  ù>2  = 


mg 

5.77  Jt  ^ -f 
2Ì 


= 0 donde  a = &\  - 


6*  ( m + JW) 


740  Respuestu  a probtemas  selecdonados 


Capftulo  6 


/|fl|  + kfì  (6|  — 6^)  — JW|  cos  <ì>t 


1»  Q 

631  [0  4rfJ  434  W 


(t|  + ki) 
~^2 
0 


~k2 

0 

' 9/1 54 

1/6 

13/192" 

(h  + h) 

~h 

**  W-5 

1/6 

1/3 

1/6 

~h 

(h+  kt)_ 

13/192 

1/6 

9/64 

jhi  0 0 2 0 1 

632  0 m2  0 <34  j 0 15  0 

J 0 »|J  3 Ll  0 2_ 

639  2mx  + kx  = 0,iB  + g6  = Q 
6.41  m|jc|  + (A|  + *2:)jC|  “ £2*2  = 0 

m2JÌ2  ~ *2*i  + fe  + A5)  X-2  - = 0 

m^  - kyc-2  + (Aj  + £4)  x$  = 0 
6-44  ui|jc|  + lkxv  - kx^  ~ 5tjfj  - jF|(f ) 
flf2J2  - AjC|  + lkx2  - kx 3 = F2(t) 
rngjc^  - 5^JC|  - £jc2  + lkx$  = F$(t) 


630  2k 


Respuestas  a problemas  seteccionados  741 


Jo..  3 2,  2 

+ [ 3fff  + — | XI  ~ -kxi  + -kx2  + = ^2(f) 

3 2 

ntjèj  - gfc[|  + + 5ÀJtj  - fjft) 

6.49  o)|  = 0 .44504 ’VkJm,  <o2  = \2Al\VhJirt,<iìi  = l&GsVjt/m 

6J2  u),  = 0 533399  VI/W,  a»2  = 1.122733  VI7"',.  “J  = 1-66981 7 vI7™ 

6-55  A,  = 2.21398,  A2  = 4.16929,  A3  = 106168  6.58  a>,  = 0-644798Vg^,  tuj  = 1 514698 VgTÌ,  ^ = 2807977Vg7* 

661  <hi  = 0562587^3,^2  = 0.91 5797-^3,  <»3  = 1534767^3  664  [JC]  = -1  1 v573 


'mJ’”"  ’Vml’”'  V«t/ 

667  Qi,  = 0.7653  J—,a>2=\  5478 . <uj  = 3-4641  J— 

V JW  V Ift  V fft 

6J7S  ÙJ|  = 0,<W2  = 0-752158^1/^,013  = 1 329503 vT/m 


1 1 V§73. 


677  jc 


j(f)  = jt,o |o5cos 0-4821  - 03838cos^f+  08838 cos  1.1976^^ fj 


679  jr3(f ) = jr2o|o-l987  cos  05626  f - 0-06157  «*s  0.9158  0-1372  cos  1.5848^^  f | 


684  jr,(f)  = ^ ccs2r  + ^sen2r  + cos  VT5/ - — ^=senVI5f 


! jr2(0  = 


cos2f+x®en2f-cos  v15f  + ~p=  sen  VÌ5f 
2 Vl2 


2 Vl2 

- 0.0000025  1 

69«  (a)  oj,  = 0.44497  VkJJ^,  a>2  = 134700  Va,/70,  oj  = 1 80194  Vt,/J0  0>)  6(f)  = { 0.0005190  }•  COS  lOOf  ràdiirttì; 


■(' 


-0.0505115  J 


5.93225  ì 


,, , , lft „ - u , / 0.03944  (1  - cos  18301 3f ) + 0.01057  (1  - cos683015r)l 

'W'1,SS}T""*  'W-l0®3(l7(l-»..WO,3.)-O«887(l-»,«.».*)f 

699  jr3(f)  = 0-0256357  eos(<uf  + 05874°)  m 


(h)  <U,  “ 27994  yj-^  7,3  35937  J^  75  0-3015  V£7^ 


Capftulo  7 

7.1  (a)  «j,  b 26917 , 

7.1«  0-4032 vT/m  7.12  1.0954./^  7.19  oj,  = 0,  a>j  « 62220  rad/s,  o>j  « 25 .7156  rad/s  7.22  a>,  = VT7I; 

V ffft 

7^7  ù>|  - 03104,  a>2  = 0-4472,  ù>3  - Ùotì$69  donde  <»;  - 1/ VÀj 

73«  S,  = 0.765366,  S2  = 1.414213,  Sj  = 1847759  con  a>,  =S,  /— 

V /J0 


0-44721359  0.083045475  - 0.12379687 

0 0.41522738  1.1760702 

LO  0 1.7950547  . 


737  o,  = 02583,  <115  = 3-0,  <03  = 7.7417  7.41  [{/]“'  = 

Capitulo  8 

&I  2S.2S43  m/seg  $,3  a*$  = 9000  Hz,  ambas  se  injcrementmni  934% 

66  (a)  0.1243  X 10» N,  (b)  3-12  X 10»N  8.8  w(x,t)  = ^ 2)  (-1)^3  sen^  sen^ 


8JI 


(*■;)  ■ ■ 


\^9h  ttx  t Vì9h  2 ttx  V39 h 4ttjc  , V3  9h  5ttx 

sen sen sen sen  — 

2ir2  l %n2  i 32ir2  / 50^  / 


742 


Respuesta*  a problemas  seteccionados 


S.I7 

8.25 

S-34 

8.41 

8.49 

8.641 


8.63 
8-74 

Capitulo  9 

9.1  Alncdcdor de 46.78  Lm/hora  9,3  m^  = 3354.6361  g-mm,  8C  = -255525“  9.5  m4  = 0.99 oz, e4  = -35” 

9.8  1 .6762  oz,  a = 75-6261“  CW 

9.11  Q^itar  DJ336  Ib  a 10^377*  en  scntido ocHitrario  a las manecillas  deJ  reloj  y D.2063  lb  «i el  sentido  de  las  maneciUaa  del reloj  en  el  plano C 

fcn  lòs  radios  dfc  4 pulg 

9.14  (a)  Ra  = -28.4021?  - 35436  k,  RB  = 13.7552  j + 4.7749*,  (h)  mL  = 10.44  g,eL=  7.1141° 

9.17  (a)  0.005124  m,  <h)  006074  m,  (c)  0008457  m 

9_20  (a)  05497  X ]QBNta2  (b)  6.4693  X lO^N/m2  (c)  0.9012  X lO^N/m2 

9.22  Fxp  - 0,  Fm  - 3269.4495  Lb,  Mtl,  = M.f  - 0 9 .25  El  mcntor  esti complctamente balaaoeado  en cuanto a ftierza  y momcnto 

9.27  05385  mm  9_»  (a)  ai  < 95.4927  rpm  (h)  ai  > 276.7803  rpm  932  Jt  = 152243.1865  N/m 

9,35  79  7808  isd/seg  - 1419-8481  rad/seg  937  8ea=  0-02733  m 9.40  * = 1332.6646  lb/pic 

9.43  (a)  X = 11.4188  X l0-3m  (b)  FT  = 448069  N 9.45  98.996%  937  (a)  2,775.66  Ib,  (b)  40,1455 Hb 

9.49  49,752.86  N/m  9.64  p,  = 03403;  m2  = 102.09  kg,  k2  = 2.519  MN/m;  X2  = - 0.1959  mm 

966  (a)  487379  lb  (h)  n,  = 469.65  ipm,  Sì2  = 766.47 rpm  9.68  fera  D/d  = 4/3,  d = 0.5732  puJg,  D = 0.7643  pulg 

9.71  0.9764  s — s 1.05125  9.73  m2  = l0kg,*2  = 019986  MN/m  9.75  165.6315  Ib/pulg 

ù>2 

Capftulo  10 


tu/  A£<wc(Jt  — Mqì2)  ù>/.  ati2  A1E1C2 

tan—  =2-i2 ^20  tan — tan — = — — 

c A2E2a>2  - Markc2  C|  c2  A2£2C| 

(2n  + l)rr  fa 


8_23  “5.  = TV?’"=  1,2,X  - 


« = 0, 1, 2,  ...  a28  503059  rad/seg  831  cos  pt cosh  0/  = - 1 

pr 


tan  fii  - tanh  pi  = 0 $.36  2D.232S  N-m  oos  fìi  cosh  fìi  = 1,  y taii  fìl  - tanh  fìi  = 0 


m w Vl20 


f «o 

\pA0/ 


\l/2 

pAq  f) 


8.46  w(jf,  t ) — 


°-( 
lc2  l 


2pAcr 

(ÌW/jt 


BÌ 

cos  p x + eosh  p x + tan  — sen  p x - tanh 


^ senli  fix  - 2 j 


sen  ùtt 


w(^0  = S^M-0  fcndt  q*(t)  = ? ~~~ I (1  - co&ùij) 

j*=i  &X  1^= j 

w( x,  t)  — sen  — sen— ^ Sfcita>|2f  S.62  ? donde  = 0;  m = 0, 1,  % . , . ; n = 1,  2,  ... 

ù>!2  & & P 

22.4499  865  a,  = 15.4510  8.67  7.7460  8.70  2.4146^^  8.72  w 138673328  rad/seg 

(a)  1.73205^,  <h)  157669  J-^,  5.67280  8.77  o,,  = 3.1 42 J-^,  = 10.12 


10.2  183777  Hz  104  3.6935  Hz  106  0.53%  105»  353635  Hz  1012  73.16% 

10-14  k = 33623.85  Nfm,  e = 5055N-$cg/m  1016  m = 19.41  g,Jt  = 7622.8  N/m  10.19  11120  rad/seg  - 2780.02  rad/seg 

19,21  r ^ 1 10.23  £ = 0.1111  10,26  Jatda(5ln93  Hz)s  AniUodfcrodamifcntùintfcrìor(  l07a,97  Hz),  AniUodfirodainifcntofcxtfcrior 

$30.SSHz)sBo1a  (19331  Hz) 

10,29  ì£  10,30  Z963D  10J2  f = 0.2 


Capftulo  11 

+ 1L4  jr(i  = 5)  = -1  ctm  L,  = 1 y - tt9733  con  i/  = OJ 

11,6  z,0  = - 0.0843078,  z,}  = 0.00849639  US  x{t  = 0.1)  = 0.131173,  x(t  = 0.4)  = - 0.0215287,  Ji(f  = 0.8)  = -0-0676142 

11.14  Con  Ai  = 0.07854,  xi  = xy  x2  = x,xi  (*  = 02356)  = 0.100111,  x2(t  = 0.2356)  = 0.401132, 
z,(l  = 15708)  = 1.040726,  x2  = (t  = 15708)  = - 0378066 
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113 


1 

*i 

*2 

0.25 

0.07813 

1.1860 

1.25 

23360 

-02332 

3.25 

-0.6363 

23370 

113  m 

<u,  = 17.9274 


= 3.06147^^,012  = 5.65685^^,0»}=  739103^-^ 


113 

113 


pAI* 

CmAt  = 024216267, 


,o>2  = 39.1918 


pAf 


,<uj=  57.1193 


pAf 


t 

Jt, 

*2 

02422 

0.01776 

0.1335 

24216 

0.7330 

US020 

4.1168 

0.1059 

0.S573 

Capftulo  12 
12,2 


W = ~~  (0.6321) 


123  3.3392  X 107  N/m2 
12-15  0.05 1 65  pylg.  bajo  carga 


12.1«  Def1exi6n  = 0.002197—,  p<mdicnte  = O.OOS789  — 

£/  EI 

12,19  p-(1)  = -25056  Ib/pulg2,  cr(2>=  26936  lb/palg2 

1221  Esfucr^os dc  flejtiòti  tt)6xiino$:  -37218  Ib/pulg2,  Lamo  cti  la bicla  como  cn  k manivcla, csf ucraos  axialcs màximos:  - 641 1 Ib/pulg2 
(cn  la  bicla),  - 5649  Ib/pulg2 

Eì 


12Jtì  *>,  = 0.8587 


pAf 


, ù>2  = 4.0965 


EI  EI 


/ EI  I EI 

1229  = 15.1357  ^ = 28.9828 


r 

pAl* 

ù>,  = 6445  rad/seg,  ^ = l245Lrad/seg 


1232  = 20.4939 

12.40 


Las  eniradas  en  lctra  uegritaiiìdican  titulos  de  capftylo  y secciones;  ks  entradas  en  letra  cmàva,  indican  tftnlos  de  obras. 


Absorbedor 
ais1adors7G3 
baserigida,  703 
dc  vibracìdn  dindmico,  703 
de  vibracidn  dìnàmico  amcrtiguado,  709 
de  vibracidn  dìndmico  no  amort  ìgjado  > 703 
de  vibracìdn  para  un  motor  diesd,  706 
mdjquina,  703 

para  un  conjunto  de  motorgenerador  707 
Absorbedorcs  de  ylbraddn,  702, 732 
AceJerad6n  de  la  basc,  363 
Acoplamiento 

elàsiieo  (est&ico),  451 
din4micc  (dc  inercia),  451 
Acoplamiento  de  coordeoadas  y coordeaiadas 
principales,  449, 494 
Acr6bata,20& 

Actuador  de  resorte,  311 
airedesalìda,3n 
dìafragma,  311 
jesorte,  3 1 1 
varillade  vdlvula,311 
Aciistica,  7 

Afìladora  de  precisidn,  3 17, 31 S 
aislador,31S 
barrarigida,  31 S 
po1ea,31S 
nicdadeamo1ar,31S 
Agìtacitìn,279 

Aislador  de  una  tomamesa  esteieoftìnica,  6S2 
aislamìcnto  de  s istcmas  con  dcsbalance 
ictatorio,  6S3 
Aislamictito 

b^jo  carga  gradual,  696 
contra  cboqucs,  694 
oontra  vibradtìn  de  la  base,  6S7 
de  fuerza  (de  vìbracitìn),  675 
base  rìgida  de  cemento,  675 
instrumento  o mdquina  delicados,  675 
màquina,  675 
pase(paquete),675 

ÀisJamieuto  dc  1a  vJbradtìn,  673, 727 

ÀJgcbra  compleja,  55 
Amortiguador  de  histtìrcsis,  1S1 
Amortiguadories 

conectados  en  seiie-paralelo,  103 
montados  en  flechaa  engranadas,  99 
Amortiguamiento,  43 
constante,  173 

constante  de,  por  un  fluido  viscoso,  44 

crìtico,  constante  de,  147 

cuadritico  (o  de  veJoddad  aJ  cuadrado),  275 


de  Coulomb  (fiiccitìn  en  seco),  43 
Jàctor  (o  coeficiente)  de  pdrdida,  672 
Jdddulico  de  pisttìki'dlindio,  47 
intioducdtìn,  672 

por  un  materiaJ  stìlido  o Jiistertìico,  43 
popordonaJ,  561 

uso  de  materiales  viscoelisticos,  672 
viscoso,  43 

Amortiguamiento  de  Coulomb,  43 
polea  sometida  a,  17S 
sistcma  de  itsorte+'masa,  272 
sistemas  torsionaJes  y,  177 
Amoitiguamiento  viscoso,  146 
cfiergia  disipada  en,  154 
sìstemas  torsionales  con,  156 
torsìonaJ,  156 

vibradtìn  libre  cou,  146-147 
ÀmperimetTO  de  bobina  mtìvil,  3 1 4 
aguja,314 

amoitiguador  torsionaJ,  314 
bobina,  314 
cscaJa,314 

imàn  permanente,  314 
ntìdco,  3 14 
Amplitucft  5S 

de  remolineo  de  una  flecha  con  un  iotor 
desbaJanceado,  664 

AnàJisis 

de  estabilìdad,  664 
de  Fotiiier  numerico,  70 
de  la  respuesta  escalonada,  3S5 
de  vibradtìn  de  un  sistema 
de  resoite~masa5  552 
modaJ,  mtìtodo,  554 
Às£Jlsls  armanico,  61, 107 
Anàlisis  de  vlbracitìu  forzada  455, 49S 
AnàJlsJs  dc  vib  racion  lib  re  dc  un  slstema 
iw  amort  iguado,  436, 4S6 
Àngulodcfase,59 
Apcrìtìdico,  151 

Aproximacitìn  lineaJ  por  partes,  399 
Ànco,  4 
Aristtìgenes,  5 
Aristtìteles,  5 

Armonfa  utiiversaii  Mario  Marstame,  6 
Asinttìticamcnte  estable,  sistema,  1S5 

Àutoexd  tadon  y anàlisis  d«  eslab  ilidad,  276, 
325, 461,504,566 
AutomtìviJ 

en  choque  con  banera,  S2 
viajando  por  camino  escabroso,  S2 
Avitìn,414 
aJa,  414 


de  combate,  eje  de  flexitìn,  416 
iaiz  del  aJa,  414 


Balauceo  de  maqu  i nas  rotatorias,  651, 723 
Balanceo  de  motores  redprocantes,  665, 669, 
726 

BaJanceo  en  dos  planos,  654, 656 
de  un  rotor,  654 
cojincte  À,  654 
cojinetcB,654 
plano  L,  654 
planoR,654 
iOtor  rìgido,  654 
de  un  mtor  de  tuibina,  657 
plano  dcrecho,  656 
plano  izquiefdo,  656 
BaJancco  en  un  plano,  65 1 
de  un  disco,  65 1 

por  medio  de  un  unaJizador,  652 
cojinete,  652 
de  vibracitìn*  652 
detector  de  vibracitìn*  652 
estroboscopio,  652 
motor,  652 

rucda  de  amolar  (rotor),  652 

Barra 

escalonada,  S9 
rìgida,estabilidad  de,  ISS 
Base  elàstica,  màquina  sobre,  264 
BemouHi,  l^aniel,  7, 430 
Bomba  centrìfuga,  500 
dmentadtìn,  500 
itsortes  aisladores,  500 
sudo,  500 

Brazo,  movimiento  del,  224 
antebrazo,  224 
taccps  contraldo,  224 
pivote,  224 
trìceps  contrafdo,  224 

Brevc  historia  dcJ  cstudio  de  Ja  vibracion,  4 

Brook  Taylor,  7 
Budes,7 


CdJcuJo 

de  frecuendas  naturales  intermedias,  619 
ftmdamental  de  la  fiecuenda  naturaJ 
ftindamjcntaJ,  609 
numdico  de  coefidentes,  6S 
Cimaia  de  vidro,  316 
hflrratubu1ar,316 

Cantidad  de  amortiguamiento  cspedfica,  156 
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EigdU  valorcs,  123 

Ejemplos  rcsoeltos  utillzando  MATLAB, 

M,  297, 325,400, 424,475,504, 
568,599, 629, 643,712 
Àmplitudcs  dc  vibracidn  dc  las  masas  dc  un 
absorbcdor  dc  vibradda,  713 
ÀMJisis  dc  Fonricr  numdico,  74 
BaJancco  cn  dos  planos,  716 
Rrccucndas  rcsonantcs  dc  yn  absorbcdor 
de  vibiaddn^  714 

Progmma  para  andlkis  modai  dc  sistcmas 
dc  varìos  grados  dc  Jibcrtad,  574 
Programa  paia  dctcrminar  las  raicts  dc  una 
ecuad6ncuartica,  481 
Pmigrama  para  gcncrar  d polinomio 
caiactcrìstico,  574 

Ptograma  para  rcsol  vcr  un  problcma  dc 
vdor  dgcn  gcncraJ,  63 1 
Ptograma  para  tma  soluddn  dc  vaJor  dgtn 
aplicando  d mctodo  dc  itcradòn 
nratridal,  630 

Raiccs  dc  una  ccuadàn  cudrtica,  475 
Raiccs  dc  una  ccuaddn  poJinomiaJ,  572 
Rcprcscntacìdn  gràfica  de  la  scrìe  dc 
Rourìcr,  72 

Rcprcscntaddn  gdfica  dc  ptdsadoncs,  73 
Rcspuesta  a un  impulso 

dcnnacstmctma,  401 
Rcspucsta  b^jo  una  fuera  pcrìddica,  402 
Rcspucsta  bajo  una  ftmd6n  forzada 
aibitrarìa,  403 

Rcspucsta  dc  cstado  cstablc  dc  un  sistcma 
viscosamcntc  amort  ìguado,  301 
Rcspucsta  dc  un  sistema  somctido  a 
cxdtadòn  dc  basc,  2 99 
Respucsta  dc  vidaddn  forzada  dc  un 
sistcma  amortiguado,  572 
Rcspucsta  dc  viisaddn  forzada  dc  un 
sistema  dc  varìos  grados 
dclibcrtad,  570 

Respucsta  dc  vibtaddn  librc  dc  un  sisiema 
con  amorliguamicnto 
dcCoulomb,  192 

Rcspucsta  dc  vibad6n  librc  dc  un  dstcma 
dcrcsortC'masa.,  190 

Rcspucsta  dc  vidad6n  librc  dc  un  dstcma 
dc  varìos  grados  dc  libcrtad,  569 
Respucsta  de  vibrad6n  Wbrc  dc  un  sìsttma 
viscosamcntc  amortiguado,  194 
Rcspucsta  cn  fund6n  dd  ticmpo  dc  los 
carros  dcl  fcnocarrìl,  477 
Rcspucsta  forzada  dc  un  sistcma  con 

amortiguamicnto  dc  Coulomb,  29S 
Rcspucsta  forzada  dc  un  sistcma  dc  dos 
grados  dc  lìbcrtad,  479 
Rcspucsta  totaJ  dc  un  sistcma  no 
amortiguado,  297 

Rcspucsta  total  dc  un  sistcma  somctido  a 
cxdtad6n  dc  Ja  basc,  400 
5olud6n  dc  un  probJcma  dc  vaJor  cigcn, 
56S,  629 

Soluddn  dtl  problcma  dc  vaJor  cigcn,  475 
Trazo  dc  la  rcspucsta  de  frccucnda  dc  un 
sistcma  dc  dos  grados 
delibcrtad,  47  S 

Tiazo  dc  la  tiansmisibìJidad,  712 


Trazo  dc  una  rcspucsta  dc  vibrad6n 
tìbrc,  476 

UsodcunprogiamapararcsoJvcrcon  d 
mdtodo  dc  Jaoobi  un  problcma  de 
vaJorcs  dgcn,  630 

Varìadoncs  dc  la  frccucnda  naturaJ  y d 
ptrìcdo  con  dcfJcxi6n  cstitica,  1 B9 
Elementos  de  amortlguamien  to,  42, 94 
ElementQs  de  Qrmoflia,  Àrìstògencs,  5 
EJcmentos  de  masa  o lnerda,  37, 95 
Elementos  de  resorte,  21, 43 
Encrgfa 
dn&ica,  13 
dc  dcformad6n,  527 
potendaJ,  13 
potcndaJ  dàstica,  527 
Engjanc  impulsado,  407 
Ensamblc  dc  baJandn,  96 
Enterprise,  transbordador  cspedaJ,  12 
EquUibrìo  cstitico,  122 
posiddndc,  121 
EspCCtro  dt  discflo,  366 
Espcctro  dc  frccucnda  (diagrama  cspcctral),  64 
Espectro  de  respuesta,  359, 420 
de  un  pulso  senoidaJ,  359 
para  cxdtad6n  dc  la  basc,  361 
Espcctros  dc  rcspucsta  a sismos,  365, 366 
acdtrdgrafos  dc  movimicnto  fucrtc,  365 
acdcrograma,  365 
vcloddad  cspcctraJ,  365 
dcsplazamiento  espccfral,  365 
pcrìcidonaturaJ,365 
Estabilidad  185,  1S6 
dc  un  sìstcma,  1 87 
dinàmica,  an^lisis  dc,  276 
tipos  dc  sistcmas,  187 

arìnt6ticamtnteestabJe>  187 
con  incstabilìdad  dc  divcrgentt,  1 87 
cstablc,  187 

ìncstable  (con  incstabilidad 
dc  vibraci6n|,  147 
Establlidad  de  dstemas,  145, 236 
Establc,  sìstcma,  1 85 
Eudidcs,  5 

Eulcr,  Lconard,  7, 644 
Excavadora,  95 
Exdtad6n,  16 
Expansi6n 

dc  la  scrìc  dc  Rnirìer,  61, 68 
cn  scric  dc  Taylor,  394 
Expansioncs  dc  medio  rango,  67 
ExpFcsUmcs  de  euergfa  potendal  y dn6tiea 
en  forma  matrlelai,  527 

F 

Eactor 

dc  amp1ificad6n  (o  rdad6n  dc  am^itud), 
244, 252 

dc  caJidad  y ancho  dc  banda,  2 55 
6(o  factor  dc  caJidad),  255 
Fallas,  11 

Fasor,  ntìmcio  complcjo,  291 
Fcn6mcno 

dc  batido,  247, 249 
dc  Gibbs,  62 
Flccha 


con  un  rotor  dcsbaJanccado,  amplitud 
dc  rcmolìnco,  dt,  664 
dchdicc,  110 
dc  htlict  compucsta,  94 
cscaJonada,  momcnto  de  torsitìn,  90 
Flcchas  cngranadas,  amortiguadores 
montados  cn,  99 

Fluctuadoncs  en  prcsitìn  dc  gas,  fucms 
dcsbaJanccadas  dcbido  a,  665 
Fbrmas  cuadrdticas  dcfiniti  vas  pcsitì  vas,  529 
Ftìrmnla  de  Du  nkerley,  694, 636 
Rmricr,  Jcan  Baptistc,  330 
Rahm,9 
Rccuenda 

dcosdladdn,  59 
de  vibraddn  amortiguada,  149 
fundamentaJ  de  un  sistema  dc  trcs  grados 
dc  libcrtad,  609 
fundamental  dc  una  viga5  606 
fundamcntaJ  dc  vigas  y flcchas,  6 1 0 
naturaJ,59 

Rccucnda  fundamcntaJ  de  una  flcdia  con 
iotores,611 

defiexini 1 pmducida par  el  pesa  de  m^  61 1 
defiexion  pmducida  par  el  pesa  de  m2*  6 1 2 
defiexian  pnodncida  por  ei  peso  de  6 12 

Rccucndas 

dc  un  sistcma  dc  rcsoitC'tnasa,  440 
dc  un  sistema  torsional,  445, 615 
naturales  dc  la  hdìct  dc  un  motor 
marìno,  446 

naturaJcs  dc  un  sistcma  libiti  549 
naturaJes  dd  sistema,  437 
y modos  dc  un  autom6viJ,  453 
Ffrecuendas  natmaJcs  dc  un  sistcma  dc  trcs 
grados  dc  libcrtad,  538, 620 
primcra  frtcuenda  natuial,  621 
scgunda  frccucnda  naturaJ,  621 
lcrccra  frccucnda  natural , 624 
Ffesadora  horizontal,  50 
basc,  50 
codo,  50 
ocutadora,50 
cubrcbrazo,  50 
husillo,  50 

SDportes  dc  mont^jc,  50 
Fberza,  332 

de  exdtad6n  no  pcri6dica, 
magnitud,  347 
ficticia  (momcnto),  120 
graduaJ,  332 

graduflJ  aplicada  con  dcmora,  354 
(momcnto)  dc  incida,  120 
rampa,  332 

s&bic  una  miquina  compactadora,  353 
transmitida,  26 1 , 262 
Fhcrzas  desbaJanceadas 

debìdo  a fluctuadones  en  la  presidn  de  gas, 
665 

debido  a inerda  dc  Jas  paites  m6viJes,  665 
flcclerad6n  dcl  mufi6n  dcl  dgSlcflaJ,  668 
flcclcrad6n  del  pist6n,  667 
fucrzas  dc  ineida,  668 
Fund6n 

dc  rcspuesta  dc  impulso,  349 
de  tiansfcrcnda,  m&odo,  285, 286 
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db  transfcroiijda  de  frecyenda  a partir 
de  la  fundtìn  de  transfepencia 
genemJ,293 
forzada,  331, 356 
iampa,  itapyesta  de  »n  sistema 
de  frLmer  crden,  373 

flmcìonjcs 

annònicaa  > operaciones  con,  55 
par  e impar,  65-66 
Fimdones  de  transTerenda 
de  frecuenda,  291, 327 
Fundamentos  de  vibeaddn,  2 

G 

Calilei,  Calileo , 2 
Calope  de  im  aJambre,  279 
cubierta  fle  Jtido,  2S0 
fuer2a  dd  viento*  2S0 
vdoddad  dd  viento,  2S0 
veloddad  dd  viento  itsuitante,  280 
veloddad  verticaJ  dd  viento,  2S0 
Gatodetijeia,206 
eollar,  206 
cslabdn,  206 
flecha,  206 
Gcrmain,  Sophie*  S 
Gobemador  de  Hartndl,  209 
boJa,209 
icsorte,  209 
Gradosdelibertad,  14 
cantidad,14 

dedosgradosdelibeitad,  14 
de  trn  grado  de  libcrtad,  14 
sistemas,  14 

H 

Hdice  de  barco,  3 14 

agua  (amoitiguamiento),  314 
flecha  hucca  escaJonada,  3 14 
perturbadòn  vibiatoria  dd  motor,  314 
Histdesis,amortiguamiento,  1S0 
Holzer,  mdodo,  613 
Hoote,  Robert,  7 

I 

Impcdancia  mccinica,  455 

Importanda  del  esnjdi* 
de  la  vihraddn,  10 

Inerda  de  las  partes  mtìvìJcs,  desbaJanceo 
de  fueras  debido  a,  665 
JnestabiJidad 

de  vibiadtìn,  1 86 
dìndmica,  279 
dìvergente,  186 
Inestable,  sìstema,  1 S5 
Integral  de  con  vftluddn,  347, 411 
de  I>uhamd , 352 
Ihteicambiador  de  calor,  96 
Irtimdifcciàn  a la  armanfa,  Eydides,  5 
Introducddn  al  amortìguamionto,  671 
Isaac  Newton,  7 

IteradÒn  matrìcial,  mdodo  dc,  617 

J 

Jacobi,  mdodo  de,  624 
Jean  fìaptiste  ftnirier,  330 


John  WiJJiara  Strntt, 

Lord  Rayleigh,  602 
Joseph  Louis  Lagrange,  508 

K 

k cquivalente 

deunpoJipasto,  32 
de  un  sistema  de  suspensidn,  30 
de  una  bana  ngjda  conectada 
porresortes,  35 
de  una  grìia,  33 
Kichhof f,  G.R.,  S 

L 

Ugrange,  Joseph  Louis,  7, 50S 
Ljenteja,  13 
Lxonard  Eulcr,644 
Jjeva  y scguidor,  sìstema,  6S,  69 
Limpie2a  por  chono  de  arena,  41 1 
boquilIa,411 
materiaJ  abrasivo,  41 1 
pic2afundjda,411 
soporte  flexible,  41 1 

Linea  de  conversiòn  de  numero  a dedbeJ,  294 
JJnealizaddn  de  un  amortiguador  no  JineaL,  49 
Lisajous,  figura  de,  104 
Litoraiura  acerca  de  Ja  vlbradtfu,  7J 
Uigar  gcometiico  de  Jas  ralces,  173 
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Tabla  de  equivalenrias 


Cantidad 

Eqmvalencia  en  el  sistema  SI 

Eqmvalencia  en  el  sistema  ingl^s 

Tmbajo  o energfa 

1 pulg  - lbf  = 0.112984841 

1 pie—  Ibf  = 1355818  J 

1 Btu  = 1055.056  J 

1 kWb  = 3.6  X 10*1 

1 J = 8.850744  pulg  - lbf 

1J  = 0.737562  pie-  lbf 
= 0.947817  X 10-3  Btu 
= 0.277778  kWh 

ftjtencia 

1 pulg  - lbf/seg  = 0.1129848  W 
lpie-  Ibf/seg  = 1.355818  W 
= 0.0018182  hp 

1 hp  = 745.7  W 

1 W = 8850744  pulg,-  lbf/seg 

1 W = 0.737562  pie-  lbf/seg 
= 1.34102  X 10“3hp 

Momento  de  Srea  de  iaerda  0 
momento  segundo  de  Srea 

lpulg4  = 41.6231  X 10“®  m4 

1 pie4  = 86.3097  X 10^*  m4 

1 m4  = 240.251  X 104pulg4 
= 1 15.862  pie4 

Momento  de  inercia  de  masa 

1 pulg  — lbf  — seg5  = 0.1 129848  m2  ■ kg 

1 m2  ■ kg  = 8.850744  pulg.—  Ibf  — seg3 

Con$tante  de  resorte: 
tiattslatorio 

toiaional 

1 lbf/pulg  = 175.1268  N/m 

1 lbf/pie  = 14.5939  N/m 

1 pulg  - lbf/rad  = 0.1129848  m-N/rad 

1 N/m  = 5.71017  X 10-3  Ibf/pulg. 

= 68.5221  X 10-3  Ibf/pie 

1 m-N/rad  = 8850744  pulg-lb^rad 
= 0.737562  Ibf  - pie/rad 

Constànte  de  amortignamientù: 

translatorio 

tomional 

1 Ibf  - seg/pulg  = 175.1268  N ■ s/m 

1 pulg  — lbf  — seg/rad 

= 0.1129848  m-N-s/rad 

1 N-s/m  = 5.71017  X 10-3  lbf  - seg/pulg 

1 m 1 N - s/rad  = 8.850744  lbf  — pulg  — seg/rad 

Angulos 

1 rad  = 57.295754  grados;  1 gràdos  = 0.0174533  rad; 

1 rpm  = 0.0166667  reWseg  = 0.104720  rad/seg;  1 rad/seg  = 9.54909  rpm 
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Yiga  en  voladizo  con  una  carga 
en  $u  extrentQ  libre 
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Viga  simplemente  apoyada 
con  ana  caiga  a la  mitad 
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Amomguadorex  viscosos  equtvalenies 
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Resortes  en  $erie 


Resoites  en  paraldo 


Flecha  hueca  sometida  a toisidn 
(/=  longitud,  D = diametro  extemo, 
d = didmetro  intemo) 


Movimiento  relativo  entre  superficiea 
paialelas  (A= Srea  de  la  placa  màs 
pequefia) 


Amortiguador  hidràulico  (movimiento 
axial  de un  pistdn  en  un  cilindro) 


Àmortiguador  toisional 


Riccidn  seca  (amortiguamiento  de 
Coulomb)  {fN  = fuerza  de  friccidn, 
ùj-fiecuenda, 

X=  amplitud  de  vibracidn) 


k\  ka 

kgq  — ^1+^2+  + kn 


t = — f£J4  - d4) 

t<?  32/ 1 * } 


fiA 

h 


iTjxD2(l  - h)  irfiD3 

Ctq  = 14  + Ì2h 
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Este  libro  presenta  la  teoria,  los  aspectos  de  càlculo  y la  aplicaciòn  de  la  vibraciòn 
de  la  manera  màs  sencilla  posible,  con  especial  enfasis  en  las  tecnicas  de  anàlisis 
por  computadora. 


B texto  ofrece  amplias  explicaciones  de  los  fundamentos  de  la  ingenieria  de 
vibraciones  en  las  que  se  recalca  la  importancia  de  la  interpretaciòn  fìsica  para 
comprender  los  principios  y conceptos;  para  ello  utiliza  numerosos  ejemplos  y 
problemas. 

Entre  las  caracteristicas  sobresalientes  de  esta  ediciòn  destacan  las  siguientes: 

■ Màs  de  240  ejemplos  ilustrativos  para  complementar  Ib  mayoria  de  los 
temas. 

■ Màs  de  9B0  preguntas  de  repaso  para  que  los  estudiantes  revisen  y prueben 
su  comprensiòn  del  texto.  Estas  preguntas  son  de  diferentes  tipos:  de  opciòn 
multiple,  con  respuestas  breves,  de  falso  0 verdadero,  de  conrespondencis  de 
descripciones  y de  completar  espacios  en  blanco. 

■ Un  extenso  conjunto  de  problemas  con  aplicaciones  del  material  explicado  en 


el  texto. 

Problemas  del  tìpo  proyecto  de  disefìo  (màs  de  30  a lo  largo  del  texto), 
muchos  con  varias  scluciones. 

Ejemplos  y probiemas  que  utilizan  tanto  unidades  del  Sistema  Intemacional  (Sl) 
como  del  sistema  Ingles.  Esto  con  el  fìn  de  que  el  estudiante  se  familiarice  con 
ambos  sistemas. 

Màs  de  25  programas  de  MATLAB  para  ayudar  a los  estudiantes  en  la 
implementaciòn  nurnerica  de  los  mètodos  estudiados. 


Ademàs,  en  el  sitio  Web  de  este  libro  encontrarà  material  adicional  en  espaòol  y en 
riglès  sobre  esta  materia. 


PBra  mayor  informaciòn  visite  la  pàgina  Web  del  libro  en 
vwvw.pearsoneducacion.net/rao 


Visitenos  en: 

www.pearsoneducacion.n  et 


